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Anotâcija

Darbs ir veltîts neparametriskâs regresijas kïûdu dispersijas novçrtçjumam. Darbâ tiek

salîdzinâtas daþâdas pieejas kïûdu dispersijas novçrtçjumam. Tiek analizçti nesen ievesti

lokâlie M− novçrtçjumi, kur kïûdu dispersija tiek aplûkota kâ funkcija. Tiek pçtîta

σ̂RICE,n(x) novçrtçjuma uzvedîba atkarîbâ no gludinoða parametra h. Darbâ mçríi ir

salîdzinât lokâlos M− novçrtçjumus savâ starpâ, kâ arî pielietot tos reâliem datiem.

Atslçgas vârdi: neparametriska regresija, kïûdu dispersijas funkcija, lokâlie M− novçrtç-

jumi, gludinoðs parametrs, ticamîbas intervâli



Abstract

This work is about error scale estimation in nonparametric regression models. Different

approaches to estimating error scale are compared. Newly introduced local M− esti-

mators, where error scale is observed as a function, are analyzed. σ̂RICE,n(x) estimator

behaviour depending on smoothing parameter h is examined. The goals of this work are

to compare local M− estimators and use them on real data.

Keywords: nonparametric regression, error scale function, localM− estimators, bandwidth,

confidence bands
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Apzîmejumi

σ̂RICE,n(x) lokâlais klasiskais Rice novçrtçjums

σ̂MSD,n(x) lokâlais M − novçrtçjums ar MSD funkciju

σ̂MBT,n(x) lokâlais M − novçrtçjums ar BT funkciju

σ̂n(x) novçrtçjums ar Yu un Jones funkciju

σ̂const,n(x) novçrtçjums kâ konstanti

D−→ konverìence pçc sadalîjuma

P−→ konverìence pçc varbûtîbas

g.d.−−→ gandrîz droða konverìence

. . .



Ievads

Nodarbojoties ar neparametrisko regresiju svarîgi ir novçrtçt kïûdu dispersiju. Dis-

persijas kïûdu var novçrtçt kâ konstanti vai kâ funkciju. Vispârîgi regresijai ir svarîgs

nosacîjums par homoskedastitâti. Sareþìîtâkais gadîjums ir heteroskedastiska modeïa

gadîjums, kad dispersija nav konstanta. Larry Wasserman savâ grâmatâ [1] aprakstîja

dispersijas novçrtçjumu, kuru izgudroja Yu un Jones [2], dispersijas novçrtçjumam pielie-

tojot divas reizes neparametrisko regresiju. Savukârt, Brown un Levin [3] vispârinâja Rice

[4] dispersijas novçrtçjumu no homoskedastiska modeïa lîdz heteroskedastiskam modelim

izmantojot kodola svarus. Samçrâ nesen tika piedâvâti lokâlie M robusti, tâ saucamie M

− novçrtçjumi. Kad datiem ir izlecçji, nepiecieðams izmantot robusta statistiku kïûdas

dispersijas funkcijas novçrtçjumam, lai varçtu novçrtçt regresijas funkciju ðiem datiem.

Darbâ tika apskatîti lokâlie M − novçrtçjumi dispersijai. Lai novçrstu izlçcçju efektu uz

neparametrisko modeli, izmantosim Rice [4] piedâvâto izteiksmi un pârveidoto izteiksmi,

izmantojot robustu statistiku, kuru piedâvâ Boente, Fraiman un Meloche [5].

Robusta statistikas pielietojumam ir liela nozîmç ðajâ darbâ, tâpçc apskatîsim to derî-

gumu sîkâk. Dispersijas novçrtçðanai lieto robusts statistikas, lai ievçrotu izlçcçjus (Han-

ning un Lee) [6], lai uzlabotu precizitâti izvçloties atbilstoðu gludinoðo parametru h, kad

novçrtçjam regresijas funkciju r (Boente [5], Cantoni un Ronchetti [7], Leung [8]).

Robusta statistikas novçrtçjums, tiek plaði izmantots dispersijas funkcijas novçrtçðanai

neparametriskâ regresijas modelî ar izlçcçjiem. Ðâds novçrtçjums ir ïoti noderîgs rçíinot

robusta M − novçrtçjumus regresijas funkcijai (to apskatîja Hardle un Gasser [9], Hardle

un Tsybakov [10], Boente un Fraiman [11]).

Ðî darba mçríi ir sekojoði:

• 2010. gada publikâcijas [12] detalizçta analîze, kur ieviesti kïûdas dispersijas M−

novçrtçjumi;

• Dispersijas lokâlo M − novçrtçjumu konstruçðana;

• Gludinoðâ parametra h izvçle, analizçjot publikâcijas [12], [13];

• Dispersijas novçrtçjuma pielietojums simulçtiem un reâliem datiem.

• Daþâdu dispersijas novçrtçjumu salîdzinâðana;

• Novçrtçjumam σ̂RICE,n(x) punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðana;

Darbs sastâv no ievada, èetrâm nodaïâm, secinâjumiem un literatûras avotu saraksta.

1. nodaïâ apskatîta dispersijas lokâloM− novçrtçjumu teorija, 2. nodaïâ aprakstîti gludi-
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noðâ parametra h izvçle, 3. nodaïâ apskatîti punktveida ticamîbas intervâli novçrtçjumam

σ̂RICE,n(x), 4. nodaïâ atrodama simulâciju un datu analîze. Visi darbâ veiktie aprçíini

îstenoti programmâ R.
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1. Parametriska un neparametriska regresija

Pirms iepazîðanas ar jauniem neparametriskas regresijas kïûdu dispersijas novçrtçju-

miem (lokâliem M − novçrtçjumiem) sâksim ar vienkârðam un visiem labi pazîstamam

lietam. Aprakstîsim dispersijas novçrtçjumu parametriskai un neparametriskai regresi-

jâm. Tas dos priekðstatu par pçtâmo objektu. Ðîs nodaïas teorçtiskais materiâls tiek

òemts no Larry Waserman grâmatas [1].

1.1. Lineâra regresija

Apskatîsim parametrisko lineâro regresiju. Pieòemsim, ka mums ir n dati

(x1, Y1), ..., (xn, Yn), kur xi nav gadîjuma lielums, xi = (xi1, ..., xip)
T ∈ Rp ir fiksçti punkti

un Yi ∈ R. Lineâras regresijas modelis ir:

Yi = r(xi) + εi ≡
p∑
j=1

βjxij + εi, i = 1, ..., n; βj ∈ R; εi ∈ R,

kur E(εi) = 0 un D(εi) = σ2. Bûtiski ir novçrtçt parametrus βj. Lai to izdarîtu ieviesîsim

dizaina matricu X ar dimensiju n× p:

X =


x11 x12 ... x1p

x21 x22 ... x2p

... ... ... ...

xn1 xn2 ... xnp

,

kur xi1 = 1.

Pârrakstîsim regresijas modeli matricu formâ. Pieòem, ka Y = (Y1, ..., Yn)T ,

ε = (ε1, ..., εn)T un β = (β1, ..., βp)
T . Tad iegûst

Y = Xβ + ε.

Lai novçrtçtu β izmantosim mazâko kvadrâtu metodi.

Definîcija 1. Par Mazâko kvadrâtu novçrtçjumu β̂ sauc vektoru (β̂1, ..., β̂p)
T , kurð mini-

mizç kvadrâtu atlikumu summu (RSS):

RSS = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) =
n∑
i=1

(
Yi −

p∑
j=1

xijβj

)2

.
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Apgalvojums 1. Ja XTX ir pilna ranga matrica, t.i., matrica XTX nav deìenerçta,

tad ∃
(
XTX

)−1

un

β̂ =
(
XTX

)−1

XTY.

Apgalvojums 2. Regresijas r(x) novçrtçjums r̂n(x) pie fiksçta x = (x1, ..., xp)
T pierak-

stâma sekojoðâ formâ

r̂n(x) =

p∑
j=1

β̂jxj = xT β̂.

No tâ seko, ka novçrtçtas vçrtîbas r = (r̂n(x1), ..., r̂n(xn))T varçtu bût pierakstîtas, ðâdi

r = Xβ̂ = LY,

kur

L = X
(
XTX

)−1

XT .

Pie tam matrica L (hat matrix ) ir simetriska L = LT un idempotenta L2 = L. Parametrus

skaits p tiek noteikts no matricas L pçdas, kas ir diagonâlelementu summa:

p = tr(L).

Apgalvojums 3. Jebkuram fiksçtam x dispersijas σ2 nenovirzîts novçrtçjums ir

σ̂2 =

∑n
i=1(Yi − r̂n(xi))

2

n− p
,

kur

r̂n(x) = `(x)TY =
n∑
i=1

`i(x)Yi,

un

`i(x)T = xT
(
XTX

)−1

XT .
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1.2. Neparametriska regresija

Atgâdinâsim neparametriskas regresijas jçdzienu. Doti n novçrojumu pâri

(x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Yn), kur xi ir fiksçti punkti. Neparametriskas regresijas vienâdo-

jums ir sekojoðs

Yi = r(xi) + εi, Eεi = 0, i = 1, ..., n, (1.1)

kur r(x) ir regresijas funkcija. Regresijas funkcijas r(x) novçrtçjumu apzîmçsim ar r̂n(x).

Pieòemsim, ka dispersija D(εi) = σ2 ir atkarîga no x. Pçc modeïa (1.1) uzskatam, ka

xi ir fiksçti un (xi1, ..., xip)
T ∈ Rp. Ja skaidrojoðais mainîgais x ir gadîjuma lielums, tad

parakstîsim datus, ðâdi (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn) un r(x) tiek interpretçts, kâ nosacîta

matemâtiska cerîba:

r(x) = E(Y |X = x).

Definîcija 2. Funkcijas r novçrtçjums r̂n ir lineârais gludinâtâjs, ja ∀x ∃l(x) : l(x) =

(l1(x), ..., ln(x))T tâds, ka

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi.

Piezîme: ∀x :
∑n

i=1 li(x) = 1.

Definîcija 3. Par kodolu sauksim jebkuru gludu funkciju K, tâdu kurai izpildâs sekojoði

nosacîjumi:

1) K(x) ≥ 0,

2)
∫
K(x)dx = 1,

3)
∫
xK(x)dx = 0,

4)
∫
x2K(x)dx > 0.

Piemçri:

1) Boxcar kodols

K(x) =
1

2
I(x).

2) Gausa kodols

K(x) =
1√
2π
e
−
x2

2 .
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3) Epaòeèòikova kodols

K(x) =
3

4
(1− x2)I(x).

4) Tricube kodols

K(x) =
70

81
(1− |x|3)3I(x).

kur

I(x) =

1, ja |x| ≤ 1

0, ja |x| > 1.

Definîcija 4. Pieòemsim, ka h > 0 ir pozitîvs skaitlis, kuru sauc par gludinoðo parametru

vai joslas platumu. Nadaraya − Watsona kodola novçrtçjums tiek definçts sekojoði

r̂n(x) =
n∑
i=1

wi(x)Yi,

kur K ir kodols, wi(x) ir svari, kas tiek definçti kâ

wi(x) =
K
(x− xi

h

)
∑n

j=1K
(x− xj

h

) .
Nadaraya − Watsona svaru funkcija wi nav vienîgais veids, kurâ var izvçlçties svarus.

Tâ piemçram par wi varam òemt Rosenblatt vai Pristley − Chao svarus

wi(x) =
1

nh
K
(x− xi

h

)
,

wi(x) =
1

h
(xi+1 − xi)K

(x− xj
h

)
.

Dispersijas novçrtçjumam mçs izmantosim Gausa kodolu K(x) =
1√
2π
e
−x2

2 , tâ kâ tas

bija òemts pçtâmâ publikâcijâ [12]. Gludinoðâ parametra h izvçle ir svarîga problçma.

Eksistç daudz metodes kâ to var izdarît, piemçram, krosvalidâcijas metodes, îkðía likums,

ievietoðanas metodes.

Parametru h jâizvçlas tâda veidâ, lai minimizçtu vidçjo kvadrâtisko funkciju (MSE)

jeb riska funkciju

R(h) = E
( 1

n

n∑
i=1

r̂n(xi)− r(xi)
)2

.
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Bet R(h) ir atkarîgs no nezinâmas funkcijas r(x). Tâpçc minimizçsim riska funkcijas R(h)

novçrtçjumu R̂(h). Vidçjo kvadrâtu atlikumu summu minimizç sekojoði

1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂n(xi))
2.

Bet ðîs novçrtçjums ir novirzîts un nepietiekoði nogludinâts, jo datus izmantojam divas

reizes, lai novçrtçtu regresijas funkciju un risku. To iemeslu dçï novçrtçsim risku funkciju,

pielietojot vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas funkciju.

Definîcija 5. Par vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas funkciju sauc

CV = R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂(−i)(xi))
2,

kur r̂(−i) ir novçrtçjums, kuru iegûst izlaiþot novçrojumu (Xi, Yi).

Definîcija 6. Par r̂(−i)(xi) novçrtçjumu òem

r̂(−i)(xi) =
n∑
j=1

Yjlj,(−i)(x),

kur

lj,(−i)(x) =

0, ja j = i

lj(x)∑
k 6=i lk(x)

, ja j 6= i.

Ievçrosim, ka

E(Yi − r̂(−i)(xi))
2 = E(Yi − r(xi) + r(xi)− r̂(−i)(xi))

2,

E(Yi − r(xi) + r(xi)− r̂(−i)(xi))
2 = σ2 + E(r(xi)− r̂(−i)(xi))

2,

σ2 + E(r(xi)− r̂(−i)(xi))
2 ≈ σ2 + E(r(xi)− r̂n(xi))

2,

Tâdçjâdi prognozes risks izskatâs ðâdi

⇒ E(R̂) ≈ R + σ2.

Ðî krosvalidâcijas funkcija ir gandrîz nenovirzîts riska novçrtçjums. Sîkâk gludinoða

parametra h izvçles problemâtiku konkrçtai kïûdu dispersijas funkcijai apskatîsim citâ

nodaïâ.
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1.3. Neparametriskas regresijas dispersijas Yu un Jones novçr-

tçjums

Dispersijas funkcijas novçrtçjumam, Yu un Jones [2] piedâvâja divas reizes pielietot

neparametrisko regresiju, ðî metode ir aprakstîta Larry Wasserman grâmatâ [1] Pieòem,

ka

Yi = r(xi) + σ(xi)εi.

Apzîmçsim, ka Zi = log(Yi − r(xi))2 un δi = log(ε2
i ).

Tâdçjâdi dispersijas novçrtçðanas procedûra ir sekojoða:

a) Novçrtç regresijas funkciju r(x) ar Nadaraya − Watsona neparametrisko metodi,

lai iegûtu novçrtçjumu r̂n(x).

b) Aprçíinam Zi = log(Yi − r̂n(xi))
2.

c) Veic regresiju Zi pret xi, iegûst log(σ2(x)) novçrtçjumu σ̂2

Yi − r(xi) = σ(xi)εi,

(Yi − r(xi))2 = σ2(xi)ε
2
i ,

log(Yi − r(xi))2 = log(σ2(xi)ε
2
i ),

log(Yi − r(xi))2 = log(σ2(xi)) + log(ε2
i ),

tâ, kâ Zi = log(Yi − r(xi))2 un δi = log(ε2
i )

=> Zi − δi = log(σ2(xi)),

σ̂2(xi) = eZi−δi .
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1.4. M− novçrtçjumi

Lai labâk saprastu, kas ir lokâlo M − novçrtçjumu funkciju klase, no kurienes viòi

rodas, uz ko viòi balstâs un to bûtîbu aplûkosim populârus Hûbera novçrtçjumus jeb

M− novçrtçjumus. M − novçrtçjumi ir plâða statistisko novçrtçjumu klase. Piemçram,

mazâko kvadrâtu metodes novçrtçjumi ir M − novçrtçjumi.

Visa zemâk izklâsta informâcija paòemta no Victor, Ricardo, Douglas grâmatas [14].

Pieòemsim, ka mums ir xi novçrojumi, kuri ir atkarîgi no nezinâma parametra µ (“îsta

vçrtîba′′) un gadîjuma kïûdas ui.

Definîcija 7. Par lokâcijas modeli sauc izteiksmi

xi = µ+ ui, i = 1, ..., n,

kur u1, ..., un ir neatkarîgi gadîjuma lielumi ar sadalîjumu funkciju F0.

Lîdz ar to x1, ..., xn ir neatkarîgi identiski sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma

funkciju

F (x) = F0(x− µ).

Pirmais zinâtnieks, kurð ieviesa M− novçrtçjumus bija Peter Huber [15], kurð 1964.

gadâ piedâvâja minimizçt izteiksmi

n∑
i=1

ρ(xi, µ).

Funkciju ρ izvçlas tâda veidâ, lai dati bûtu izturîgi pret izlçcçjiem.

Parametra µ novçrtçjums µ̂ ir funkcija no novçrojumiem µ̂ = µ̂(x1, x2, ..., xn) = µ̂(x).

Meklçsim tâdu novçrtçjumu µ̂, kurâm ar lielu varbûtîbu izpildâs µ̂ ≈ µ.

Lai iegûtu novçrtçjumu µ̂ izmantosim maksimâlas ticamîbas metodi. Pieòemsim, ka

F0 ir sadalîjuma funkcija atlikumiem ui ar blîvuma funkciju f0 = F
′
0. Lîdz ar to ticamîbas

funkcija ir

L(x1, ..., xn;µ) =
n∏
i=1

f0(xi − µ).

Parametra µ maksimâlas ticamîbas novçrtçjums ir

µ̂ = µ̂(x1, ..., xn) = argmax
µ

L(x1, ..., xn;µ). (1.2)

Tâdçjâdi varam definçt M novçrtçjumu pozitîvam f0.
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Definîcija 8. Par M− novçrtçjumu sauksim

µ̂ = argmin
µ

(
n∑
i=1

ρ(xi − µ)),

kur ρ = − log f0.

Apskatîsim piemçrus, kuri ilustrçs M− novçrtçjumus.

Piemçrs 1. Ja F0 = N(0, 1), tad blîvuma funkcija f0 ir

f0(x) =
1√
2π
e
−
x2

2 .

Lîdz ar to M− novçrtçjums ir vienâds ar

µ̂ = argmin
µ

n∑
i=1

(xi − µ)2.

Piemçrs 2. Ja F0 ir dubultais eksponenciâlais sadalîjums, tad

f0(x) =
1

2
e−|x|.

Lîdz ar to M− novçrtçjums ir ekvivalents ar

µ̂ = argmin
µ

n∑
i=1

|xi − µ|.

Pamatosim, to ka 1. piemçra atrisinâjums µ ir vidçja vçrtîba.

Pieòem, ka ρ ir diferencçjama, tad diferencçjot izteiksmi µ̂ = argminµ(
∑n

i=1 ρ(xi−µ))

pçc µ iegûstam

n∑
i=1

ψ(xi − µ̂) = 0,

kur ψ = ρ
′
.

Pieòemot, ka ρ(x) =
x2

2
, tad ψ(x) = x un izteiksme

∑n
i=1 ψ(xi − µ̂) = 0 kïûst par

n∑
i=1

(xi − µ̂) = 0,

kur µ̂ = x ir atrisinâjums.
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1.5. Dispersijas lokâlie M − novçrtçjumi

Apskatîsim sekojoðo neparametriskas regresijas modeli:

Yi = g(xi) + Uiσ(xi), 1 ≤ i ≤ n, (1.3)

kur x0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn ≤ 1, σ nezinâma dispersijas funkcija, g nezinâma regresijas

funkcija, kïûdas ir Ui ∼ F0 un U1, U2, ..., Un ir i.i.d.

Lokâlo M − novçrtçjumu metodes bûtîba balstâs uz rezultâtu no homoskedastiskâs

neparametriskâs regresijas modeïa, kuru ieguva Hall [16]. Viòð dispersiju novçrtçja ðâdâ

veidâ:

σ̂2
r,n =

1

n− r

n−m2∑
i=m1+1

( m2∑
k=−m1

dkYi+k

)2

,

kur Yi+k jâbût sakârtotam. {di}m2
i=−m1

ir virkne veidota no starpîbâm uz reâliem skaitïiem,

kura apmierina
∑m2

i=−m1
di = 0 un

∑m2

i=−m1
d2
i = 1 ar d−m1 6= 0, d−m2 6= 0 priekð m1,m2 ∈

Z+. Pie tam r = m1 +m2. Kad r = 1, σ̂2
r,n = σ̂2

Rice,n, kas ir labi pazîstams, kâ novçrtçjums

pçc Rice [4]:

σ̂2
Rice,n =

1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Yi+1 − Yi)2.

Ðîs dispersijas funkciju klases paplaðinâja lîdz heteroskedastiskas neparametriskas regre-

sijas modeïiem 2007. gadâ Brown un Levin [3], kuri apskatîja lokâlo novçrtçjumu bâzçtu

uz kodola svariem.

Vispâr, homoskedastiskiem neparametriskiem modeïiem, Ghement [17] novçrtçja σ̂2
Rice,n

izmantojot M − novçrtçjumu, definçtu, kâ atrisinâjumu σ̂0 izteiksmei

1

n− 1

n−1∑
i=1

χ
(Yi+1 − Yi

aσ̂0

)
= b,

kur χ ir score funkcija, a pozitîva konstante, b pozitîva konstante, kura dod robust lîmeni

novçrtçjumam.

Pamatojoties uz Boente, Ruiz, Zamar [12] publikâcijas rezultâtiem reprezentçsim fun-

kciju no dispersijas σ(x) caur robustu statistiku. Ðo σ(x) novçrtçjumu sauksim par lokâlos

M − novçrtçjumus no starpîbâm. Aplûkosim datus, kuri apmierina (1.3) modeïa nosacî-

jumus. Sâkumâ ìenerçsim datus ar daudziem izlecçjpunktiem. Lai to izdarîtu apskatîsim
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sekojoðu apakðkopu:

Pε(F0) = {G|G(y) = (1− ε)F0(y) + εH(y);H ∈ D, y ∈ R},

kurD ir visu sadalîjuma funkcijas kopa, F0 ir normâlais sadalîjums, H ir jebkura patvaïîga

sadalîjuma funkcija, kurâ modelç piesâròojumus un ε ∈ [0, 1/2).

Vispârîgâ veidâ definçsim x ∈ (0, 1) dispersijas funkcijai σ(x) lokâlos M − novçrtçju-

mus, no starpîbâm:

σ̂M,n(x) = inf{s > 0|
n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
(Yi+1 − Yi

as

)
≤ b}, (1.4)

kur wn,i(x)n−1
i=1 ir svaru funkcijas virkne (piemçram, kodols), χ ir skores (score) funkcija,

a ∈ (0,∞) un b ∈ (0, 1) pie tam

E(χ(Z1)) = b un E
(
χ
Z2 − Z1

a

)
= b,

kur {Zi}i=1,2 ir i.i.d. ar sadalîjumu Z1 ∼ F0. Parasti χ : R→ R.

Izteiksmç (1.4) nepiecieðams aprçíinât infinimumu tikai, ja funkcija χ ir pârtraukta,

bet ja χ ir nepârtraukta, tad viegli redzçt, ka σ̂M,n(x) apmierina izteiksmi

n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
(Yi+1 − Yi
aσ̂M,n(x)

)
= b.

Aplûkosim trîs lokâlos M− novçrtçjumu piemçrus, pçc kuriem tâlâk konstruçsim σ(x)

novçrtçjumu:

1) Pieòemsim, ka χ(x) = x2, a =
√

2, b = 1, tad mçs iegûsim klasisko Rice novçrtçjumu

σ̂RICE,n(x) =

√√√√n−1∑
i=1

wn,i(x)
(Yi+1 − Yi√

2

)2

.

2) Pieòemsim, ka χ(y) = Iu:|u|>Φ−1(3/4)(y), a =
√

2, b = 1/2, tad σ̂MSD,n(x) apmierina

vienâdojumu
n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
( Yi+1 − Yi
aσ̂MSD,n(x)

)
−b = 0,

kuras saknes, bûs σ̂MSD,n(x) vçrtîbas.

3) Pieòemsim, ka ∀c > 0 izpildâs

χc(y) =


3
(y
c

)2

−3
(y
c

)4

+
(y
c

)6

, ja |y| ≤ c

1, ja |y| > c,
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tad paòemot c = 0.70417, a =
√

2, b = 3/4 iegûsim vienâdojumu pret σ̂MBT,n(x) vçrtîbas
n−1∑
i=1

wn,i(x)χc

( Yi+1 − Yi
aσ̂MBT,n(x)

)
−b = 0.

1.6. Datu simulçðana

Atgâdinâsim, neparametriskâs regresijas formu

Yi = g(xi) + Uiσ(xi), E(Ui) = 0, i = 1, ..., n,

kur g(x) ir regresijas funkcija. xi dati tiek ìenerçti sekojoði xi = i/(n+ 1) un 1 ≤ i ≤ n.

Savukârt kïûdas Ui iegûsti simulçjot datus G(y) = (1−ε)Φ(y)+εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1),

ε = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.35, 0.4. Aplûkosim daþâdas kïûdas simulçðanas modeïus:

1) H(y) = N(µ, τ 2), kur µ = 10, 100, 1000 un τ 2 = 0.1

2) H(y) = C(0, τ 2), kur τ = 4. Paliek noskaidrot kâdu regresijas funkciju g(x) un kïûdu

dispersijas funkciju σ(x) òemt. Dette un Hetzler [4] piedeva divus modeïus:

M1) regresijas funkcija ir g(x) = 2sin(4πx) un kïûdu dispersijas funkcija ir σ(x) = ex.

M2) regresijas funkcija ir g(x) = 1 + x un kïûdu dispersijas funkcija ir σ(x) = 1 + (1 +

sin(10x))2.

Lai novçrtçtu cik ir labs izvçlçtais gludinoðs parametrs h dispersijas novçrtçjumam

σ̂RICE,n(x), apskatîsim ISEL kïûdu.

Definîcija 9. Par ÎSEL kïûdu sauc

ÎSELj(σ̂
(j)
n (·, ĥn)) =

1

n

n−1∑
i=1

[
log
( σ̂(j)

n (xi, ĥn)

σ(xi)

)]2

,

kur σ̂(j)
n (xi, ĥn) norâda dispersijas novçrtçjumu, kurâ iegûta j − tâ simulâcija ar gludinoðo

parametru h.

Lai ìenerçtu G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(10, 0.1) vai

H(y) ∼ C(0, 42) datus izmantosim sekojoðus apgalvojumus, alternatîvu gadîjuma lielumu

ìenerçðanai:

Apgalvojums 4. Ja X1, X2, ..., Xn ir vienâdi neatkarîgi sadalîti (i.i.d.) gadîjuma lielumi

un Xi ∼ F , tad Y1 = F (X1), Y2 = F (X2), ..., F (Yn) = F (Xn) ir i.i.d. un pie tam Yi ir

vienmçrîgi sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju 1.

Apgalvojums 5. Ja doti Y1, Y2, ..., Yn;Yi ir vienmçrîgi sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo

vçrtîbu 0 un dispersiju 1, tad X1 = F−1(Y1), ..., Xn = F−1(Yn) ir i.i.d. un Xi ir sadalîts

pçc F .
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2. Gludinoðâ parametra h izvçle

Pievçrsîsim îpaðu uzmanîbu parametra h izvçlei, jo tas bûtiski var uzlabot metodes

precizitâti. Papildus informâciju par gludinoða parametra izvçli varçtu dabût izmantojot

publikâcijas [13], [5] un [4].

Parametru hn var izvçlçties izmantojot krossvalidâcijas un ievietoðanas metodes. De-

talizçti to apskata Hardle [18], [19]. Ðajâ darbâ tiek apskatîta tikai krossvalidâcijas meto-

de. Tâ kâ sâkuma dati speciâli tiek ìenerçti ar daudziem izlçcçjiem, gludinoða parametra

izvçles parastas procedûras nav pielietojamas.

Levine [20] rekomendçja tâ saucamo K − reizes krosvalidâcijas metodi, gludinoðâ

parametra h izvçlei. Ðî metode izveido dispersijas novçrtçjumu, kura nav pârâk jûtama

pret izlçcçjiem.

Metodes bûtîba ir sekojoða: sadalâm datu kopu {(xi, Yi)} uz K aptuveni vienâdâm,

neðíçrsojoðâm apakðkopâm. j − tâ apakðkopa ir izmçrâ nj ≥ 2,
∑K

j=1 nj = n. Pieòemsim,

ka datu pâris {(x̃(j)
i , ỹ

(j)
i )}1≤i≤nj

pieder j− tai apakðkopai, kur vçrtîbas x̃(j)
i sakârtoti

augoðâ secîbâ. Analoìiski, {(x(j)
i , y

(j)
i )}1≤i≤n−nj

ir papildinâjums j − tai apakðkopai, kur

x
(j)
i sakârtoti augoðâ secîbâ. Kopa {(x(j)

i , y
(j)
i )}1≤i≤n−nj

bûs training un {(x̃(j)
i , ỹ

(j)
i )}1≤i≤nj

bûs validation kopa. Apzîmçsim 4(j)
i = (y

(j)
i+1 − y

(j)
i )/
√

2 un 4̃(j)
i = (ỹ

(j)
i+1 − ỹ

(j)
i )/
√

2.

Pieòemsim, ka σ̂(j)
RICE,n(x, h) ir lokâlais klasiskais Rice novçrtçjums, ar gludinoðo pa-

rametru h uz j − tâs apakðkopas {(x(j)
i , y

(j)
i )}1≤i≤n−nj

.

Definîcija 10. Par klasisko K reizes krosvalidâcijas funkciju CVLS,KCV (h) sauc

CVLS,KCV (h) =
1

n

K∑
j=1

nj−1∑
i=1

[(
4̃(j)
i

)2

−
(
σ̂

(j)
RICE,n(x̃i, h)

)2]2

.

Definîcija 11. Par K reizes krosvalidâcijas gludinoðo parametru ĥLS,KCV sauc

ĥLS,KCV = argminh∈HCVLS,KCV (h),

kur kopa H satur parametra h visas iespçjamas vçrtîbas robeþâs [0, 1].

Piezîme 6. Varam apskatît K reizes krosvalidâcijas procedûru izmantojot naturâlo loga-

ritmu ln:

CV ln
LS,KCV (h) =

1

n

K∑
j=1

nj−1∑
i=1

[
ln
(
4̃(j)
i

)
− ln

(
σ̂

(j)
RICE,n(x̃i, h)

)]2

,
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savukârt ĥlnLS,KCV = argminh∈HCV
ln
LS,KCV (h).

Pieòemot, ka K = 1 iegûstam K reizes krosvalidâcijas metodes speciâlo gadîjumu:

klasisko vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas procedûru.

Definîcija 12. Par klasisko vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas funkciju CVLS,CV (h)

sauc

CVLS,CV (h) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

[
D2
i −

(
σ̂

(−i)
RICE,n(x̃i, h)

)2]2

,

kur D2
i = |Yi+1 − Yi|/

√
2 un σ̂

(−i)
RICE,n(x̃i, h) ir klasiskais dispersijas σ(xi) novçrtçjums,

kurð tiek izrçíinâts ar parametru h, izmantojot novçrojumus

(x1, Y1), ..., (xi−1, Yi−1), (xi+2, Yi+2), ..., (xn, Yn). Tâtad mçs izlaiþam (xi, Yi), (xi+1, Yi+1).

Definîcija 13. Par klasisko vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas gludinoðo parametru

ĥLS,CV sauc

ĥLS,CV = argminh∈HCVLS,CV (h),

kur kopa H satur parametra h visas iespçjamas vçrtîbas, robeþâs [0, 1].

Piezîme 7. Krosvalidâcijas funkcija izmantojot naturâlo logaritmu ir sekojoða

CV ln
LS,CV (h) =

1

n− 1

n−1∑
i=1

[
ln(Di)− ln

(
σ̂

(−i)
RICE,n(x̃i, h)

)]2

,

Savukârt ĥlnLS,CV = argminh∈HCV
ln
LS,CV (h).
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3. Punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðana

3.1. Punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðana, kad χ(x) = x2

Apskatîsim sekojoðas divas teorçmas no [13] publikâcijas:

Teorçma 8. ∀x ∈ (0, 1) :

σ̂M,n(x, ĥn)
g.d.−−→ S(Gx),

kur S(Gx) apmierina izteiksmi E
[
χ
(σ(x)(U2 − U1)

aS(Gx)

)]
= b, U1 un U2 ir neatkarîgi, vienâdi

sadalîti gadîjuma lielumi. Pie tam izpildâs sekojoðie nosacîjumi:

1) K : R −→ R ir ierobeþota funkcija tâda, ka
∫
|K(u)|du < ∞,

∫
K2(u)du < ∞ un

limu→∞ u
2K(u) = 0.

2)
∫
K(u)du = 1.

3) K ir nepârtraukti diferencçjama.

4) χ ir nepârtraukta pçc Lipðica.

5) Mn = max |xi+1 − xi| = O(n−1), kur 1 ≤ i ≤ n− 1

6) ∃{hn} virkne tâda, ka

6a) ĥn/hn
P−→ 1,

6b) limn→∞(nhn) = +∞ un limn→∞(hn) = 0.

Pie tam limn→∞

( nhn
log(n)

)
=∞ un ĥn/hn

g.d.−−→ 1.

Teorçma 9.

(nhn)
1
2

[
σ̂M,n(x, ĥn)− S(Gx)

]
D−→ N

(
0, υ

∫
K2(u)du

)
.

Ja Mn = max |xi+1−xi| = O(n−1) un ∃{hn} tâda virkne, ka ĥn/hn
P−→ 1, limn→∞(nhn) =

+∞ un limn→∞(hn) = 0. Pie tam

υ =
υ1

υ2
2

υ1 = D
[
χ
(σ(x)(U2 − U1)

aS(Gx)

)]
+2βcov

[
χ
(σ(x)(U2 − U1)

aS(Gx)

)
,

χ
(σ(x)(U4 − U3)

aS(Gx)

)]
,

υ2 = E
[
χ′
(σ(x)(U2 − U1)

aS(Gx)

)(σ(x)(U2 − U1)

a(S(Gx))2

)]
.
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Izmantosim Teorçmas 9. rezultâtu:

(nhn)
1
2

[
σ̂M,n(x, ĥn)− S(Gx)

]
D−→ N

(
0, υ

∫
K2(u)du

)
.

Pçc CRT:

(nhn)
1
2 [σ̂M,n − S(Gx)]√
υ
∫
K2(u)du

D−→ N
(

0, 1
)
.

Tâdçjâdi punktveida ticamîbas intervâls izskatâs ðâdi:

P
(
−q0.975 6

(nhn)
1
2 [σ̂M,n − S(Gx)]√
υ
∫
K2(u)du

6 q0.975

)
= 0.95,

P
(−q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

6
[
σ̂M,n − S(Gx)

]
6
q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

)
= 0.95,

P
(
−σ̂M,n −

q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

6 −S(Gx) 6

6 −σ̂M,n +
q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

)
= 0.95,

P
(
σ̂M,n −

q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

6 S(Gx) 6 σ̂M,n +
q0.975

√
υ
∫
K2(u)du

(nhn)
1
2

)
= 0.95.
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3.2.
∫
K2(u)du aprçíini

Rçíinâsim integrâli
∫
K2(u)du.

Tâ kâ K(u) ir standarta normâla sadalîjuma blîvuma funkcija,∫
K2(u)du =

∫ ( 1√
2π
e−

u
2
2
)2

du,

∫
K2(u)du =

∫
1

2π
e−u

2

du,

apzîmesim u =
t√
2
⇒ du =

dt√
2
.

∫
1

2π
e−u

2

du =
1

2π

∫
e−

t2

2
dt√

2
,

1

2π

∫
e−

t2

2
dt√

2
=

1

2π
√

2

∫
e−

t2

2 dt,

Zinâms, ka Puasona integrâlis ir
∫
e−

t2

2 dt =
√

2π.

1

2π
√

2

∫
e−

t2

2 dt =

√
2π

2π
√

2
,

⇒
∫
K2(u)du =

1

2
√
π
.

Lîdz ar to punktveida ticamîbas intervâls vispârîga forma ir ðâds:

P
(
σ̂M,n −

q0.975

√
υ2
−1
2 π

−1
4

(nhn)
1
2

6 S(Gx) 6 σ̂M,n +
q0.975

√
υ2
−1
2 π

−1
4

(nhn)
1
2

)
= 0.95.

Problçma ir atrast S(Gx) vçrtîbu un atbilstoði υ1, υ2 vçrtîbas. Tas nav triviâls uzde-

vums un ðajâ darbâ nebija izpildîts.
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3.3. Punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðana, kad χ(x) = x2

ar butstrapa metodi

Atsaucoties uz DasGupta [21] publikâciju pieòemsim, ka X1, X2, ..., Xn reprezentç îsto

populâcijas sadalîjumu. Butstrapa ideja: ìenerçt (simulçt) daudz izlaðu no dotâs un

aproksimçt statistikas T sadalîjumu. Tas ir, izvçlçsimies no dotâs izlases X1, X2, ..., Xn

jaunas i.i.d. izlases no empîriskâs sadalîjuma funkcijas F̂n.

Apzîmçsim iegûtâs butstrapa izlases {X∗11, ..., X
∗
1n}, {X∗21, ..., X

∗
2n}, ... , {X∗B1, ..., X

∗
Bn},

kur B apzîmç butstrapoto izlaðu skaitu. Statistiskâ funkcionâïa T sadalîjumu punktâ t,

tas ir, PF (T ≤ t) aproksimçsim ar {j skaits : T ∗j ≤ t}/B, kur T ∗1 , T ∗2 , ..., T ∗B apzîmç

statistikas T vçrtîbas B daþâdajâm butstrapa izlasçm.

Piemçrs 3. Ja T (X1, X2, ..., Xn, F ) =
√
n(Xn−µ)/σ, tad attiecîgâ butstrapotâ statistika

ir T (X1, X2, ..., Xn, F ) =
√
n(X

∗
n −Xn)/S, kur S apzîmç izlases (empîrisko) dispersiju.

Atkarîbâ no vçlamâs precizitâtes un aprçíinu sareþìîtîbas pakâpes ir daþâdi veidi, kâ

konstruçt butstrapa ticamîbas intervâlus.

Definîcija 14. Normâlie butstrapa intervâli tiek definçti sekojoði

Tn ± zα/2ŝeboot,

kur ŝeboot ir standartkïûdas butstrapa novçrtçjums statistiskajam funkcionâlim Tn. Ðie

intervâli ir precîzi gadîjumâ, ja Tn sadalîjums ir tuvs Normâlajam.

Piemçrs 4. Ja Tn = Xn, tad no Centrâlâs robeþteorçmas ticamîbas intervâli vidçjai

vçrtîbai µ ir formâ

Xn ± zα/2σ/
√
n.

Ðajâ gadîjumâ, lai konstruçtu ticamîbas intervâlus ir pietiekoði novçrtçt parametru σ.

Definîcija 15. Butstrapa procentîïu intervâli tiek definçti, kâ

Cn = (T ∗(Bα/2), T
∗
(B(1−α/2))),

tas ir, lietojam α/2 un 1− α/2 kvantiles butstrapa izlasei.

Konstruçjot butstrapa procentîïu intervâlus kïûdu dispersijas novçrtçjumam σ̂RICE,n(x),

tika pieòemts, ka T = σ̂RICE,n(x).
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4. Praktiskâ daïa

4.1. Robeþsadalîjuma konverìence

Simulçjot Yi un xi datus pie fiksçta punkta x = 0.5 var pârbaudît robeþsadalîjuma

konverìenci (nhn)
1
2

[
σ̂M,n(x, ĥn)−S(Gx)

]
D−→ N

(
0, υ

∫
K2(u)du

)
izmantojot daþâdus tes-

tus.

Pârbaudîsim hipotçzes par normâlo sadalîjumu:

H0 : (nhn)
1
2

[
σ̂M,n(x, ĥn)− S(Gx)

]
−→ N

(
µ, σ2

)
,

H1 : (nhn)
1
2

[
σ̂M,n(x, ĥn)− S(Gx)

]
9 N

(
µ, σ2

)
.

Ðî mçría sasniegðanai izmantosim Lilliefora un Shapiro − Wilksa testus.

1. tabula p − vçrtîba, kad N = 1000, ε = 0, pie fiksçta x = 0.5

n Lilliefors Shapiro − Wilks

100 0.0016 0.0023

200 0.3927 0.4

400 0.6335 0.82

Hipotçzi H0, sâkot ar n = 200 par normâlo sadalîjumu nevaram noraidît pie nozîmîbas

lîmeni α = 0.05.

2. tabula p − vçrtîba, kad N = 1000, ε = 0.1, pie fiksçta x = 0.5

n Lilliefors Shapiro − Wilks

100 0.29 0.0014

200 0.61 0.7328

400 0.77 0.7566

Hipotçzi H0, par normâlo sadalîjumu nevaram noraidît sâkot ar n = 200 pie nozîmîbas

lîmeni α = 0.05.
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3. tabula p − vçrtîba, kad N = 1000, ε = 0.2, pie fiksçta x = 0.5

n Lilliefors Shapiro − Wilks

100 0.087 0.082

200 0.203 0.298

400 0.492 0.635

Redzam, ka palielinot izlases apjomu n un mainot ε vçrtîbas nevaram noraidît hipotçzi

par normâlo sadalîjumu izmantojot Lilliefors un Shapiro − Wilksa testus pie nozîmîbas

lîmeni α = 0.05 un N = 1000.
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4.2. Gludinoðâ parametra h izvçle

Apskatîsim, ka izskatîsies σ̂RICE,n(x) novçrtçjums daþâdiem n un h. Simulçsim datus

G(y) = (1−ε)Φ(y)+εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ C(0, 16) pie zinâmas îstas dispersijas

funkcijas σ(x) = ex. Òemsim h = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, n = 100, 200, 400, 1000 un ε = 0.
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1. att.: σ̂RICE,n(x) grafiks pie n = 100 un n = 200. Trekna, melna lînija ir îsta dispersijas,

punktçtas zilas lînijas ir krosvalidâcijas funkcijas pie daþâda h.
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2. att.: σ̂RICE,n(x) grafiks pie n = 400 un n = 1000. Trekna, melna lînija ir îsta dispersijas,

punktçtas zilas lînijas ir krosvalidâcijas funkcijas pie daþâda h.

Acîmredzams, ka palielinot izlases apjomu n novçrtçjums σ̂RICE,n(x) konverìç uz îsto

dispersiju σ(x) palielinot izlases apjomu n.
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Simulçsim citus datus G(y) = (1−ε)Φ(y)+εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(10, 0.1)

pie zinâmas îstas dispersijas funkcijas σ(x) = ex òemot h = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, n =

100, 200, 400, 1000 un ε = 0.1. Novçrtçjums σ̂RICE,n(x) izskatâs ðâdi
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3. att.: σ̂RICE,n(x) grafiks pie n = 100 un n = 200. Trekna, melna lînija ir îsta dispersijas,

punktçtas zilas lînijas ir krosvalidâcijas funkcijas pie daþâda h.
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4. att.: σ̂RICE,n(x) grafiks pie n = 400 un n = 1000. Trekna, melna lînija ir îsta dispersijas,

punktçtas zilas lînijas ir krosvalidâcijas funkcijas pie daþâda h.

Dispersijas novçrtçjums nobîdâs uz augðu. Kas principâ atbilst publikâcijas dotam

rezultâtam, rçíinot ÎSEL kïûdu:

ÎSEL =
1

n

n∑
i=1

(
log
( σ̂jn(xi)

σ(xi)

))2

,

kur σ̂(j)
n norâda dispersijas novçrtçjumu, kurâ iegûta j − tâ simulâcija ar gludinoðo para-

metru h.
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4. tabula: Vidçja ÎSEL vçrtîba, simulâciju skaits N = 500, n = 100, G(y) = (1−ε)Φ(y)+

εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(10, 0.1)

novçrtçjums ε = 0.1 ε = 0.2 ε = 0.3 ε = 0.35 ε = 0.4

σ̂RICE,n(x) 1.353 2.060 2.453 2.574 2.656

Tâlâk vajadzçs noskaidrot optimâlo joslas platumu h katrâ izlases gadîjumâ.

Pielietojot vienu − atstât − ârâ krosvalidâcijas funkciju simulçtiem datiem n = 100,

ε = 0.1, G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(10, 0.1) iegûstam

sekojoðo grafiku
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5. att. ε = 0.1, n = 100

Minimâla h vçrtîba ir 0.191.Tâdçjâdi novçrtçjot gludinoðo parametru h mçs varçsim

pielietot izpçtîto metodi gan simulçtiem datiem, gan reâliem. Kâ arî salîdzinât publikâ-

cijâs dotas vidçjas joslas platuma h un kïûdas ÎSEL vçrtîbas ar mûsu iegûtajiem.
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Atsaucoties uz Boente, Ruiz, Zamar jauno publikâciju [13], zinâm vidçjas joslas pla-

tuma h un kïûdas ÎSEL vçrtîbas simulçtiem datiem M1) un M2) modelim, pie N = 500.

Salîdzinâsim tos ar mûsu iegûtiem.

5. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais mo-

delis ir M1: g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex. Pie tam H(y) = N(10, 0.1). Permutâciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥCV publikâcijâ ĥCV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0.1 0.267 0.332 1.313 1.339

ε = 0.2 0.206 0.233 2.029 2.030

ε = 0.3 0.164 0.190 2.407 2.411

6. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais mo-

delis ir M1: g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex. Pie tam H(y) = N(10, 0.1). Permutâciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥlog
CV publikâcijâ ĥlog

CV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0.1 0.058 0.108 1.152 1.152

ε = 0.2 0.059 0.083 1.892 1.823

ε = 0.3 0.058 0.071 2.309 2.250

No 5. un 6. tabulas redzam, ka modelim M1 pie H(y) = N(10, 0.1) vçrtîbas ĥCV un

ÎSEL dotâs publikâcijâ ir lîdzîgas mûsu iegûtajiem. Palielinot ε gludinoða parametra h

vçrtîbas ĥCV samazinâs, bet ÎSEL kïûdas vçrtîbas palielinâs. Salîdzinot 5. un 6. tabulas

redzam, ka òemot logaritmu h vçrtîba kïûst ievçrojami mazâk.
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7. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais mo-

delis ir M2: g(x) = 1 + x, σ(x) = 1 + (1 + sin(10x))2. Pie tam H(y) = N(10, 0.1).

Permutâciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥCV publikâcijâ ĥCV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0.1 0.232 0.349 1.711 1.889

ε = 0.2 0.096 0.152 2.303 2.367

ε = 0.3 0.059 0.071 2.636 2.636

8. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais mo-

delis ir M2: g(x) = 1 + x, σ(x) = 1 + (1 + sin(10x))2. Pie tam H(y) = N(10, 0.1).

Permutâciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥlog
CV publikâcijâ ĥlog

CV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0.1 0.034 0.098 1.190 1.241

ε = 0.2 0.032 0.055 1.955 1.866

ε = 0.3 0.031 0.052 2.384 2.310

No 7. un 8. tabulas redzam, ka modelim M2 pie H(y) = N(10, 0.1) vçrtîbas ĥCV un

ÎSEL dotâs publikâcijâ ir lîdzîgas mûsu iegûtajiem. Palielinot ε gludinoða parametra h

vçrtîbas ĥCV samazinâs, bet ÎSEL kïûdas vçrtîbas palielinâs. Salîdzinot 7. un 8. tabulas

redzam, ka òemot logaritmu h vçrtîba kïûst ievçrojami mazâk.
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9. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais mo-

delis ir M1: g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex. Pie tam H(y) = C(0, 16). Permutâciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥCV publikâcijâ ĥCV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0 0.190 0.212 0.032 0.030

ε = 0.1 0.430 0.520 4.28 10.735

ε = 0.2 0.435 0.517 7.121 15.984

ε = 0.3 0.433 0.534 9.362 19.976

10. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais

modelis ir M2: g(x) = 1 + x, σ(x) = 1 + (1 + sin(10x))2. Pie tam H(y) = C(0, 16).

Permutâciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

ε ĥCV publikâcijâ ĥCV mûsu rezultâts ÎSEL publikâcijâ ÎSEL mûsu rezultâts

ε = 0 0.069 0.109 0.097 0.124

ε = 0.1 0.421 0.530 4.877 11.6293

ε = 0.2 0.434 0.532 7.781 17.1741

ε = 0.3 0.439 0.530 10.063 21.3725

No 9. un 10. tabulas redzam, ka ĥCV atðíiras aptuveni uz 0.1. ÎSEL kïûdas atðíiras

vairâk, bet kopçjâ tendence saglabâjas. Palielinot ε vçrtîbu, samazinâs ĥCV un palielinâs

ÎSEL vçrtîba. Jo mazâka ir ÎSEL vçrtîba, jo labâk. Vismazâkâs ÎSEL vçrtîbas ir pie

ε = 0 vai ε = 0.1, bet vislielâkâs pie pârejas ε vçrtîbas.
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Apskatîsim, ka uzvedas krosvalidacijas funkcija pie daþâdiem n vçrtîbâm. Pçc idejas

palielinot izlases apjomu n, joslas platumam h jâsamazinâs. Tas ir viens no paòçmieniem,

kurð dod iespçju saprast, vai mçs pareizi novçrtçjam h caur vienu − atstât − ârâ metodi.

11. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais

modelis ir M1: g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex. Pie tam H(y) = N(10, 0.1). Permutâciju

skaits N = 500.

ε ĥCV , n = 50 ĥCV , n = 100 ĥCV , n = 200

ε = 0.1 1.042 0.332 0.248

ε = 0.2 0.642 0.233 0.170

ε = 0.3 0.430 0.190 0.141

12. tabula: Vidçja vçrtîba gludinoðam parametram h un ÎSEL kïûdai. Apskatâmais

modelis ir M1: g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex. Pie tam H(y) = N(10, 0.1). Permutâciju

skaits N = 500.

ε ÎSEL, n = 50 ÎSEL, n = 100 ÎSEL, n = 200

ε = 0.1 1.326 1.339 1.344

ε = 0.2 2.000 2.030 2.024

ε = 0.3 2.390 2.411 2.401

No 11. un 12. tabulas redzam, ka palielinot izlases apjomu n gludinoða parametra

vçrtîbas ĥCV dilst, bet kïûdas ÎSEL aug, jebkuram ε vçrtîbâm.
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4.3. Kïûdu dispersijas novçrtçjumu pielietojums simulçtiem da-

tiem

Iepriekðçjas nodaïas tika aprakstîts, daþâdu dispersijas funkciju novçrtçjumi. Ðajâ

apakðnodaïâ aplûkosim ðîs metodçs pielietojumu simulçtiem datiem. Simulçsim datus

atbilstoði M1) modelim pie H(y) = C(0, 16).

Paòemot ε = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.35, 0.4
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6. att. Datu grafiks pie ε = 0 un ε = 0.1.
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7. att. Datu grafiks pie ε = 0.2 un ε = 0.3.
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8. att. Datu grafiks pie ε = 0.35 un ε = 0.4.

Palielinot ε vçrtîbu datiem simulçjis vairâk izlçcçji. Uzzîmçsim îstas dispersijas fun-

kcijas grafiku ex simulçtiem datiem G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1),

H(y) ∼ C(0, 42) ar σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x), σ̂MBT,n(x), σ̂n(x) un σ̂const,n(x).
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9. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas pie ε = 0 un ε = 0.1.

Melna lînija ir îsta dispersija ex, σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana,

σ̂const,n(x) zila un σ̂n(x) oranþa.
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10. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas pie ε = 0.2, σ̂const,n(x) =

27.63 un ε = 0.3, σ̂const,n(x) = 63.18. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x)

dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana un σ̂n(x) oranþa.
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11. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas pie ε = 0.35,

σ̂const,n(x) = 86.93 un ε = 0.4, σ̂const,n(x) = 114.72. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x),

σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana un σ̂n(x) oranþa.

Vislabâk aproksimç îsto dispersiju σ(x) = ex novçrtçjumi σ̂MSD,n(x) un σ̂MBT,n(x),

jo tâs lînijas iet pietiekoði tuvu melnai un daþâs vietâs sakrît ar σ(x) lîniju. Vissliktâk

aproksimç σ̂const,n(x), jo zila lînija iet ïoti tâlu no îstas dispersijas lînijas. σ̂RICE,n(x)

aproksimç îsto dispersiju, pietiekoði tuvi pie ε = 0, bet palielinot ε vçrtîbu ðîs novçrtçjums

nobîdâs uz augðu, kas principâ atbilst kïûdas ÎSEL aprçíinâtajâm 10. tabulas vçrtîbâm.

Lîdz ar to nevar viennozîmîgi pateikt par labâko dispersijas novçrtçjumu funkciju. To

iemeslu dçï, apskatîsim metodes pielietojumu M1) modelim pie ∼ N(µ, σ2).
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Simulçsim datus G(y) = (1− ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(µ, σ2), kur

σ = 0.1
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12. att. Datu grafiks pie ε = 0.1 un ε = 0.2, µ = 10.
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13. att. Datu grafiks pie ε = 0.3 un ε = 0.35, µ = 10.
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14. att. Datu grafiks pie ε = 0.4, µ = 10.
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Uzzîmçsim îstas dispersijas funkcijas grafiku ex simulçtiem datiem G(y) = (1 −

ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(µ, σ2) ar σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x), σ̂MBT,n(x),

σ̂n(x) un σ̂const,n(x).
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15. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas pie ε = 0.1 un ε =

0.2, µ = 10. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa,

σ̂MBT,n(x) sarkana, σ̂n(x) oranþa, σ̂const,n(x) zila, pie ε = 0.2 σ̂const,n(x) = 48.023.
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16. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas pie ε = 0.3 un ε =

0.35, µ = 10. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa,

σ̂MBT,n(x) sarkana, σ̂n(x) oranþa, pie ε = 0.3 σ̂const,n(x) = 80.11, ε = 0.35 σ̂const,n(x) =

86.26.

Vislabâk aproksimç îsto dispersiju σ̂MSD,n(x), jo tâ lînija iet pietiekoði tuvu visiem ε

vçrtîbâm un daþâs vietâs sakrît ar ex lîniju. Vissliktâk aproksimç σ̂const,n(x), jo zila lînija

iet ïoti tâlu no îstas dispersijas lînijas.
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4.4. Kïûdu dispersijas novçrtçjumu pielietojums reâliem datiem

Pielietosim aplûkoto metodi reâliem datiem LIDAR un CMB, kurus òemam no Larry

Wasserman grâmatas [1].

LIDAR dati ir iegûti no gaismas detektçðanas un apgabalu noteikðanas. LIDAR da-

ti tiek lietoti, lai noteiktu piesâròojumu. Xi dati attçlo mçrîjuma distanci un Yi dati

reprezentç mçrîjuma âtrumu.

CMB ir kosmiskas radiâcijas dati, kuri rodas lielo sprâdzienu rezultâtâ. Xi dati attçlo

temperatûras fluktuâcijas frekvenci un Yi dati reprezentç fluktuâcijas spçku katrâ frek-

vencç. Fluktuâcija ir fizikâla lieluma nejauða novirze no vidçjâs vçrtîbas. Fluktuâcija

parâdâs procesos, kas pakïauti statistikas likumiem (molekulu, atomu, elektronu u. c.

daïiòu kustîba daþâdâs sistçmâs). Daudzas fizikâlas parâdîbas var izskaidrot tikai ar fluk-

tuâcijas palîdzîbu, piemçram, Brauna kustîbu, gaismas molekulâro izkliedi, kas nosaka

debesu zilo krâsu.

Sâkuma dati izskatâs ðâdi
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17. att. LIDAR un CMB dati
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Novçrtçjot dispersijas funkciju ar mûsu apskatîtâjam metodçm iegûstam:
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18. att.: LIDAR un CMB datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas. σ̂RICE,n(x) dzel-

tena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana, σ̂n(x) oranþa, σ̂const,n(x) zila, CMB datiem

σ̂const,n(x) vçrtîba ir 3166.

Redzam, ka lokâlie M− novçrtçjumi uzvedas lîdzîgi LIDAR un CMB datiem. Sa-

vukârt σ̂n(x) novçrtçjums iet zemâk nekâ σ̂MBT,n(x),σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x) novçrtçjumi.

σ̂const,n(x) novçrtçjums atrodas tâlu no pârçjiem novçrtçjumiem. Ðie rezultâti atgâdina

situâciju, kurâ bija ar simulçtiem datiem. Tas varçtu nozîmçt, kâ lokâlieM − novçrtçjumi

attaisno sevi datiem, kuriem nav konstanta dispersija un tos ir lietderîgi izmantot kïûdu

dispersijas novçrtçjumam neparametriskas regresijas modelî.
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4.5. Novçrtçjuma σ̂RICE,n(x) punktveida ticamîbas intervâlu kons-

truçðana LIDAR datiem izmantojot butstrapa metodi

Pieòemsim, ka B = 200. Tad butstrapa 95% procentîïu intervâli izskatîsies sekojoði:
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19. att.: LIDAR datiem, dispersijas novçrtçjums. σ̂RICE,n(x) novçrtçjumam punktveida

ticamîbas intervâli kïûdu dispersijai. Ticamîbas intervâli ir zilas punktçtas lînijas.

Tiek, secinâts, ka nevar noraidît nulles hipotçzi par konstantu kïûdas dispersiju, jo

nevar novilkt horizontâlu lîkni starp ticamîbas intervâliem.
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Secinâjumi

Darbâ tika konstruçti dispersijas novçrtçjumi simulçtiem un reâliem datiem, izman-

tojot daþâdas pieejas. Tika apskatîti dispersijas lokâlie M − novçrtçjumi (σ̂MSD,n(x),

σ̂MBT,n(x), σ̂RICE,n(x)) salîdzinâjumâ ar Yu un Jones [2] piedâvâto metodi σ̂n(x). Simu-

lçtiem datiem pie daþâda sadalîjuma H(y) izvçles, dispersijas funkciju labâk aproksimç

lokâlie M − novçrtçjumi. Tas izskaidrojams, ar to, ka lokâlajos M novçrtçjumos tiek

izmantota robusta statistika, bet σ̂n(x) tâ netiek izmantota. Apskatot dispersijas novçrtç-

jumu ar konstanti σ̂const(x), esam pârliecinâjuðies, ka tâ neattaisno sevi, jo gan simulçtiem

datiem, gan reâliem, tâ atrodas pârâk tâlu no îstâs dispersijas lînijas.

Dispersijas funkcijas σ(x) novçrtçjums pçc robusta ir svarîga problçma neparamet-

riskâs regresijas analîzç. Viennozîmîgi no salîdzinâtajâm M − novçrtçjuma metodçm

σ̂MSD,n(x) ir vislabâkâ, jo visos simulçtajos datu grafikos tâ atrodas tuvâk îstajai disper-

sijas funkcijai nekâ parçjâs lînijas.

Runâjot par lokâliem M − novçrtçjumiem, jâpievçrð uzmanîbu gludinoðâ parametra

h un svaru wi(x) izvçlei. Simulçtiem un reâliem datiem mçs òemam h izmantojot vienu

− atstât − ârâ krosvalidâcijas metodi. Teorçtiski h var izvçlçties arî pçc citâm metodçm

un paskatîties vai rezultâti uzlabosies.

Rakstot diplomdarbu, tika mçìinâts izvest S(Gx), ν1, ν2 formulas priekð σ̂RICE,n(x)

dispersijas novçrtçjumam un uzkonstruçt ðîm novçrtçjumam punktveida ticamîbas inter-

vâlus, pamatojoties uz I. Ghement, M. Ruiz, R. Zamar publikâcijas [17] rezultâtiem. Ðie

rezultâti bija pârbaudîti ar Kolmogorova - Smirnova (Lillifora) un Shapirova testiem. Lîdz

ar to varam secinât, ka pie lieliem n simulçtais sadalîjums tiecas uz normâlo sadalîjumu,

kas liecina par teorçtisko rezultâtu patiesumu. Funkcionâïa S(Gx) sareþìîtîbas dabas dçï,

punktveida ticamîbas intervâli nebija konstruçti izmantojot ν1, ν2.

Izmantojot butstrapa metodi tika konstruçti butstrapa procentîïu intervâli lokâlajam

σ̂RICE,n(x) novçrtçjumam ar programmas R palîdzîbu.

Darba turpinâjumâ varçtu nodarboties ar lokâloM − novçrtçjumu uzlabojumu, òemot

citu χ funkciju un svarus wi(x) ar citiem paòçmieniem. Funkcijas S(Gx) dziïo izpçte un

uzlabotus punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðana novçrtçjumam σ̂RICE,n(x) kâ arî

punktveida ticamîbas intervâlu konstruçðanu σ̂MSD,n(x) un σ̂MBT,n(x) funkcijâm.
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Programmas R kods

x.dati1<-function(n) #x datu genereshana

{

1:n/(n+1)

}

g<-function(x) #regresijas f-jas g(x) defineshana

{

2*sin(4*pi*x)

}

sigma<-function(x) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana

{

exp(x)

}

#Yi vertibas defineshana

# eps ir parametrs epsilon robezhas no 0 lidz 0.4

y.dati1<-function(n,eps,x.dati){

x<-runif(n,0,1)

Gc<-c()

for (i in 1:n)

{

Gc[i]<-uniroot(function(y) (1-eps)*pnorm(y,0,1)+eps*pnorm(y,10,0.1)-x[i],c(-1200,1200))$root

}

g(x.dati)+Gc*sigma(x.dati) # y datu genereshana

}

#############################################################################

#1. metode

#Rice funkcija

RICE<-function(a,x,h,x.dat,y.dat)

{

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i)

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigLRE<-function(x,x.dat,y.dat,h)

{
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n<-length(x.dat)

sum(NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*((diff(y.dat))/a)^2)

}

sigLRE<-Vectorize(sigLRE,vectorize.args="x")

sigLRE(x,x.dat,y.dat,h)

}

#############################################################################

#CV(h) funckija

#CV funkcija RICE metodei

CV<-function(h)

{

n<-length(x.dati)

s<-0

for (i in 1:(n-1))

{

s<-s+(((abs(y.dati[i+1]-y.dati[i]))/a )^2-RICE(a,x.dati[i],h,x.dati[-i][-i],y.dati[-i][-i]))^2

}

s/(n-1)

}

CV<-Vectorize(CV)

###################################################################

#atsevishkam gadijumam h izvele

a<-sqrt(2)

n<-100

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(x)

hh<-seq(0.01,0.6,by=0.01)

length(hh)

eps<-0

#saakuma datu genereshana

x.dati<-x.dati1(n)

y.dati<-y.dati1(n,eps,x.dati)

plot(x.dati,y.dati)

CV1<-CV(hh) #f-jas CV vertibas

plot(hh,CV1,type="l",lwd=2,xlab="X dati",ylab="Krosvalidacijas funkcija")

#grafiks atkaribaa no dazadiem h vertibam
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h.opt<-optimize(CV,c(0.01,0.6))$minimum

h.opt #mazaka h vertiba

#############################################################################

#Ticamibas joslas konstrueshana

library(KernSmooth)

X<-matrix(data = NA, nrow = n, ncol = 3, byrow = FALSE,

dimnames = NULL)

sk<-seq(1,n,by=1)

X[,1]<-x.dati

X[,2]<-y.dati

X[,3]<-sk

butstr<-c()

rez<-c()

int1<-c()

int2<-c()

x.dati3<-c()

y.dati3<-c()

index<-c()

for (j in 1:n)

{

for(B in 1:200)

{

butstr<-sample(X[,3],replace=T)

x.dati2<-c()

y.dati2<-c()

for (i in 1:n)

{

x.dati2[i]<-X[,1][butstr[i]] #sakarto datus atbilstoshi butstrapam

y.dati2[i]<-X[,2][butstr[i]]

}

x.dati3<-sort(x.dati2) #sakarto butstrapotus x.datus augosha seciba

index<-order(x.dati2)

y.dati3<-y.dati2[index] #sakarto y.datus tapat ka butstrapotus x.datus

x3<-seq(min(x.dati3),max(x.dati3),by=(max(x.dati3)-min(x.dati3))/(n-1))
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h.xy3<-dpill(x.dati3,y.dati3)

rez[B]<-sqrt(RICE(a,x3[j],h.xy3,x.dati3,y.dati3))

}

int1[j]<-sort(rez)[5]

int2[j]<-sort(rez)[195]

}

h.xy<-dpill(x.dati,y.dati)

t<-sqrt(RICE(a,x,h.xy,x.dati,y.dati))

plot(x,t,type="l",ylim=c(0,0.2),xlab="X dati",ylab="sigma") #novertejums pec Rice

lines(x,int1,lty=2,col="blue") #punktveida ticamibas intervals

lines(x,int2,lty=2,col="blue") #punktveida ticamibas intervals

#####################################################################

#Robezsadalijuma parbaude

#H0 dati ir normali sadaliti

#H1 dati nav normali sadaliti

N<-1000 #permutaciju skaits

x.fix<-0.5

#generesim sakotnejos datus

n<-100

eps<-0

dati2<-c()

for (t in 1:N)

{

x.dati<-x.dati1(n)

y.dati<-y.dati1(n,eps,x.dati)

h.xy<-optimize(CV,c(0.01,10))$minimum

dati2[t]<-((n*h.xy)^(0.5))*(sqrt(RICE(a,x.fix,h.xy,x.dati,y.dati))-sigma(x.fix))#simuletie dati

}

hist(dati2,prob=T)

library(nortest)

lillie.test(dati2)

shapiro.test(dati2)

########################################################################
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#Sigma_m,n zimejums pie dazadiem h, pie n=100

sigLRE_h<-function(h.xy) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana

{

lines(xx,sqrt(RICE(a,xx,h.xy,x.dati,y.dati)),lty=c(i),type='l',col="blue")

legend("topleft",

c("0.05","0.1","0.15","0.2"),

lwd=3, bty="n",lty=c(1,2,3,4),col="blue")

}

plot(x,sigma(x.dati),type='l',ylim=c(0,9),lwd=2,xlab="X dati",ylab="sigma_RICE") #ista dispersijas funkcija

#,ylim=c(0,10)

#sigLRE_h(0.2)

t<-c(0.05,0.1,0.15,0.2)

#t<-c(0.35,0.4,0.45,0.5)

for (i in 1:4)

{

sigLRE_h(t[i])

}

#####################################################################

#ISEL kljuda, prieksh dispersijai exp(x)

ISEL<-function(signov,x.dati,disp)

{

w<-0

n<-length(x.dati)

for (i in 1:n)

{

w<-w+( (log ( (sqrt(signov[i]))/(disp[i]) ) )^2 )

}

(1/n)*w

}

#Rice<-RICE(a,x,h.opt,x.dati,y.dati)

#ISEL(Rice,x.dati,sigma(x.dati))

############################################################################

#Videjas h un ISEL vertibas rekkini

n<-100

eps<-c()

a<-sqrt(2)
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x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(x)

eps[1]<-0.1

eps[2]<-0.2

eps[3]<-0.3

ISEL_kl<-c(3)

h_opt<-c(3)

for (m in 1:3){

N<-500

t_ISEL<-0

h_ISEL<-0

for (v in 1:N){

x.dati<-x.dati1(n)

y.dati<-y.dati1(n,eps[m],x.dati)

h.xy<-optimize(CV,c(0.01,0.6))$minimum

#Rice funkcijas vertibas atrashana

Rice<-RICE(a,x,h.xy,x.dati,y.dati)

h_ISEL<-h_ISEL+h.xy

t_ISEL<-t_ISEL+ISEL(Rice,x.dati,sigma(x.dati))

}

ISEL_kl[m]<-t_ISEL/N

h_opt[m]<-h_ISEL/N

}

print(eps)

print(h_opt)

print(ISEL_kl)

#############################################################################

#dispersijas novertejums prieksh lidar datiem

dati<-read.table(file="lider.txt",header=T)

x.dati<-dati$range

y.dati<-dati$logratio

length(x.dati)

n<-length(x.dati)
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xx<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(x)

plot(x.dati,y.dati)

#############################################################################

#dispersijas novertejums prieksh CMB datiem

dati<-read.table(file="CMB.txt",header=T)

#dispersijas novertejums prieksh CMB datiem

x.dati<-read.table(file="CMB.txt",header=T)[,1]

y.dati<-read.table(file="CMB.txt",header=T)[,2]

n<-length(x.dati)

plot(x.dati,y.dati,cex=0.5,xlab="",ylab="") #izkliedes grafiks visiem datiem

#sigma ka funkcija no x pec Waserman Nonparametric gramatas

#ta ir taada funkcija ar kuru mees salidzinam parejos metodes, jebkuriem datiem

library(KernSmooth)

#Nadarya-Wats kodolu regresija, raksta ar roku

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/

sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.args="x") #novertejam f-ju r(x)

sig2<-function(x,x.dati,y.dati)

{

h.YX<-dpill(x.dati,y.dati)

z.dati<-log((y.dati-NW.reg(x.dati,x.dati,y.dati,h.YX))^2)

h.ZX<-dpill(x.dati,z.dati)

exp(NW.reg(x,x.dati,z.dati,h.ZX))

}

xx<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(xx)

sig2<-Vectorize(sig2,vectorize.args="x")

t1<-sqrt(sig2(xx,x.dati,y.dati))

plot(x,sigma(x),type="l",ylim=c(0,5))
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lines(xx,t1,type="l",col="orange",xlab="X dati",ylab="sigma") #ista dispersijas f-ja lidar datiem

h.opt<-optimize(CV,c(0.01,40))$minimum

h.opt #optimala h vertiba ir 10.032 LIDAR, CMB ir 16.21

t2<-sqrt(RICE(a,xx,h.opt,x.dati,y.dati))

lines(xx,t2,type="l",col="yellow")

#############################################################################

#2.metode

a<-sqrt(2)

b<-1/2

Q<-qnorm(0.75,0,1) #75 % kvantile

I<-c() #vieniba vektors

for (i in 1:length(y.dati)-1)

I[i]<-1

O<-c() #nulles vektors

for (i in 1:length(y.dati)-1)

O[i]<-0

Hic<-function(yy,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[i]/sig)>Q)

I[i]

else

O[i]}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-dpill(x.dati,y.dati)

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=((max(x.dati))-(min(x.dati)))/(n-1))

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar MT palidzibu
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NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigMSD<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)

sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b

}

sig2<-Vectorize(sigMSD,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot(function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10000000000))$root

}

sigMSD<-Vectorize(nov.sig)

#katram xi bus sava sigma

t3<-c()

t3<-sigMSD(x)

lines(x,t3,col="green") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#############################################################################

#3.metode

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=((max(x.dati))-(min(x.dati)))/(n-1))

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT f-ju

c<-0.70417

a<-sqrt(2)

b<-0.75

I<-c()

for (i in 1:length(y.dati)-1)

I[i]<-1

Hic<-function(y.dati,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[i]/sig)<=c)

3*(yy[i]/(sig*c))^2-3*(yy[i]/(sig*c))^4+(yy[i]/(sig*c))^6

else

I[i]}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to
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{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigMBT<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)

sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b

}

sigMBT<-Vectorize(sigMBT,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot(function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10000000000))$root

}

sigMBT<-Vectorize(nov.sig)

#katram xi bus sava sigma

t4<-c()

t4<-sigMBT(x)

lines(x,t4,col="red") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#############################################################################

#4. metode

#uzskata sigma par konstanti (rice metode)

# Nadaraya-Watsona kodolu regresija

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.arg="x")

library(KernSmooth)

h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

h<-h.xy

#novertesim sigma kaa konstante ar rice

n<-length(y.dati)

sig1<-sum(diff(y.dati)^2)/2/(n-1) #atrodam dispersijas vertibu kaa konstante
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t<-length(x)

sigCONST<-c()

for (i in 1:length(x))

sigCONST[i]<-sig1

t5<-sigCONST

lines(x,t5,col="blue",type="l")
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