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Anotacija

Darbs ir veltits neparametriskas regresijas kludu dispersijas novertejumam. Darba tiek
salidzinatas dazadas pieejas klidu dispersijas novertéjumam. Tiek analizéti nesen ievesti
lokalie M — novertejumi, kur kladu dispersija tiek aplukota ka funkcija. Tiek petita
Oricen(r) novertejuma uzvediba atkariba no gludinosa parametra h. Darba merki ir

salidzinat lokalos M — novértéjumus sava starpa, ka ar pielietot tos realiem datiem.

Atslegas vardi: neparametriska regresija, kludu dispersijas funkcija, lokalie M — noverte-

jumi, gludinoss parametrs, ticamibas intervali



Abstract

This work is about error scale estimation in nonparametric regression models. Different
approaches to estimating error scale are compared. Newly introduced local M — esti-
mators, where error scale is observed as a function, are analyzed. Oricpn(x) estimator
behaviour depending on smoothing parameter h is examined. The goals of this work are

to compare local M — estimators and use them on real data.

Keywords: nonparametric regression, error scale function, local M — estimators, bandwidth,

confidence bands



Saturs

[Apzimejumyi 2
Tevads| 3
[I.  Parametriska un neparametriska regresyjal. . . . . . . . ... ... )
(I.I.  Linedara regresiyjal . . . . . . . . . . . . .. e )

[1.2. Neparametriska regresijal . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 7

(1.3.  Neparametriskas regresijas dispersijas Yu un Jones novertejums 10

(1.4. M—novertejumi| . . . . .. .. ... 11

[1.5.  Dispersijas lokalie M — novertéjumi. . . . . . . . .. .. ... ... 13

(6.  Datusimulesanal . . . .. ... ... oo 15

[2 Gludinosa parametra hizvele] . . . . .. .. ... o oL 16
B, Punktveida ticamibas intervalu konstruesanal . . . . . . . ... ... ... 18
B.1.  Punktveida ticamibas intervalu konstruesana, kad y(z) =24 . . . . 18

B.2. [ K*(u)duaprekini . . . . ... 20

13.3.  Punktveida ticamibas intervalu konstruésana, kad y(z) = 2* ar |

| butstrapa metodil . . . . . .. ..o 21
4. Praktiskadala] . . . . .. ... oo 22
[4.1. Robezsadalijuma konvergence| . . . . . . . . . ... ... ... ... 22

[4.2. Gludinosa parametra hizvele] . . . . . . ..o 24

[4.3.  Kludu dispersijas novertejumu pielietojums simuletiem datiem| . . . 31

[4.4.  Kludu dispersijas novertejumu pielietojums realiem datiem| . . . . . 36

{1.5.  Novertejuma opicp,(z) punktveida ticamibas intervalu konstrué- |

| sana LIDAR datiem i1zmantojot butstrapa metodi| . . . . . . . . .. 38
39
Izmantota literatiira un avotil 40



Apzimejumi

oricen(x) lokalais klasiskais Rice novertéjums
onmspn(z) lokalais M — novertéjums ar MSD funkciju
ompra(r) lokalais M — novertejums ar BT funkciju
o,(z) novertejums ar Yu un Jones funkciju

Oconst.n(x) novertéjums ka konstanti

D, konvergence péc sadalijuma

P . _ -
— konvergence péc varbitibas

=9

g.a. _ v ¢
— gandriz drosa konvergence



Ievads

Nodarbojoties ar neparametrisko regresiju svarigi ir novéertét kladu dispersiju. Dis-
persijas kluadu var novertet ka konstanti vai ka funkciju. Visparigi regresijai ir svarigs
nosacijums par homoskedastitati. Sarezgitakais gadijums ir heteroskedastiska modela
gadijums, kad dispersija nav konstanta. Larry Wasserman sava gramata [I] aprakstija
dispersijas novértejumu, kuru izgudroja Yu un Jones [2], dispersijas novertéjumam pielie-
tojot divas reizes neparametrisko regresiju. Savukart, Brown un Levin [3] visparinaja Rice
[4] dispersijas novertéjumu no homoskedastiska modela lidz heteroskedastiskam modelim
izmantojot kodola svarus. Sameéra nesen tika piedavati lokalie M robusti, ta saucamie M
— novertejumi. Kad datiem ir izleceji, nepieciesams izmantot robusta statistiku kludas
dispersijas funkcijas novertejumam, lai varetu novertét regresijas funkciju siem datiem.
Darba tika apskatiti lokalie M — novértéjumi dispersijai. Lai novérstu izlécéju efektu uz
neparametrisko modeli, izmantosim Rice [4] piedavato izteiksmi un parveidoto izteiksmi,
izmantojot robustu statistiku, kuru piedava Boente, Fraiman un Meloche [5].

Robusta statistikas pielietojumam ir liela nozime saja darba, tapéec apskatisim to deri-
gumu sikak. Dispersijas novertésanai lieto robusts statistikas, lai ieverotu izlécejus (Han-
ning un Lee) [6], lai uzlabotu precizitati izveloties atbilstosu gludinoso parametru h, kad
novertejam regresijas funkciju r (Boente [5], Cantoni un Ronchetti [7], Leung [§]).

Robusta statistikas novertéjums, tiek plasi izmantots dispersijas funkcijas novertésanai
neparametriska regresijas modeli ar izlecgjiem. Sads novertéjums ir loti noderigs rekinot
robusta M — novertejumus regresijas funkcijai (to apskatija Hardle un Gasser [9], Hardle
un Tsybakov [10], Boente un Fraiman [11]).

ST darba mérki ir sekojosi:

e 2010. gada publikacijas [12] detalizeta analize, kur ieviesti kludas dispersijas M —
novertéjumi;

e Dispersijas lokalo M — novértéjumu konstruésana;

e Gludinosa parametra h izvele, analizéjot publikacijas [12], [13];

e Dispersijas novertejuma pielietojums simuletiem un realiem datiem.

e Dazadu dispersijas novertejumu salidzinasana;

e Novértéjumam ogrogn(r) punktveida ticamibas intervalu konstruésana;

Darbs sastav no ievada, cetram nodalam, secinajumiem un literaturas avotu saraksta.

1. nodala apskatita dispersijas lokalo M — novertejumu teorija, 2. nodala aprakstiti gludi-



noSa parametra h izvele, 3. nodala apskatiti punktveida ticamibas intervali novertejumam
oricen(t), 4. nodala atrodama simulaciju un datu analize. Visi darba veiktie apréekini

Istenoti programma R.



1. Parametriska un neparametriska regresija

Pirms iepaziSsanas ar jauniem neparametriskas regresijas kladu dispersijas novértéju-
miem (lokaliem M — novertejumiem) saksim ar vienkaram un visiem labi pazistamam
lietam. Aprakstisim dispersijas novertéjumu parametriskai un neparametriskai regresi-
jam. Tas dos prieksstatu par petamo objektu. Sis nodalas teorétiskais materials tiek

nemts no Larry Waserman gramatas [1].

1.1. Lineara regresija

Apskatisim parametrisko linearo regresiju. Pienemsim, ka mums ir n dati
(21,Y1), ...y (T, Y2), kur x; nav gadijuma lielums, x; = (2;1, ..., z;,)T € R? ir fikseti punkti

un Y; € R. Linearas regresijas modelis ir:
Y; xz +e& = Zﬁjxlj +€z7 — 7"'7n;ﬁj€R;5i€R7

kur E(g;) = 0 un D(g;) = o*. Butiski ir novertet parametrus ;. Lai to izdaritu ieviesisim

dizaina matricu X ar dimensiju n x p:

11 T2 ... T1p
To1 T2z ... Ty

X = ,
Tn1 Tp2 -« Tpp

kur x;; = 1.
Parrakstisim regresijas modeli matricu forma. Pienem, ka Y = (Y,...,Y,,)7T,

e=(e1,.en) un B = (B, ..., By)". Tad iegust
Y =X[G+e.
Lai novertetu § izmantosim mazako kvadratu metodi.

Definicija 1. Par Mazako kvadratu novertéjumu B\ sauc vektoru (B\l, s B;)T, kur$ mini-
mize kvadratu atlikumu summu (RSS):

n

RSS = (v~ XB)'(Y — X5) = 3 (¥, Zm”ﬁ]>2.

=1



Apgalvojums 1. Ja XTX ir pilna ranga matrica, t.i., matrica XTX nav degeneréta,
-1
tad 3(XTX)  un
R -1
3 :(XTX) XTy.

Apgalvojums 2. Regresijas r(x) novertejums v, (x) pie fikséta x = (x1,...,x,)" pierak-

stama sekojosa forma
p
() =) Bja; =a’p.
j=1
No ta seko, ka novertetas vertibas r = (7,(z1), ..., Tn(z,))? varetu but pierakstitas, sadi

r=XpB=1LY,

kur

-1
L= X(XTX> X7,

Pie tam matrica L (hat matriz) ir simetriska L = L™ un idempotenta L? = L. Parametrus

skaits p tiek noteikts no matricas L pédas, kas ir diagonalelementu summa:

p=tr(L).

2

Apgalvojums 3. Jebkuram fiksétam x dispersijas 0° nenovirzits novertéjums ir

52 — Z?:l(}/; - ?n(%))Q

)

n—p
kur
() = L)Y = li(2)Y;,
=1
un

()T = 2T <XTX) X



1.2. Neparametriska regresija

Atgadinasim neparametriskas regresijas jédzienu. Doti n novérojumu pari
(x1, Y1), (22, Y32), ..., (T, Yy), kur x; ir fikseti punkti. Neparametriskas regresijas vienado-

jums ir sekojoss

Y, = T(xz) +e, bei=0,i=1,...,n, (1'1)

kur r(z) ir regresijas funkcija. Regresijas funkcijas r(x) novertejumu apzimesim ar 7,(z).

2 ir atkariga no x. Pec modela (1.1) uzskatam, ka

Piepemsim, ka dispersija D(e;) = o
z; ir fikseti un (z;1, ..., ;)7 € RP. Ja skaidrojosais mainigais = ir gadijuma lielums, tad
parakstisim datus, sadi (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X, Y,,) un r(x) tiek interpretets, ka nosacita
matematiska ceriba:

r(x) = E(Y|X = x).

Definicija 2. Funkcijas r novertejums 7, ir linearais gludinatajs, ja Vo Jl(x) : l(x) =

(Ii(z), ..., I (x))T tads, ka §
() = Z li(z)Y;.

Piezime: Vz : Y"1 Li(x) = 1.

=1

Definicija 3. Par kodolu sauksim jebkuru gludu funkciju K, tadu kurai izpildas sekojosi
nosacijumi:

1) K(z) >0,

2) [ K(z)dz =1,

3) [zK(z)dx =0,

4) [2*K(x)dz > 0.

Piemeéri:

1) Boxcar kodols

2) Gausa kodols




3) Epanecnikova kodols

K(z) = %(1 — 23 I(x)
4) Tricube kodols
70
K(z) = g (1 = [2")’I(2).
kur
L jalel <1
I(x) =
0, ja |z| > 1.

Definicija 4. Pienemsim, ka A > 0 ir pozitivs skaitlis, kuru sauc par gludinoso parametru

vai joslas platumu. Nadaraya — Watsona kodola novéertéjums tiek definéts sekojosi
() = ) wi2)Y,
i=1
kur K ir kodols, w;(x) ir svari, kas tiek defineti ka
T — x;
k(=)
h

Nadaraya — Watsona svaru funkcija w; nav vienigais veids, kura var izveleties svarus.

w;(x)

Ta piemeram par w; varam nemt Rosenblatt vai Pristley — Chao svarus

)= K (5,

w;(x) = %($i+1 — :UZ)K<$ _hx]>

Dispersijas novertéjumam mes izmantosim Gausa kodolu K (z) = \/12_6_'52, ta ka tas
bija nemts petama publikacija [12]. Gludinosa parametra h izvéle ir svgriga problema.
Eksiste daudz metodes ka to var izdarit, piemeram, krosvalidacijas metodes, 1kska likums,
ievietoSanas metodes.

Parametru h jaizvélas tada veida, lai minimizéetu videjo kvadratisko funkciju (MSE)

jeb riska funkciju

R(h) - E(% imm _ r(a:i)>2.



Bet R(h) ir atkarigs no nezinamas funkcijas r(z). Tapec minimizesim riska funkcijas R(h)

novertejumu R(h). Videjo kvadratu atlikumu summu minimize sekojosi
S
n — (2 n 1 .

Bet sis novertejums ir novirzits un nepietiekosi nogludinats, jo datus izmantojam divas
reizes, lai novertetu regresijas funkciju un risku. To iemeslu dél novertesim risku funkceiju,

pielietojot vienu — atstat — ara krosvalidacijas funkciju.

Definicija 5. Par vienu — atstat — ara krosvalidacijas funkciju sauc

CV = R(h) = ! Z(Yi — Ty(@i)?,

=1

kur 7(_;) ir novértejums, kuru iegiist izlaizot noverojumu (X;,Y;).

Definicija 6. Par 7(_; (x;) novértéjumu nem

Pl (@) = ) Yl i),
j=1

0,jaj=1

li(~i)(@) =
S @) 12 # 1.

leverosim, ka
E(Y; = Ty () = E(Yi = r(@) + (@) — Py (@),
E(Y; = r(x) + r() — Ty (2:))? = 0° + E(r(a;) — 7o (2:))?,
0%+ E(r(z;) = 7o (2:))* = 0% + E(r(x:) — Tu(@:))”,
Tadejadi prognozes risks izskatas sadi
= E(R)~ R+ o>

St krosvalidacijas funkcija ir gandriz nenovirzits riska novertéjums. Sikak gludinosa
parametra h izveles problematiku konkretai kludu dispersijas funkcijai apskatisim cita

nodala.



1.3. Neparametriskas regresijas dispersijas Yu un Jones noveéer-
téjums

Dispersijas funkcijas novertéjumam, Yu un Jones [2] piedavaja divas reizes pielietot

neparametrisko regresiju, $1 metode ir aprakstita Larry Wasserman gramata [I] Pienem,

ka
Y =r(x;) + o(z;)e;.

Apzimesim, ka Z; = log(Y; — r(z;))? un 6; = log(e?).

Tadejadi dispersijas novertesanas procedura ir sekojosa:

a) Noverte regresijas funkciju r(x) ar Nadaraya — Watsona neparametrisko metodi,
lai iegitu novertejumu 7,(x).

b) Aprekinam Z; = log(Y; — 7 (z5))?.

c) Veic regresiju Z; pret z;, iegust log(c?(x)) novertejumu 52
Y, —r(x;) = o(x;)e,
(Y; — () = o*(wi)e],
log(Y; — r(2:))* = log(o*(w:)e7),
log(Y; — 7(2:))* = log(o*(2:)) + log(e7),
ta, ka Z; = log(Y; — r(x;))? un §; = log(e?)
=> Z; — 0; = log(o?(x;)),

6'\2 (I‘l> = eZi"si .

10



1.4. M— noveértejumi

Lai labak saprastu, kas ir lokalo M — novertéjumu funkciju klase, no kurienes vini
rodas, uz ko vini balstas un to bitibu aplikosim popularus Hibera novértéjumus jeb
M — novertejumus. M — novertejumi ir plasa statistisko novertejumu klase. Piemeram,
mazako kvadratu metodes novertejumi ir M — noveértéjumi.

Visa zemak izklasta informacija panemta no Victor, Ricardo, Douglas gramatas [14].

Pienemsim, ka mums ir x; noverojumi, kuri ir atkarigi no nezinama parametra u (“ista

vertiba”) un gadijuma kludas w;.
Definicija 7. Par lokacijas modeli sauc izteiksmi
Ti=p+u,t=1..n,

kur uy, ..., u, ir neatkarigi gadijuma lielumi ar sadalijjumu funkciju Fg.
Lidz ar to xq,...,x, ir neatkarigi identiski sadaliti gadijuma lielumi ar sadalijuma
funkciju

F(x) = Fo(x — p).

Pirmais zinatnieks, kurs ieviesa M — novertejumus bija Peter Huber [15], kurs 1964.

gada piedavaja minimizét izteiksmi

> plai, ).
i=1

Funkciju p izvelas tada veida, lai dati butu izturigi pret izlecejiem.

Parametra p novertéjums g ir funkcija no noverojumiem 1 = ji(xy, g, ..., x,) = [(x).
Meklesim tadu novértgjumu zi, kuram ar lielu varbitibu izpildas i =~ p.

Lai iegttu novertejumu /& izmantosim maksimalas ticamibas metodi. Pienemsim, ka
Fy ir sadalijuma funkcija atlikumiem wu; ar blivuma funkciju fy = F(;. Lidz ar to ticamibas

funkcija ir

L(zy,.yxp;p) = Hfo(:ci — 1).

Parametra p maksimalas ticamibas novertéjums ir

L= (1, ..., xy) = argmax L(xy, ..., Tp; p). (1.2)
n
Tadejadi varam definét M novértejumu pozitivam fy.

11



Definicija 8. Par M — novertéjumu sauksim
i =argmin(y _ plr; — 1),
i=1

kur p = —log fo.

Apskatisim piemeérus, kuri ilustrés M — novértéjumus.

Piemeérs 1. Ja I, = N(0,1), tad blivuma funkcija f, ir

.732

1 —-=
fo(x):\/%e 2

Lidz ar to M — novertejums ir vienads ar

~ . 2
= argmin T, — 1)
i = argmi ZZI( m)

Piemeérs 2. Ja Fj ir dubultais eksponencialais sadalijums, tad

1

Jolz) = §€_|x‘-

Lidz ar to M — novértéjums ir ekvivalents ar

[l = arg min T — [b].
fi=argmin} |z; - pl

=1

Pamatosim, to ka 1. piemeéra atrisinajums p ir videja vertiba.
Piepem, ka p ir diferencejama, tad diferencéjot izteiksmi i = argmin, (>, p(x; —p))

pec u iegustam

kur o = p'.

Pienemot, ka p(x) = %, tad ¢(z) = x un izteiksme > ¢ (x; — 1) = 0 klust par

n

> (i — 1) =0,

i=1

kur ;7 = T ir atrisinajums.

12



1.5. Dispersijas lokalie M — novertéejumi

Apskatisim sekojoso neparametriskas regresijas modeli:
Vi =g(z:) + Uio(z;),1 <i <, (1.3)

kur zop < 21 < ... < x, < 1, 0 nezinama dispersijas funkcija, g nezinama regresijas
funkcija, kludas ir U; ~ Fy un Uy, Us, ..., U, ir i.i.d.

Lokalo M — novertejumu metodes butiba balstas uz rezultatu no homoskedastiskas
neparametriskas regresijas modela, kuru ieguva Hall [16]. Vins dispersiju novértéja sada
veida:

n—ms ma

8’%’”_nir2 < Z dei—l-k)Q;

i=mi1+1l k=—my

kur Y;x jabut sakartotam. {d;}*2 ir virkne veidota no starpibam uz realiem skaitliem,

i=—m1
kura apmierina Z?f_ml d; = 0 un Z;’f_ml d?=1ard_,, #0,d_,, #0 prieks mi, my €
Z*. Pie tam r = my+my. Kadr = 1,07, = Gy, kas ir labi pazistams, ka novertejums
pec Rice []:
1 n—1
~2 2
Rice,n Q(TL _ 1) ZZ_;( i+1 z)

Sis dispersijas funkciju klases paplaginaja lidz heteroskedastiskas neparametriskas regre-
sijas modeliem 2007. gada Brown un Levin [3], kuri apskatija lokalo novertejumu bazetu
uz kodola svariem.

Vispar, homoskedastiskiem neparametriskiem modeliem, Ghement [I7] novertgja 312%6’”

izmantojot M — novértéjumu, definétu, ka atrisindjumu o izteiksmei

n—1

1 Yi+1_Yi>
Zitl T i)y
n—lzlx< ao ’

1=

kur y ir score funkcija, a pozitiva konstante, b pozitiva konstante, kura dod robust limeni
novertejumam.

Pamatojoties uz Boente, Ruiz, Zamar [12] publikacijas rezultatiem reprezentésim fun-
keiju no dispersijas o(z) caur robustu statistiku. So o(x) novértgjumu sauksim par lokalos
M — novértéjumus no starpibam. Aplikosim datus, kuri apmierina (|1.3) modela nosaci-

jumus. Sakuma generesim datus ar daudziem izlecéjpunktiem. Lai to izdaritu apskatisim

13



sekojosu apakskopu:
P-(Fy) ={G|G(y) = (1 —e)Fo(y) +cH(y); H € D,y € R},

kur D ir visu sadalijuma funkcijas kopa, Fj ir normalais sadalijums, H ir jebkura patvaliga
sadalijuma funkcija, kura modele piesarnojumus un € € [0,1/2).
Vispariga veida definesim x € (0, 1) dispersijas funkcijai o(x) lokalos M — noverteju-

mus, no starpibam:

a

n—1

Vi - Y
Tn(2) = inf{s |izlw,(l‘)x )= (1.4)
kur w,; ()"~ ir svaru funkcijas virkne (piemeram, kodols), x ir skores (score) funkcija,

€ (0,00) un b € (0,1) pie tam
Ly — 4
B(x(2) =bun B(xZ2=2) =,
a

kur {Z;}i—1 2 ir i.i.d. ar sadalijumu Z; ~ Fj,. Parasti y : R — R.
Izteiksme (1.4)) nepieciesams aprékinat infinimumu tikai, ja funkcija x ir partraukta,

bet ja y ir nepartraukta, tad viegli redzét, ka o/, (x) apmierina izteiksmi

Z“”“ <a::4n(;/)>_b'

Apliakosim tris lokalos M — noveértéjumu piemérus, péc kuriem talak konstruésim o(z)
novertejumu:

1) Pienemsim, ka x(z) = 2%,a = v/2,b = 1, tad més iegisim klasisko Rice novertejumu

n—1
. Yign — Y2
URICE,n(fE) = anz(x)<—) .
- V2

2) Pienemsim, ka x(y) = Lju>o-13/4)(¥), @ = V2,b = 1/2, tad Grsp.(z) apmierina

vienadojumu
n—1
Vi =Y
S w220y
i1 GUMSD,n(x)

kuras saknes, bis oygp () vertibas.

3) Pienemsim, ka Ve > 0 izpildas



tad panemot ¢ = 0.70417, a = v/2,b = 3/4 iegiisim vienadojumu pret oy 57, (2) vertibas

n—1

Vi =Y,
> wnile)xe (=) =b =0,
— ao v BT ()

1.6. Datu simulésana

Atgadinasim, neparametriskas regresijas formu
Y = g(z;) + Uio(z;), E(U;) = 0,i = 1,...,n,

kur g(x) ir regresijas funkcija. z; dati tiek genereti sekojosi z; =i/(n+ 1) un 1 <i <n.
Savukart kludas U; iegusti simulgjot datus G(y) = (1—e)®(y)+eH (y), ®(y) ~ N(0, 1),
€=20,0.1,0.2,0.3,0.35,0.4. Aplikosim dazadas klidas simulésanas modelus:
1) H(y) = N(p, %), kur p = 10,100,1000 un 72 = 0.1
2) H(y) = C(0,7?%), kur 7 = 4. Paliek noskaidrot kadu regresijas funkciju g(x) un kladu
dispersijas funkciju o(z) nemt. Dette un Hetzler [4] piedeva divus modelus:
M1) regresijas funkcija ir g(z) = 2sin(4nwx) un kladu dispersijas funkcija ir o(z) = e*.
M2) regresijas funkcija ir g(x) = 1 + = un kludu dispersijas funkcija ir o(z) = 1+ (1 +
sin(10z))>2.
Lai novertetu cik ir labs izveletais gludinoss parametrs h dispersijas novértéjumam

Oricen(v), apskatisim [SEL kladu.

Definicija 9. Par ISEL kludu sauc
TEL, (3. 7)) = £ 3~ [log( P Ll
i=1
kur Egj)(xi,ﬁn) norada dispersijas novértéjumu, kura iegiita j — ta simulacija ar gludinoso
parametru h.

Lai generetu G(y) = (1 — ¢)®(y) + ¢H(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(10,0.1) vai
H(y) ~ C(0,4%) datus izmantosim sekojosus apgalvojumus, alternativu gadijuma lielumu
generésanai:

Apgalvojums 4. Ja X, Xo, ..., X,, ir vienadi neatkarigi sadaliti (i.i.d.) gadijuma lielumsi
un X; ~ F, tad Y1 = F(X4),Ys = F(Xy),...., F(Y,) = F(X,,) ir i.i.d. un pie tam Y; ir

wenmerigi sadalits gadijuma lielums ar vidéjo vértibu 0 un dispersiju 1.

Apgalvojums 5. Ja doti Y1,Ys, ..., Y,,; Y, ir vienmeérigi sadalits gadjuma lielums ar vidéjo
verttbu 0 un dispersiju 1, tad X, = F7Y(Y1), ..., X,, = F7YY,,) ir i.i.d. un X; ir sadalits
pec F.
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2. Gludinosa parametra h izvéle

Pieversisim ipasu uzmanibu parametra h izvélei, jo tas bitiski var uzlabot metodes
precizitati. Papildus informaciju par gludinosa parametra izveli varetu dabtt izmantojot
publikacijas [13], [5] un [4].

Parametru h,, var izvéléties izmantojot krossvalidacijas un ievietoSanas metodes. De-
talizati to apskata Hardle [18], [19]. Saja darba tick apskatita tikai krossvalidacijas meto-
de. Ta ka sakuma dati speciali tiek genereti ar daudziem izlecejiem, gludinosa parametra
izvéles parastas procediiras nav pielietojamas.

Levine [20] rekomendéja ta saucamo K — reizes krosvalidacijas metodi, gludinosa
parametra h izvelei. Si metode izveido dispersijas novertejumu, kura nav parak jutama
pret izlecejiem.

Metodes biutiba ir sekojosa: sadalam datu kopu {(z;,Y;)} uz K aptuveni vienadam,
neskérsojosam apakékopam J — ta apakskopa ir izmera n; > 2, Z]K L n; = n. Pienemsim,
#0)

Z;

ka datu paris {( z; ,yz )}1<Z<n] pieder j— tai apakskopai, kur vertibas sakartoti

augo$a seciba. Analogiski, {(z Z(]),yfj))}KKn n, it papildinajums j — tai apakskopai, kur

29 sakartoti augosa sectba. Kopa {(z\7, yl(]))}1<,<n n, bis training un {(z Z(]), 7’ )}1<z<n7

bus validation kopa. Apzimésim Ai (yerl )/\/§ un A(j = (ng )/\/_
Pienemsim, ka Eg}cﬂn(x, h) ir lokalais klasiskais Rice novertejums, ar gludinoso pa-
rametru h uz j — tas apakskopas {(z EJ),yz ) i<i<n—n,-

Definicija 10. Par klasisko K reizes krosvalidacijas funkciju CVig xcv (h) sauc

CViskeov(h iig[(ﬁ ])> — (8%}0En(x“h))2]2.
7j=1 =1

Definicija 11. Par K reizes krosvalidacijas gludinoso parametru ﬁLS’ KOy Sauc

hrs,xov = argminyegCVis xov (),
kur kopa H satur parametra h visas iespejamas vertibas robezas [0, 1].

Piezime 6. Varam apskatit K reizes krosvalidacijas proceduru izmantojot naturalo loga-

ritmu In:
nj—l

CVLS xov(h) = %i [ln (Az@) —In (‘/7\%1)019,71(@’ h))]Qa
j=1

i=1
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savukart ?LZLHS,KCV = argminaeg CV}% oy (h).
Pienemot, ka K = 1 iegistam K reizes krosvalidacijas metodes specialo gadijumu:

klasisko vienu — atstat — ara krosvalidacijas procediru.

Definicija 12. Par klasisko vienu — atstat — ara krosvalidacijas funkciju CVyscv(h)

sauc
RS 2 ~(—9) - ?
CViscov(h) = n_1 [Di - (URICEm(xhh)) ] )
i=1
kur D? = |Y;; — Yi|/V2 un 85%;2’E,n<ji7 h) ir klasiskais dispersijas o(x;) novertejums,

kurs tiek izrekinats ar parametru A, izmantojot novérojumus

(171, Yi), ceey (ZL‘Z‘_l, Y;_1>, (ZL‘H_Q, }/;+2>, ey (l’n, Yn) Tatad meés izlaizam (ZEZ‘, Y;), (ZL‘H_l, Y;_H).

Definicija 13. Par klasisko vienu — atstat — ara krosvalidacijas gludinoso parametru
/}ZLS,CV Sauc

hrscv = argmingegCViscv(h),

kur kopa H satur parametra h visas iespejamas vertibas, robezas [0, 1].

Piezime 7. Krosvalidacijas funkcija izmantojot naturalo logaritmu ir sekojosa

1 «—
n—1

CVLIZ,C\/(h) =

[ln(Di) —In (6;}23”(93@-, h))} g

1

1

Savukart EZLTLS,C’V = argminpegC VLhé,cv(h)-
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3. Punktveida ticamibas intervalu konstruésana

3.1. Punktveida ticamibas intervalu konstruésana, kad y(z) = 22

Apskatisim sekojosas divas teoremas no [13] publikacijas:

Teoréma 8. Vx € (0,1) :

aw,n(il?ﬁn) % S(Ga),

O'(ZL’)(UQ - Ul)
aS(Gy)

sadaliti gadijuma lielumi. Pie tam izpildas sekojosie nosacijuma:
1) K : R — R ir ierobezota funkcija tada, ka [ |K(u)ldu < oo, [K?*(u)du < oo un
lim, oo u? K (u) = 0.

2) [ K(u)du = 1.

kur S(G.) apmierina izteiksmi E [X( )] = b, Uy un Us ir neatkarigi, vienads

3) K ir nepartraukti diferencejama.
4) x ir nepartraukta péc Lip$ica.
5) M, = max |z, — x| =0, kur1<i<n-—1
6) {h,} virkne tada, ka
6a) ho/hy 1,
6b) lim,, o0 (nhy,) = —;OO un lim,, o (h,) = 0.
nhy

Pie tam lim,,_, o (ﬁ> = 00 Un lAzn/hn EENY
og(n

Teoréma 9.
(nha) [Fasn. ) = S(@)] 2 N (0.0 / K (u)du).

Ja M, = max |z, —x;| = O(n™') un I{h,} tada virkne, ka ?Ln/hn Lt L, lim, o0 (nhy,) =

+00 un lim,,_,(h,) = 0. Pie tam

o = D[ (PGS ageon [y (PUT=),
()]
Uy = E[X(U(mc)zng;)Ul)) (U(j()é[(fé;))gl)ﬂ
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Izmantosim Teorémas 9. rezultatu:
(nhy)? [aM,n@,En) - S(Gx)] b, N(O,v / K2(u)du>.

Pec CRT:

(nh)2 [Garn — S(G,)] D, N<0’ 1),

Vo [ K2 (u)du

Tadejadi punktveida ticamibas intervals izskatas sadi:

(nhn)2[0n, (Ga)] < %.975) = 0.95,

o [ K2 (u)du h
P(—QO.975\/UIK2(U)dU < [A S(Gx)} < QO.975\/UfK2(U)dU) — 0.95,

OMmn —

P <—QO.975 <

()} o
R CI0.975\/UfK2(U)dU
P<_0M,n - 1 < _S(Gx) <
(nhy,)?
N C]0.975\/UfK2(U)dU
< —Gurm + : ) — 0.95,
(nhy,)z
Q.ors\/ v [ K?(u)du Qo.om51/v [ K?(u)du

PG - : < S(Gy) < Garm + ———) =095,

(nhn)§ (nhn)§
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3.2. [ K?*(u)du aprékini

Rekinasim integrali [ K?(u)du.

Ta ka K(u) ir standarta normala sadalijuma blivuma funkcija,

/ K2(u)du = / ( \/1276—52)2@,
/ K2 (u)du = / %e‘“Qdu,

apzimesim u =

i:>du
V2

/ a2y 1 _% dt
—e u=— [ e 22—
27 V2’
t22 dt 1 / _%dt
e z2—=——[e¢ ,
o \/§ 27r\/§

2
Zinams, ka Puasona integralis ir [ e~ Zdt = v/27.

7T

27T\/_ 277\/_

:>/K2(u)du: ﬁ

Lidz ar to punktveida ticamibas intervals vispariga forma ir sads:

OMmn — 1 X n

(nhy)? = (nhy)?

Problema ir atrast S(G,) vertibu un atbilstosi vy, vy vertibas. Tas nav trivials uzde-

P(Baan = DIV (G, <y + DI s

vums un Saja darba nebija izpildits.
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3.3. Punktveida ticamibas intervalu konstruésana, kad y(z) = 2

ar butstrapa metodi

Atsaucoties uz DasGupta [21] publikaciju pienemsim, ka X, X, ..., X, reprezenté 1sto
populacijas sadalijumu. Butstrapa ideja: generet (simulet) daudz izlasu no dotas un
aproksimet statistikas 7' sadalijumu. Tas ir, izvelesimies no dotas izlases X, Xo, ..., X,
jaunas i.i.d. izlases no empiriskas sadalijuma funkcijas ﬁn.

Apzimesim iegutas butstrapa izlases { X7, ..., X1, { X531, s Xon bs oo 5 {X 51 oo, X501
kur B apzime butstrapoto izlasu skaitu. Statistiska funkcionala T sadalijumu punkta ¢,
tas ir, Pr(T < t) aproksimesim ar {j skaits : T < ¢}/B, kur Ty, Ty, ..., T apzimée

statistikas 1" vertibas B dazadajam butstrapa izlasem.

Piemers 3. Ja T(X1, Xy, ..., Xp,, F) = /n(X,,—u) /o, tad attieciga butstrapota statistika
ir T(Xy, Xo, ..., Xn, F) = (X, — X,,)/S, kur S apzimé izlases (empirisko) dispersiju.
Atkariba no velamas precizitates un aprekinu sarezgitibas pakapes ir dazadi veidi, ka

konstruet butstrapa ticamibas intervalus.

Definicija 14. Normalie butstrapa intervali tiek defineti sekojosi
Tn + Za/2§\€boota

kur Sepe. ir standartkludas butstrapa novertéjums statistiskajam funkcionalim T,,. Sie

intervali ir precizi gadijuma, ja 7}, sadalijums ir tuvs Normalajam.

Piemeérs 4. Ja T, = X,, tad no Centralas robezteoremas ticamibas intervali videjai
vertibai p ir forma

X, + za/ga/\/ﬁ.

Saja gadijuma, lai konstruetu ticamibas intervalus ir pietiekosi novertet parametru o.

Definicija 15. Butstrapa procentilu intervali tiek defineti, ka

Cn = (Tgas2)» T(B(1-as2)))s

tas ir, lietojam a//2 un 1 — «/2 kvantiles butstrapa izlasei.
Konstruejot butstrapa procentilu intervalus kludu dispersijas novertejumam orropn (),

tika pienemts, ka T' = Grropn(x).
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4. Praktiska dala

4.1.

Simulejot Y; un x; datus pie fikseta punkta x = 0.5 var parbaudit robezsadalijjuma

konvergenci (nh,,)? [aM’n($,/ﬂn) — S(Gm)} TN N(O, v KQ(u)du> izmantojot dazadus tes-

tus.

Robezsadalijuma konvergence

Parbaudisim hipotézes par normalo sadalijumu:

Hy : (nhy)? [aMﬁ(x,

Hy : (nhy)? [aM,n(x,

1. tabula p — vertiba, kad N = 1000, € = 0, pie fikséta x = 0.5

n | Lilliefors Shapiro — Wilks
100 | 0.0016 0.0023

200 | 0.3927 0.4

400 | 0.6335 0.82

Hipotezi Hy, sakot ar n = 200 par normalo sadalijjumu nevaram noraidit pie nozimibas

ltmeni o = 0.05.

2. tabula p — vertiba, kad N = 1000, ¢ = 0.1, pie fikséta x = 0.5

n | Lilliefors Shapiro — Wilks
100 0.29 0.0014
200 0.61 0.7328
400 0.77 0.7566

Hipotézi Hy, par normalo sadalijumu nevaram noraidit sakot ar n = 200 pie nozimibas

ltmeni o = 0.05.

22
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3. tabula p — vertiba, kad N = 1000, ¢ = 0.2, pie fikseta x = 0.5

n | Lilliefors Shapiro — Wilks

100 0.087 0.082
200 0.203 0.298
400 0.492 0.635

Redzam, ka palielinot izlases apjomu n un mainot € vertibas nevaram noraidit hipotezi
par normalo sadalijumu izmantojot Lilliefors un Shapiro — Wilksa testus pie nozimibas

ltmeni o = 0.05 un N = 1000.
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4.2. Gludinosa parametra h izvéle

Apskatisim, ka izskatisies 0riopn(2) novertéjums dazadiem n un h. Simulésim datus
G(y) = (1—¢e)®(y)+cH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ C(0,16) pie zinamas Istas dispersijas
funkcijas o(x) = e”. Nemsim h = 0.05,0.1,0.15,0.2, n = 100, 200, 400, 1000 un ¢ = 0.

3.0
3.0

7| = 0.05 7| = 0.05
- =101 - =01

25
25

2.0
2.0

sigma_RICE
sigma_RICE

15
15

1.0
1.0

0.5
|
0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X dati X dati

1. att.: Grropn(z) grafiks pie n = 100 un n = 200. Trekna, melna linija ir ista dispersijas,

punktétas zilas linijas ir krosvalidacijas funkcijas pie dazada h.

3.0
3.0

25
25

sigma_RICE
2.0
sigma_RICE
2.0

15
1.5

1.0
1.0

0.5
|
0.5

X dati X dati

2. att.: Orropn(x) grafiks pie n = 400 un n = 1000. Trekna, melna linija ir Ista dispersijas,

punkteétas zilas linijas ir krosvalidacijas funkcijas pie dazada h.

Actmredzams, ka palielinot izlases apjomu n novert&jums orrcp,,(x) konverge uz isto

dispersiju o(z) palielinot izlases apjomu n.
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Simulesim citus datus G(y) = (1—¢)®(y)+eH (y), P(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(10,0.1)
pie zinamas istas dispersijas funkcijas o(x) = €* nemot h = 0.05,0.1,0.15,0.2, n =

100, 200, 400, 1000 un € = 0.1. Novértéjums opicp,,(z) izskatas sadi

- 0.05
- =01
++ 015
c= 02

sigma_RICE
sigma_RICE

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X dati X dati

3. att.: Orrep.n(x) grafiks pie n = 100 un n = 200. Trekna, melna liija ir ista dispersijas,

punktétas zilas linijas ir krosvalidacijas funkcijas pie dazada h.

sigma_RICE
sigma_RICE

X dati X dati

4. att.: Opropn(x) grafiks pie n = 400 un n = 1000. Trekna, melna linija ir ista dispersijas,

punktetas zilas linijas ir krosvalidacijas funkcijas pie dazada h.

Dispersijas novertejums nobidas uz augsu. Kas principa atbilst publikacijas dotam

rezultatam, rekinot ISEL kladu:

n

L= 23 (1os(Z5))

i=1 o (@)

kur a&j ) norada dispersijas novertejumu, kura iegtta j — ta simulacija ar gludinoSo para-

metru h.
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4. tabula: Videja ISEL vértiba, simulaciju skaits N' = 500, n = 100, Gly) = (1—¢)®(y)+
eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(10,0.1)

novertejums | e =0.1 =02 =03 =035 =04

OricEn(T) 1.353 2.060 2.453 2.574 2.656

Talak vajadzes noskaidrot optimalo joslas platumu A katra izlases gadijuma.
Pielietojot vienu — atstat — ara krosvalidacijas funkciju simulétiem datiem n = 100,
e =01 Gl = (1 —¢e)P(y) +cH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(10,0.1) iegistam

sekojoso grafiku

o
S _|
o
Lo
8,
‘C
4
%
o
(= o _|
w o
S o
©
S
=]
©
2 S
S 1
A~
o
S _|
o
<

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

X dati

5. att. e =0.1, n =100

Minimala h vertiba ir 0.191.Tadejadi novertejot gludinoSo parametru h mes varesim
pielietot izpéetito metodi gan simuletiem datiem, gan realiem. Ka ari salidzinat publika-

cijas dotas videjas joslas platuma h un kladas ISEL vertibas ar miisu iegiitajiem.
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Atsaucoties uz Boente, Ruiz, Zamar jauno publikaciju [I3], zinam videjas joslas pla-

tuma h un kludas ISEL vertibas simulatiem datiem M1) un M2) modelim, pie N = 500.

Salidzinasim tos ar masu iegitiem.

5. tabula: Videja vertiba gludinoSsam parametram h un ISEL kltadai. Apskatamais mo-

delis ir M1: g(x) = 2sin(4nx), o(x) = e*. Pie tam H(y) = N(10,0.1). Permutaciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

€ ECV publikacija ﬁcv masu rezultats @ publikacija @ musu rezultats
e=0.1 0.267 1.313 1.339
e=0.2 0.206 2.029 2.030
e=0.3 0.164 2.407 2411

6. tabula: Videja vertiba gludinosam parametram h un ISEL kladai. Apskatamais mo-

delis ir M1: g(z) = 2sin(4nx), o(x) = e*. Pie tam H(y) = N(10,0.1). Permutaciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

5 ﬁlco%/ publikacija EICO%/ misu rezultats | [SEL publikacija ISEL musu rezultats
e=0.1 0.058 1.152 1.152
e=0.2 0.059 1.892 1.823
e=0.3 0.058 2.309 2.250

No 5. un 6. tabulas redzam, ka modelim M1 pie H(y) = N(10,0.1) vertibas hey un

ISEL dotas publikacija ir lidzigas miisu iegitajiem. Palielinot € gludinosa parametra h

vertibas ﬁcv samazinas, bet ISEL kludas vertibas palielinas. Salidzinot 5. un 6. tabulas

redzam, ka nemot logaritmu h vertiba klust ieverojami mazak.
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7. tabula: Vidéja vertiba gludinosam parametram h un ISEL klidai. Apskatamais mo-

delis ir M2: g(z) = 1+ z, o(z) = 1 + (1 + sin(10z))%

Pie tam H(y) = N(10,0.1).

Permutaciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

Ecv publikacija ﬁcv miusu rezultats

ISEL publikacija ISEL miusu rezultats

€
e=0.1 0.232 0.349 1.711 1.889
e=0.2 0.096 0.152 2.303 2.367
e=03 0.059 0.071 2.636 2.636

8. tabula: Videja vertiba gludinosam parametram h un ISEL kladai. Apskatamais mo-

delis ir M2: g(z) = 1+ z, o(z) = 1+ (1 + sin(10z))>.

Pie tam H(y) = N(10,0.1).

Permutaciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

hi8, publikacija A% musu rezultats

ISEL publikacija ISEL musu rezultats

€
e=0.1 0.034 0.098 1.190 1.241
e=0.2 0.032 0.055 1.955 1.866
e=03 0.031 0.052 2.384 2.310

No 7. un 8. tabulas redzam, ka modelim M2 pie H(y) = N(10,0.1) vertibas hey un

ISEL dotas publikacija ir lidzigas miisu iegttajiem. Palielinot € gludinosa parametra h

vertibas ﬁcv samazinas, bet ISEL klidas vertibas palielinas. Salidzinot 7. un 8. tabulas

redzam, ka nemot logaritmu h vertiba klust ieverojami mazak.
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9. tabula: Vidéja véertiba gludinosam parametram A un ISEL klidai. Apskatamais mo-

delis ir M1: g(z) = 2sin(4nx), o(x) = €*. Pie tam H(y) = C(0,16). Permutaciju skaits

N = 500, izlases apjoms n = 100.

€ Ecv publikacija ﬁcv misu rezultats | ISEL publikacija ISEL miusu rezultats
e=0 0.190 0.212 0.032 0.030
e=0.1 0.430 0.520 4.28 10.735
e=0.2 0.435 0.517 7.121 15.984
e=0.3 0.433 0.534 9.362 19.976

10. tabula: Videja vertiba gludinosam parametram h un ISEL kludai. Apskatamais

modelis ir M2: g(z) = 1+, o(z) = 1+ (1 + sin(10z))%. Pie tam H(y) = C(0,16).

Permutaciju skaits N = 500, izlases apjoms n = 100.

€ ECV publikacija /ﬁcv masu rezultats @ publikacija @ musu rezultats
e=0 0.069 0.109 0.097 0.124
e=0.1 0.421 0.530 4.877 11.6293
e=0.2 0.434 0.532 7.781 17.1741
e=0.3 0.439 0.530 10.063 21.3725

No 9. un 10. tabulas redzam, ka ECV atskiras aptuveni uz 0.1. ISEL kludas atskiras

vairak, bet kopéja tendence saglabajas. Palielinot € vertibu, samazinas ﬁcv un palielinas

ISEL vertiba. Jo mazika ir ISEL vertiba, jo labak. Vismazakas ISEL vertibas ir pie

e =0 vai € = 0.1, bet vislielakas pie parejas ¢ vertibas.
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Apskatisim, ka uzvedas krosvalidacijas funkcija pie dazadiem n vértibam. Pec idejas
palielinot izlases apjomu n, joslas platumam h jasamazinas. Tas ir viens no panémieniem,

kurs dod iespéju saprast, vai més pareizi novértéjam h caur vienu — atstat — ara metodi.

11. tabula: Videja vertiba gludinosam parametram h un ISEL kludai. Apskatamais
modelis ir M1: g(z) = 2sin(4nzx), o(x) = €. Pie tam H(y) = N(10,0.1). Permutaciju
skaits N = 500.

e | hev,n=50 hey,n=100 hey, n =200

e=0.1 1.042 0.332 0.248
e=0.2 0.642 0.233 0.170
e=03 0.430 0.190 0.141

12. tabula: Vidéja vertiba gludinosam parametram h un ISEL kladai. Apskatamais
modelis ir M1: g(x) = 2sin(4nz), o(z) = e*. Pie tam H(y) = N(10,0.1). Permutaciju
skaits N = 500.

¢ |ISEL,n=50 ISEL,n=100 ISEL,n =200

e=0.1 1.326 1.339 1.344
e=0.2 2.000 2.030 2.024
e=0.3 2.390 2411 2.401

No 11. un 12. tabulas redzam, ka palielinot izlases apjomu n gludinosa parametra

vertibas Ecv dilst, bet kludas ISEL aug, jebkuram e vertibam.
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4.3. Kludu dispersijas novértéjumu pielietojums simulétiem da-
tiem

Ieprieksejas nodalas tika aprakstits, dazadu dispersijas funkciju novertéjumi. Saja
apaksnodala aplukosim §is metodés pielietojumu simuletiem datiem. Simulesim datus
atbilstosi M1) modelim pie H(y) = C(0, 16).

Panemot € = 0,0.1,0.2,0.3,0.35,0.4

o
< S
8 4
~ N g
. .
@ (=3
o - & 7
g . g g
E. I S =
] o g
o
g
o 8
‘ ‘
o
g
® 4 §
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
dati x.dati

6. att. Datu grafiks pie e = 0 un ¢ = 0.1.
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7. att. Datu grafiks pie € = 0.2 un ¢ = 0.3.
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8. att. Datu grafiks pie ¢ = 0.35 un ¢ = 0.4.

Palielinot ¢ vertibu datiem simuléjis vairak izleceji. Uzzimesim istas dispersijas fun-
kcijas grafiku e” simuletiem datiem G(y) = (1 — e)®(y) + €H(y), ®(y) ~ N(0,1),

H(y) ~ 0(0742) ar a\1‘%IC’E,7L(:E>7 a\—MSD,n(-CE)a a—\N[BT,n(x)) a\n(x) un Econst,n(x)-
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9. att.: Simuléetiem datiem, dispersijas novertéjums ka funkcijas pie ¢ = 0 un € = 0.1.
Melna linija ir ista dispersija €*, Gricpn () dzeltena, oyspn(x) zala, Tpypr,(x) sarkana,

Oconst,n(x) zila un 0, () oranza.
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sigma(x)
4
sigma(x)
6
I

10. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertejums ka funkcijas pie € = 0.2, Geonst.n(z) =
27.63 un € = 0.3, Geonstn(r) = 63.18. Melna linija ir ista dispersija exp(z), Oricpn(T)

dzeltena, oyspn () zala, Oppr,(r) sarkana un 7,(x) oranza.

sigma(x)
sigma(x)

11. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertéjums ka funkcijas pie ¢ = 0.35,
Teonstn () = 86.93 un € = 0.4, Teonstn(r) = 114.72. Melna linija ir ista dispersija exp(x),

oricen () dzeltena, opsp () zala, oaprn(x) sarkana un ,(z) oranza.

Vislabak aproksime isto dispersiju o(x) = e* novertejumi oy spn(x) un Gapra (),
jo tas linijas iet pietiekosi tuvu melnai un dazas vietas sakrit ar o(z) liniju. Vissliktak
aproksime Geonstn (), jo zila linija iet loti talu no istas dispersijas linijas. Gricp.(2)
aproksime isto dispersiju, pietiekosi tuvi pie € = 0, bet palielinot £ vértibu §is novértéjums
nobidas uz augsu, kas principa atbilst kludas ISEL aprekinatajam 10. tabulas vertibam.
Lidz ar to nevar viennozimigi pateikt par labako dispersijas novertéjumu funkciju. To

iemeslu del, apskatisim metodes pielietojumu M1) modelim pie ~ N(u, 0?).
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Simulesim datus G(y) = (1 —&)®(y) + eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(u,c?), kur

c=0.1

y.dati

y.dati
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14. att. Datu grafiks pie ¢ = 0.4, p = 10.
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Uzzimesim istas dispersijas funkcijas grafiku e® simuletiem datiem G(y) = (1 —

e)®(y) +eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(M,UQ) ar 8RICE,n(SU), aMsp,n($)7 aMBT,n(CU)>

On(T) Un Ceonstn ().

X, x.dati, y.dati)

sigma(x)

sig2(x

15. att.: Simulétiem datiem, dispersijas novértéjums ka funkcijas pie ¢ = 0.1 un ¢ =
0.2, . = 10. Melna linija ir ista dispersija exp(x), Gricpn(r) dzeltena, opsp,(x) zala,

omBra(T) sarkana, 7, (x) oranza, Gemstn () zila, pie € = 0.2 Geonsen(z) = 48.023.

2(xx, x.dati, y.dati)

xx, x.dati, y.dati)
10 15 20 25 30 35

ig2(
sig2(

\>

0
I

0
I

16. att.: Simulétiem datiem, dispersijas novértéjums ka funkcijas pie ¢ = 0.3 un ¢ =
0.35, = 10. Melna linija ir Ista dispersija exp(x), Tricen(r) dzeltena, orpsp.n(x) zala,
omprna(r) sarkana, 0, () oranza, pie € = 0.3 Teonstn(z) = 80.11, € = 0.35 Teonstn(T) =

86.26.

Vislabak aproksime isto dispersiju o sp.n(x), jo ta linija iet pietiekosi tuvu visiem e
vertibam un dazas vietas sakrit ar e” liniju. Vissliktak aproksime G,ppstn (), jo zila linija

iet loti talu no istas dispersijas linijas.
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4.4. Kludu dispersijas novertéjumu pielietojums realiem datiem

Pielietosim apliikoto metodi redliem datiem LIDAR un CMB, kurus nemam no Larry
Wasserman gramatas [1].

LIDAR dati ir iegtti no gaismas detektesanas un apgabalu noteiksanas. LIDAR da-
ti tiek lietoti, lai noteiktu piesarnojumu. X; dati attelo merjjuma distanci un Y; dati
reprezenté merjjuma atrumau.

CMB ir kosmiskas radiacijas dati, kuri rodas lielo spradzienu rezultata. X; dati attelo
temperatiras fluktuacijas frekvenci un Y; dati reprezenté fluktuacijas speku katra frek-
vencé. Fluktuacija ir fizikala lieluma nejausa novirze no vidéjas vertibas. Fluktuacija
paradas procesos, kas paklauti statistikas likumiem (molekulu, atomu, elektronu u. c.
dalinu kustiba dazadas sistemas). Daudzas fizikalas paradibas var izskaidrot tikai ar fluk-
tuacijas palidzibu, pieméram, Brauna kustibu, gaismas molekularo izkliedi, kas nosaka
debesu zilo krasu.

Sakuma dati izskatas sadi
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17. att. LIDAR un CMB dati

36



Novertejot dispersijas funkciju ar misu apskatitajam metodéem iegtstam:
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18. att.: LIDAR un CMB datiem, dispersijas novertéjums, ka funkcijas. drrop () dzel-
tena, oyspa(z) zala, Gypra(r) sarkana, 0,(x) oranza, Gemstn(x) zila, CMB datiem

Oconst,n(x) vertiba ir 3166.

Redzam, ka lokalie M — novértéjumi uzvedas lidzigi LIDAR un CMB datiem. Sa-
vukart o, (x) novertejums iet zemak neka oy pr,.(2),0r10EA(T), Ormspn(x) novertéjumi.
Oconst.n () novertejums atrodas talu no parejiem novertéjumiem. Sie rezultati atgadina
situaciju, kura bija ar simuléetiem datiem. Tas varétu nozimet, ka lokalie M — novertejumi
attaisno sevi datiem, kuriem nav konstanta dispersija un tos ir lietderigi izmantot kladu

dispersijas novertejumam neparametriskas regresijas modeli.
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4.5. Novertéjuma opicp,(r) punktveida ticamibas intervalu kons-

truésana LIDAR datiem izmantojot butstrapa metodi

Pienemsim, ka B = 200. Tad butstrapa 95% procentilu intervali izskatisies sekojosi:
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19. att.: LIDAR datiem, dispersijas novertejums. oprscg () novertejumam punktveida

ticamibas intervali kladu dispersijai. Ticamibas intervali ir zilas punktetas linijas.

Tiek, secinats, ka nevar noraidit nulles hipotézi par konstantu klidas dispersiju, jo

nevar novilkt horizontalu likni starp ticamibas intervaliem.
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Secinajumi

Darba tika konstruéti dispersijas novértéjumi simulétiem un realiem datiem, izman-
tojot dazadas pieejas. Tika apskatiti dispersijas lokalie M — novertejumi (0psp (),
omBTA(T), Oricen()) salidzinajuma ar Yu un Jones [2] piedavato metodi 7, (z). Simu-
letiem datiem pie dazada sadalijuma H(y) izvéles, dispersijas funkciju labak aproksime
lokalie M — novértéjumi. Tas izskaidrojams, ar to, ka lokdlajos M novértéjumos tiek
izmantota robusta statistika, bet o, (z) ta netiek izmantota. Apskatot dispersijas noverte-
jumu ar konstanti d..,s (), esam parliecinajusies, ka ta neattaisno sevi, jo gan simulétiem
datiem, gan realiem, ta atrodas parak talu no istas dispersijas linijas.

Dispersijas funkcijas o(x) novertejums pec robusta ir svariga problema neparamet-
riskas regresijas analize. Viennozimigi no salidzinatajam M — novertejuma metodem
omspn () ir vislabaka, jo visos simulétajos datu grafikos ta atrodas tuvak istajai disper-
sijas funkcijai neka paréjas linijas.

Runajot par lokaliem M — novertejumiem, japievers uzmanibu gludinoSa parametra
h un svaru w;(z) izvelei. Simulétiem un realiem datiem mes nemam h izmantojot vienu
— atstat — ara krosvalidacijas metodi. Teorétiski h var izvéléties arl péc citam metodém
un paskatities vai rezultati uzlabosies.

Rakstot diplomdarbu, tika meginats izvest S(G,), v, v» formulas prieks oriop . (2)
dispersijas novértéjumam un uzkonstruét sim novertéjumam punktveida ticamibas inter-
valus, pamatojoties uz I. Ghement, M. Ruiz, R. Zamar publikacijas [I7] rezultatiem. Sie
rezultati bija parbauditi ar Kolmogorova - Smirnova (Lillifora) un Shapirova testiem. Lidz
ar to varam secinat, ka pie lieliem n simulétais sadalijums tiecas uz normalo sadalijumu,
kas liecina par teorétisko rezultatu patiesumu. Funkcionala S(G,) sarezgitibas dabas dél,
punktveida ticamibas intervali nebija konstrueti izmantojot vy, vs.

Izmantojot butstrapa metodi tika konstrueti butstrapa procentilu intervali lokalajam
OricEn(T) novertégjumam ar programmas R palidzibu.

Darba turpinajuma varétu nodarboties ar lokalo M — novértéjumu uzlabojumu, nemot
citu x funkciju un svarus w;(z) ar citiem panemieniem. Funkcijas S(G.) dzilo izpete un
uzlabotus punktveida ticamibas intervalu konstruésana novertejumam orrcp,(x) ka ari

punktveida ticamibas intervalu konstruésanu oysp () un oapr,(r) funkcijam.
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Programmas R kods

x.datil<-function(n) #x datu genereshana
{

1:n/(n+1)

}

g<-function(x) #regresijas f-jas g(x) defineshana
{
2xsin(4*pi*x)

}

sigma<-function(x) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana
{

exp(x)

}

#Yi vertibas defineshana

# eps ir parametrs epsilon robezhas no 0 lidz 0.4

y.datil<-function(n,eps,x.dati){

x<-runif(n,0,1)

Ge<-c()

for (i in 1:n)

{

Ge[i]<-uniroot(function(y) (1l-eps)+*pnorm(y,0,1)+eps*pnorm(y,10,0.1)-x[i],c(-1200,1200))$root
}

g(x.dati)+Ge*ksigma(x.dati) # y datu genereshana

#1. metode

#Rice funkcija

RICE<-function(a,x,h,x.dat,y.dat)

{

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i)

{
dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))
}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x"

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i"

sigLRE<-function(x,x.dat,y.dat,h)
{
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n<-length(x.dat)
sum(NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1: (n-1))*((diff(y.dat))/a)"2)
}

sigLRE<-Vectorize(sigLRE,vectorize.args="x")

sigLRE(x,x.dat,y.dat,h)
}

#CV(h) funckija
#CV funkcija RICE metodei

CV<-function(h)

{
n<-length(x.dati)
s<-0

for (i in 1:(n-1))
{
s<-s+(((abs(y.dati[i+1]-y.dati[i]))/a )"2-RICE(a,x.datil[i],h,x.dati[-i][-i],y.dati[-i][-1]))"2
}

s/(n-1)

}
CV<-Vectorize(CV)

HERHBRRHEBRFBEERBRERFBEERBBRRFRERFBERRBERRFBER R B BB BB AR S H BB E RS BH
#atsevishkam gadijumam h izvele

a<-sqrt(2)

n<-100
x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati) ,by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))
length(x)

hh<-seq(0.01,0.6,by=0.01)
length(hh)

eps<-0

#saakuma datu genereshana
x.dati<-x.datil(n)
y.dati<-y.datil(n,eps,x.dati)
plot(x.dati,y.dati)
CV1<-CV(hh) #f-jas CV vertibas

plot(hh,CV1,type="1",1wd=2,x1lab="X dati",ylab="Krosvalidacijas funkcija")

#grafiks atkaribaa no dazadiem h vertibam
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h.opt<-optimize(CV,c(0.01,0.6))$minimum

h.opt #mazaka h vertiba

#Ticamibas joslas konstrueshana

library (KernSmooth)

X<-matrix(data = NA, nrow = n, ncol = 3, byrow = FALSE,

dimnames = NULL)

sk<-seq(1,n,by=1)

X[,1]1<-x.dati
X[,2]<-y.dati
X[,3]1<-sk

butstr<-c()
rez<-c()
inti<-c()
int2<-c()
x.dati3<-c()
y.dati3<-c()

index<-c()

for (j in 1:m)
{

for(B in 1:200)
{

butstr<-sample(X[,3],replace=T)

x.dati2<-c()

y.dati2<-c()

for (i in 1:n)

{

x.dati2[i]<-X[,1] [butstr[i]] #sakarto datus atbilstoshi butstrapam
y.dati2[i]<-X[,2] [butstr[i]]

}

x.dati3<-sort(x.dati2) #sakarto butstrapotus x.datus augosha seciba

index<-order(x.dati2)

y.dati3<-y.dati2[index] #sakarto y.datus tapat ka butstrapotus x.datus

x3<-seq(min(x.dati3) ,max(x.dati3),by=(max(x.dati3)-min(x.dati3))/(n-1))
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h.xy3<-dpill(x.dati3,y.dati3)

rez[B]<-sqrt(RICE(a,x3[j],h.xy3,x.dati3,y.dati3))
}

int1[j]<-sort(rez) [5]
int2[jl<-sort(rez) [195]
}

h.xy<-dpill(x.dati,y.dati)
t<-sqrt(RICE(a,x,h.xy,x.dati,y.dati))

plot(x,t,type="1",ylim=c(0,0.2) ,xlab="X dati",ylab="sigma") #novertejums pec Rice
lines(x,int1,1ty=2,col="blue") #punktveida ticamibas intervals

lines(x,int2,1ty=2,col="blue") #punktveida ticamibas intervals

#Robezsadalijuma parbaude
#HO dati ir normali sadaliti

#H1 dati nav normali sadaliti

N<-1000 #permutaciju skaits

x.fix<-0.5

#generesim sakotnejos datus

n<-100
eps<-0
dati2<-c()

for (t in 1:N)
{
x.dati<-x.datil(n)

y.dati<-y.datil(n,eps,x.dati)

h.xy<-optimize(CV,c(0.01,10))$minimum
dati2[t]<-((n*h.xy)"(0.5))*(sqrt(RICE(a,x.fix,h.xy,x.dati,y.dati))-sigma(x.fix))#simuletie dati
}

hist(dati2,prob=T)

library(nortest)

lillie.test(dati2)

shapiro.test(dati2)
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#3igma_m,n zimejums pie dazadiem h, pie n=100
sigLRE_h<-function(h.xy) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana
{
lines(xx,sqrt(RICE(a,xx,h.xy,x.dati,y.dati)),lty=c(i),type="1’,col="blue")
legend("topleft",

¢("0.05","0.1","0.15","0.2"),

lwd=3, bty="n",1lty=c(1,2,3,4),col="blue")

plot(x,sigma(x.dati),type=’1’,ylim=c(0,9),1lwd=2,xlab="X dati",ylab="sigma_RICE") #ista dispersijas funkcija

#,ylim=c(0,10)
#sigLRE_h(0.2)

t<-¢(0.05,0.1,0.15,0.2)

#t<-¢(0.35,0.4,0.45,0.5)

for (i in 1:4)
{
siglRE_h(t[il)
}

HERFHRRRRERRRRFRRRRRRRRERFRRR RSB RRERRRRRHRRRRERRERR R RRR R RR R R RS HR S S

#ISEL kljuda, prieksh dispersijai exp(x)

ISEL<-function(signov,x.dati,disp)

{

w<-0

n<-length(x.dati)

for (i in 1:n)

{

w<-w+( (log ( (sqrt(signov[il))/(disp[il) ) )~2)
}

(1/n)*w

}

#Rice<-RICE(a,x,h.opt,x.dati,y.dati)
#ISEL(Rice,x.dati,sigma(x.dati))

#Videjas h un ISEL vertibas rekkini

n<-100

eps<-c()

a<-sqrt(2)
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x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(x)
eps[1]<-0.1
eps[2]<-0.2

eps[3]<-0.3

ISEL_k1<-c(3)
h_opt<-c(3)

for (m in 1:3){
N<-500
t_ISEL<-0
h_ISEL<-0

for (v in 1:N){

x.dati<-x.datil(n)

y.dati<-y.datil(n,eps[m],x.dati)

h.xy<-optimize(CV,c(0.01,0.6))$minimum

#Rice funkcijas vertibas atrashana

Rice<-RICE(a,x,h.xy,x.dati,y.dati)

h_ISEL<-h_ISEL+h.xy
t_ISEL<-t_ISEL+ISEL(Rice,x.dati,sigma(x.dati))
}

ISEL_k1[m]<-t_ISEL/N
h_opt [m]<-h_ISEL/N

}

print(eps)
print(h_opt)

print (ISEL_k1)
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#dispersijas novertejums prieksh lidar datiem

dati<-read.table(file="lider.txt",header=T)
x.dati<-dati$range
y.dati<-dati$logratio

length(x.dati)

n<-length(x.dati)
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xx<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(x)

plot(x.dati,y.dati)

HERHHRBRFRRRRERRRRRRRRRERBRRRHRERRRRRRRRRR R ERRERRRRRRRERBE BB R RS RS RHRRR RS S

#dispersijas novertejums prieksh CMB datiem
dati<-read.table(file="CMB.txt",header=T)

#dispersijas novertejums prieksh CMB datiem

x.dati<-read.table(file="CMB.txt" ,header=T)[,1]

y.dati<-read.table(file="CMB.txt" ,header=T) [,2]

n<-length(x.dati)

plot(x.dati,y.dati,cex=0.5,xlab="",ylab="") #izkliedes grafiks visiem datiem

#sigma ka funkcija no x pec Waserman Nonparametric gramatas
#ta ir taada funkcija ar kuru mees salidzinam parejos metodes, jebkuriem datiem

library (KernSmooth)

#Nadarya-Wats kodolu regresija, raksta ar roku

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)
{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/
sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.args="x") #novertejam f-ju r(x)

sig2<-function(x,x.dati,y.dati)

{

h.YX<-dpill(x.dati,y.dati)
z.dati<-log((y.dati-NW.reg(x.dati,x.dati,y.dati,h.YX))"2)
h.ZX<-dpill(x.dati,z.dati)
exp(NW.reg(x,x.dati,z.dati,h.ZX))

}

xx<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=(max(x.dati)-min(x.dati))/(n-1))

length(xx)

sig2<-Vectorize(sig2,vectorize.args="x")

t1<-sqrt(sig2(xx,x.dati,y.dati))

plot(x,sigma(x),type="1",ylim=c(0,5))
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lines(xx,tl,type="1",col="orange",xlab="X dati",ylab="sigma") #ista dispersijas f-ja lidar datiem

h.opt<-optimize(CV,c(0.01,40))$minimum

h.opt #optimala h vertiba ir 10.032 LIDAR, CMB ir 16.21

t2<-sqrt(RICE(a,xx,h.opt,x.dati,y.dati))

lines(xx,t2,type="1",col="yellouw")

#2 .metode

a<-sqrt(2)
b<-1/2

Q<-qnorm(0.75,0,1) #75 % kvantile

I<-c() #vieniba vektors
for (i in 1:length(y.dati)-1)
I[il<-1

0<-c() #nulles vektors
for (i in 1:length(y.dati)-1)
0[il<-0

Hic<-function(yy,sig,i)
{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[il/sig)>Q)
I[i]

else

0[il}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-dpill(x.dati,y.dati)

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums
NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to
{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=((max(x.dati))-(min(x.dati)))/(n-1))

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar MT palidzibu
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NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")
sigMSD<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)
{
n<-length(x.dat)
sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b
}

—n

sig2<-Vectorize(sigMSD,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot (function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10000000000))$root
}

sigMSD<-Vectorize(nov.sig)
#katram xi bus sava sigma

t3<-c()
t3<-sigMSD(x)

lines(x,t3,col="green") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#3.metode

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=((max(x.dati))-(min(x.dati)))/(n-1))

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT f-ju
c<-0.70417

a<-sqrt(2)

b<-0.75

I<-cQ)
for (i in 1:length(y.dati)-1)
Ifil<-1

Hic<-function(y.dati,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yyl[il/sig)<=c)

3% (yy[il/(sig*c))"2-3*(yy[11/(sig*c)) ~4+(yy[il/(sig*xc)) "6
else

I[il}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to
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{
dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))
}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i"
sigMBT<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)
sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b
}

sigMBT<-Vectorize(sigMBT,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot (function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10000000000))$root
}

sigMBT<-Vectorize(nov.sig)

#katram xi bus sava sigma

t4<-c()
t4<-sigMBT(x)

lines(x,t4,col="red") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

SRR AR S R R R SRR AR R R R AR S R R R R R
#4. metode

#uzskata sigma par konstanti (rice metode)

# Nadaraya-Watsona kodolu regresija
NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{

sum(dnorm( (x-x.dati)/h)*y.dati)/sum(dnorm((x-x.dati)/h))
}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.arg="x")

library(KernSmooth)
h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

h<-h.xy

#novertesim sigma kaa konstante ar rice
n<-length(y.dati)

sigl<-sum(diff(y.dati)~2)/2/(n-1) #atrodam dispersijas vertibu kaa konstante
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t<-length(x)
sigCONST<-c ()

for (i in 1:length(x))
sigCONST[i]<-sigl

£5<-sigCONST

lines(x,t5,col="blue",type="1")
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