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Ievads

Statistika daudzas procediiras balstas uz parametriskiem pienémumiem par datu sa-
dalijjumu, tacu prakse biezi nakas sastapties ar situaciju, kad ir gruti noteikt sadalijuma
likumu, kam par iemeslu var but nepietiekoss izlases apjoms vai ari sarezgits teoretiskais
sadalijums. Tapéc aizvien popularakas klast neparametriskas metodes, lai izvairitos no
kladam, kas rodas, lietojot neprecizus pienémumus par datu sadalijumu. Viena no ta-
dam metodem ir empiriskas ticamibas (turpmak EL) funkcijas metode, kas lauj modelet
nezinamo sadalijjumu, balstoties uz datu kopu.

Owen ([1],[2]) ir viens no pirmajiem, kas saka pielietot EL metodi ticamibas intervalu
un regionu konstruesanai, tacu EL metodes pirmsakumi mekléjami Thomas, Grunkemeier
(1975, [3]) darbos par ticamibas intervalu novertesanu izdzivosanas datu analize. Tomer
Owen visparindja rezultatus, kas bija iegfiti parametriskai vislielakas ticamibas metodei,
un paradija, ka EL metodes statistika tiecas uz X12) sadalfjumu.

St darba merkis ir iepazities ar rezultatiem, kas visparina EL metodes pielietosanu
gadijumos, kad tiek novertéti traucejosie (nuisance) parametri ar kadu no neparametris-
kajam metodem. Si problematika smalki iztirzata Hjort, McKeague un Van Keilegom
publikacija [4]. Autori ari apskata vairakus piemerus, kuros EL metodes pielietosana ir
ertaka neka citas metodes.

Ari traucéjoso parametru novertésana (plug-in) EL metodes ticamibas regionu kons-
truésana nav jauna. Peédeja laika ta tikusi biezi pielietota dazados izdzivosanas datu
analizes kontekstos, piemeram Wang un Jing (2001, [5]), ka ar1 izlases apsekojumos ar
trukstoso datu imputaciju. Tomeér autoru meérkis darba [4] ir paplasinat pielietosanas ie-
spéjas EL metodei ar plug-in parametriem, kas varétu nodrosinat ari darbibas ar plasam
piemeru matricam. Lai to izdaritu, tiek ieviesti vispareji pienemumi nosacijumu veida,
kurus ir viegli parbaudit lielakajai dalai EL. metodes pielietojumos, kas ir sapratigak neka
ieviest teoretiskos pamatelementus katram atseviskam gadijumam.

St darba uzdevumi ir iepazities ar pamatdefinicijam un teorsmam par El metodi,
iepazities ar EL. metodi ar novertetiem parametriem un ar simulaciju palidzibu parbaudit,
ka praktiski strada piedavatais teoretiskais materials. Darbs sastav no 4 nodalam un
1 pielikuma. 1. nodala veltita empiriskai ticamibas funkcijai un empiriskas ticamibas
funkcijas attiecibas testam, 2. nodala apskatita ticamibas intervalu konstruesana ar EL

metodi videjai vertibai un sniegts iss ieskats ticamibas intervalu konstruesanai vispareja



gadijuma. 3. nodala apraksta EL metodi ar novertetiem parametriem, galvenos rezultatus
un to pieradijumu, kas parstradats uz viendimensionalu gadijumu. 4. nodala doti dazi
EL metodes ar novértétiem parametriem pielietojumi, kas apskatiti gan no teorétiska, gan

praktiska aspekta. Pielikuma ieklauts programmas R kods simulaciju veikSanai.



1. Neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibas tests

1.1. Neparametriska vislielakas ticamibas funkcija

Definicija 1. X;,...,X,, vid, empiriska sadalijuma funkcija tiek defineta ka
Foe) = - f I
n\T) = — i<z}
n £ {X;<x}

kur —oo < & < oo un indikatorfunkcija

1, XZSZE

0, X;,>=x

Definicija 2. Xi,...,X,, ~ F iid, funkcijas F' neparametriska (empiriska) ticamibas
funkcija ir
L(F) =[] »:
i=1
Ja F ir nepartraukts sadalijums, tad L(F') = 0. Lai empiriska ticamibas funkcija biitu

pozitiva, sadalijuma funkcijai F jauzliek pozitiva varbutiba katram no petamas datu kopas

punktiem.

Teoréma 1. (Owen,[2]) Piepemsim, ka Xi,...,X,, € R ir neatkarigi gadijuma lielumsi
ar sadalijuma funkciju F', un F\n i to empiriska sadalijuma funkcija. Ja F # ﬁn, tad
L(F) < L(F},).

Teorema [I] pierada, ka neparametrisko ticamibas funkciju maksimize empiriska sada-

Iijuma funkcija. Tatad empiriska sadalijuma funkcija ﬁn ir funkcijas F' neparametriskas

vislielakas ticamibas funkcijas novertejums.

1.2. Empiriskas ticamibas funkcijas attiecibas tests

Neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibu var izmatot hipotézu parbaudei un ti-
camibas intervalu konstruésanai, lidzigi ka parametrisko vislielakas ticamibas attiecibas
testu (sk. [6]).

Definésim neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibu sadalijuma funkcijai F' ar

izteiksmi

R(F) = [l/;((}/]:)) = I_InpZ
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Lai novertétu parametrus un veiktu hipotézu parbaudi, nezinamo parametru 6 izsaka ka
funkcionali no sadalijuma funkcijas F, t.i., @ = T(F) un 6 novertejums ir 6 = T(F},).
Uzskatisim, ka F' pieder kopai F. F var sakrist ar R, tacu biezdk tiek izmantota kada

R apakskopa. Definesim profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju
EL(A) = max{R(F)|T(F) =6, F € F}.

Empiriskas ticamibas hipotezu parbaude noraida Hy : T'(Fy) = 6y, kad EL(6y) < ro,
kur ry ir konstante, kuru var noteikt izmantojot nodala apskatitos rezultatus (sk. art

[7]). Empiriskas ticamibas metodes ticamibas regioni ir forma {0|EL(6) > ro}.



2. Ticamibas intervalu konstruesana ar EL

Lai labak izprastu ticamibas intervalu konstruésanas problematiku, apskatisim vien-
karsako gadijumu 0 = T'(F) = p.

Pienemsim, ka mums ir doti X4,...,X,, iid gadijuma lielumi ar nezinamu sadalijuma
funkciju F. Lai konstruétu ticamibas regionus parametram u = EX = fj;o zdF(z),

izmantosim profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju

EL(p) = max {H np; | pi >0, Zpi =1, sz‘Xi = M} : (2.1)
=1 =1 =1

Owen ([2]) paradija, ka eksisté viens vienigs izteiksmes ([2.1)) labas puses atrisinajums, ja u
atrodas izliektaja caula, ko veido Xj,...,X,,. Maksimizacijas problemu ({2.1)) var atrisinat
ar Lagranza reizinataju palidzibu.

Izteiksme [, np; pie ierobezojumiem

pi > O,Zpi = 1,ZpiXi =L
i=1 =1

savu maksimumu sasniedz, kad

pi = pi(p) =n {1+ MX; —p)}

kur A = A(u) var iegiit no izteiksmes

n

> {1+ AMX - )} (X - p) =0,

Tatad .
BL(n) = [[{1+ A — )}

Logaritmiska empiriskas ticamibas attiecibas statistika ir —21n EL(u), t.i,

Wi(po) = =2InEL(p) = 2 Zln{l + AX; — )}

1—nt 1—n"
Piezime 2. Lagrania reizinatajs A mekléejams intervala . < AMp) < —n’

= X p= X
kur Xqy,. .., Xy ir augosa seciba sakartota sakotneja izlase [2].

1

Teoréma 3. (Owen, [2]) Ja X1,...,X, tid gadijuma lielumi ar sadaltjuma funkciju F un

o = E(X;), un 0 < D(X;) < oo, tad —21In EL(u) tiecas uz x3, kad n — oo.
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1. att. Histogramma —2InEL(po) un x3 blivuma funkcija

Ar simulaciju palidzibu tika parbaudita Teorema (3| un iegutie rezultati aplikojami
attela. Redzams, ka x? blivuma funkcija labi aproksime —21InEL(0) 1000 reizes genere-
tiem datiem ar sadalfjumu N(0,1).

Ka izklastits Teorema 3| ja u = po, tad Wg(uo) tiecas uz x3, kad n — oco. Ticamibas
intervalus parametram g pie nozimibas limena «a var iegut ka tadu punktu kopu, kuriem

We(uo) < ¢, kur ¢ var izteikt no P(x? <¢)=1-—a.
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2. att. Ticamibas intervali videjai vertibai ar EL metodi N (0, 1)



1. tabula Parklajumu precizitate ticamibas intervaliem videjai vertibai

n=20 n=50 n=100
EL 0.9318 0.9524 0.949
t.test 0.9501 0.9513 0.9469

attela redzams ticamibas intervals videjai vertibai p = 0 standartnormali sadali-
tiem simulétiem datiem, o = 0.05. Ta ka ista vértiba atrodas ticamibas intervala robezas,
kas ir -0.1432 un 0.2445, tad varam domat, ka EL metode strada labi, bet, lai par to
parliecinatos, aplukosim parklajumu precizitati ticamibas intervaliem. Tabula|[l. attelota
gan EL metodes, gan t—testa ticamibas intervalu parklajumu precizitate izlases apjomiem
n = 20, 50 un 100. Redzams, ka pie nelieliem izlasu apjomiem EL metode strada nedaudz
sliktak, par t-testu, tacu 10 000 reizu simuletiem datiem ar n = 50 un 100 parklajumu
precizitate abiem testiem ir lidziga, tatad kopuma varam secinat, ka EL metode strada

labi.

2.1. EL un ticamibas intervali visparéja gadijuma

Empiriskas ticamibas funkcijas metodes visparejs gadijums izklastits materiala [7].
Mes apskatisim tikai galvenos rezultatus.

Pienemsim, ka mums ir doti neatkarigi un vienadi sadaliti p-dimensionali gadijuma lie-
lumi X1,..., X, ar nezinamu sadalijuma funkciju F'. Informacija par F' un d-dimensionalu
parametru 6 ir dota funkcionali — p neatkarigu, nenovirzitu funkciju forma, t.i., m;(X, 6),

Jj=1,2,...,p, turklat tadas, ka E{m;(X,6)} = 0.

Piezime 4. Turpmak sis funkcijas m;(X,0) sauksim par novertéjosam funkcijam, un
p-dimensionala gadijuma apzimesim tas ar novertejoso funkciju vektoru m(X,0).

Tatad neparametriskai ticamibas funkcijai L(F) = [[;_, p; jdatrod maksimums pie
ierobezojumiem

pi > Oa sz = 1, Zplm(Xz,H) =0.

Lai to izdaritu, pielietosim Lagranza reizinataju metodi tapat ka videjas vertibas gadiju-

ma, un varam iegtt
B 1
b A A Tm(X,,0))




Tagad varam definet ar logaritmisko profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju
el(0) = > " In{1+ A" (0)m(X;,0)}. (2.2)
i=1

Piezime 5. Gadrjuma, ja 0 = u, tad novertejosa funkeija m(X;, p) = X;—p un 27 We(u)
o specialgadijums.
Qin un Lawles ([7]) sava darba apskata nosacijumus, kuriem izpildoties, var pieradit,

ka empiriskas ticamibas attiecibas statistika hipotézei Hy : 0 = 6, ir
Wi(6y) = 2el(6y) — 2¢1(6),
kur  ir parametra 6 empiriskas vislielakas ticamibas novertéjums. Turklat, Wg(fo) = X2,
kad n — oo un H ir spéeka.
Sie rezultati dod iespeju konstruet ticamibas intervalus parametram 6 tapat ka videjai

vertibai.



3. Empiriskas ticamibas funkcijas metode ar nover-
tétiem parametriem

Ka jau apskatijam iepriekséjas nodalas, EL metode lauj modelét nezinamo sadaliju-
mu, izmantojot dotos novérojumus. Secinajumi par mis intereseéjoSajiem parametriem
var tikt izdariti, lietojot p-dimensionalu novertejoso funkciju forma m,, (X, 0, h), kur h ir
“traucejosais” (nuisance) parametrs ar nezinamu isto vertibu hy.

Kad hg ir zinams, més varam aizstat h ar hgy profila EL attiecibas funkcija

ELn(ev h) = Inax {anz | pi > O?sz = 17 Zplmn(X“Q?h) = O} ’
=1 i=1

=1

un atrast ticamibas intervalus parametram 6y forma {0 : EL,,(0, hy) > c}, kur problemé-
tika, ka atrast ¢ apskatita [I].

Autori N.L. Hjort, . W. Mckeague un I. Van Keilegom publikacija [4] apskata nosa-
cijumus (A0) - (A3), kuriem izpildoties ir iespéjams visparinat Ovena EL teorému [I].
Nezinamais hg tiek aizstats ar novertejumu iL, un tiek pielauts, ka novertejosa funkcija
var but atkariga no n. Turpmak apskatitie nosacijumi (A0) - (A3) nodrosina nedegeneretu
robezsadalijumu un var biit noderigi specifiskos pielietojumos, pieméram, kad novérojumi
nav vienadi neatkarigi sadaliti.

Teviesisim sekojoSus apzimejumus vektoriem v, |v| - Eiklida norma un v®? = vo?, un
matricam V' = (v;;), |V| = max;; |v;;]-

{a,} - pozitivu konstansu virkne un U - nedegeneréts p-dimensionals gadijuma vektors.

Vi - p X p pozitivi definita kovariaciju matrica.

Piezime 6. Ja nav noradits citadak, tad izmantosim a, = 1 un U ~ N,(0,V4), kur V;

pozitivi definita kovaridciju matrica.

~

(A0) P(EL, (6o, h) = 0) — 0.

~

(A1) D00, mn(Xi, 00,h) =4 U.

(A2) an 3y M (X5, 00, h) =5y Vo

(A3) a, maxi<i<y ||mn(X;, 00, h)|| =pr 0.

Teoréma 7. Ja (A0) - (A3) ir speka, tad —2a; log EL, (60, h) —q U'V; 'U.

Piezime 8. Ovena EL teorema seko no Teorémas@ izveloties a, = 1 un m,(X;, 0, h) =

TTL()(I7 90, h)/\/ﬁ
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3.1. Viendimensionals gadijums

Vispirms apskatisim, ka nosacijumi (A0) - (A3) izskatas viendimensionala gadijuma,
un pienemsim, ka m,,(X;, 0o, h) = m(X;, 6y, h)/\/n, kd ari U ir normali sadalits gadijuma
lielums ar videjo vertibu 0 un dispersiju o2. Tatad V, = o2

Tad

~

(A0) P(EL, (6, h) = 0) — 0.

(A1) S, m(X;,600,h)//m—q U.

(Az) Z?:l mQ(Xia 907 iL)/’I’L _>p7“ 02~

~

(AS) maxj<i<n |m(Xz7 607 h)\/ﬁ| _>PT 0.

Un Teorema [7] dos rezultatu forma —2log EL,(6y, h) —4 U? /02, kas sakrit ar Owena EL
teorémas rezultatu.

Lai labak izprastu nosacijumu (A0) - (A3) nepieciesamibu, parbaudisim, vai tie izpildas
videjai vertiba, t.i., kad m(X;, 0) = X; — u.

Ta ka pienemam, ka varbiutibas p; lielakas par 0, tad (A0) vienmer izpildas. (A1) seko
no Centralas robezteorémas [0]:

n

S (X, 0, h) /7 = % (X1 = % (Z X, — n,u) — V(X —p) = N(0,0%).

i=1
Ka redzams, ari (A2) izpildas, izmantojot Lielo skaitlu likumu [6]:
n R n XZ . 2 R
S (X 00, ) =3 T ey 2
n
i=1 i=1

Savukart nosacijums (A3) ir speka, jo

max [m(X;, 60, h)/v/n| = max |(X; — p)/V/nl, (3.1)

1<i<n

un ta ka max;<;<, | X;| = o,-(v/n) [1], tad péc varbiitibas tiecas uz 0.

Redzams, ka dotie nosacijumi apraksta statistikas likumus, kas ir vienmér spéka vid
noverojumiem ar galigu dispersiju. Tacu, kad tiek pielietoti plug-in novertejumi, situacija
var but pretéja, un ir svarigi, lai izpildas (A0) - (A3).

Pieradisim, ka, izpildoties (A0) - (A3), —2log F L, (0, h) —4 U?/0o? viendimensionala

gadijuma.
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Pieradijums. Apzimesim X, ; = m, (X, 907/}2).

No (A0) EL,, = EL, (6, h) = [T, (1 —i—XXm-)_l, kur Lagranza reizinatajs A apmierina
vienadojumu Y X,,;/(1+ XXM) =0.

Tad EL statistiku varam izteikt forma

-~

—2InEL, = G,(\) = sup G,(\), (3.2)
A

kur G,,(A) =231 In(1 4+ AX,,;), un G, definicijas apgabals ir kopa, kura ta ir defineta
(attieciba uz Inz, kas nav definéts = < 0). Jaatzime, ka G, ir ieliekta un sasniedz
maksimumu pie A, ta ka dGn(/):)/d/): =0.

Talak apskatisim G,, kvadratisko aproksimaciju
GZ()\) = 2)\Un - )\QVna kur U, = ZXmia Vo = ZXEM“
i=1 i=1

un G, definicijas apgabals ir R.
Nedaudz velak pieradisim, ka starpiba starp maksimalajam G,, un G}, vertibam ir ar
kartu o, (an).
Tad no (3.2)) un no fakta, ka G7 tick maksimizeta pie \* = V71U, kad V}, nav 0, seko,
ka
—2a,'InEL, = a* sup GE(A) + 0pr(1) = U2 (an Vi)™t + 0, (1), (3.3)

kas péc sadalfjuma tiecas uz U?/c?, ja pienemam, ka (A1) un (A2) ir speka. No &
pieradijuma redzams, ka Teorema [7|ir speka gadijumos, kad (U,,V,,) —q (U, 0?).

Tagad pieradisim, ka sup G,, — sup G}, = op,(a,).

Pirmkart, noteiksim \ stohastisko kartu. Rakstisim \ = |X|7 un, tapat ka [2], ir speka
nevienadiba

kur D, = max;<, | X, Bet Vi, = op(a,!), Uy = 0p(1) un DU, = op(a,), tapec
A = opr(an). Turklat \* = V. *U,, kad V,, nav 0, tapec A* ir ar tadu pasu stohastisko
kartu op,(a,) ka .

Ir zinams, ka In(1 + 2) = z — J2% + $2°h(x), kur |h(z)| < 2 katram |z| < 1. Tas dod,
katram ¢ > 0 un |\ <e¢,

Gn(AN) = 2)\U,, — X2V, + 1, (N),

kur

(] < (2/3) ) 1(AX00) P [(A X,

=1

12



< (4/3)|IN\ DAV, < (4/3)* D, Vi,

kas nodro$ina cD,, < %
Ar T, . un T} apzimésim maksimalas G,, un G}, vértibas apgabala €,,(c), kas ir vienads

ar {\: || < cap}, un iegustam
Toe/ O — T;,c/an’ < (1/a)p max{[r,(A\)| : [A] < ca,}

< (4/3)03aiDnVn,

kamer ca,D, < % Izvelesimies ¢ pietiekami lielu, lai gan X, gan \* piederetu €2,(c) ar

varbiitibu lielaku par 1 — n, kdadam ieprieks izvéletam n. Tad
P{|sup G, /a, —sup G} /a,| > e} < P {(4/3)02aiDnVn > 5}

+P{|A| > can} + P{|\*| > can} + P{ca Dy > (1/2)}.

Tad lim-sup varbutibu virknei kreisaja puse ir ierobezota ar 2n. Ta ka n tika izvelets pa-
tvaligi, tad sup G, /a, un sup Gz, /a,, ir jabut vienadiem robezsadalijumiem, kas ir U?/0?.

E 0

Piezime 9. Ta ka[]] nodala aplakotie piemeri ir ar dimensiju p = 1, tad 3eit neapskatisim

Teorémas @pierddz‘jumu visparéeja gadijuma. Tas atrodams materiala [4)].
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4. EL ar novértéetiem parametriem pielietojumi

Saja nodala apskatisim dazus piemeérus, kuros izmantota EL metode ar novértétiem
parametriem. Ka jau ieprieks noradijam, pienemsim, ka a,, = 1 un U ~ N, (0, V), ka art

mn(Xi,0,h) =m(X;,0,h)/y/n, ta¢u visparinajums var but noderigs citos pielietojumos.

4.1. Integralis pa blivuma funkcijas kvadratu

Nedaudz pieskarsimies rangu testiem, ka pieméram, Vilkoksona rangu testi, jo to efek-
tivitate lielam izlasém ir augstaka neka t-testam vai F-testam. Rangu testi ir robusti,
t.i., to statistikas vertiba netiek nozimigi ietekmeta ar outlier klatbutni izlase. Tomer So
testu asimptotiskais sadalijjums, protams, ir atkarigs no dotas izlases sadalijuma, tapéc ir
nepieciesamiba to novéertét.

Publikacija [8] J.L. Hodges un E.L. Lehmann pierada, ka, ja m/N — v, kad N — oo,
kur m - pirmas izlases apjoms un N - noverojumu skaits, tad Hodges-Lehmann lokacijas
novertejums med(X —Y') (mediana izlases X un Y starpibu izlasei) ir asimptotiski normals
ar videjo vertibu 0 un dispersiju

1
129(1 =) ([ f2(x)dz)”*

Tapec saja piemeéra apskatisim, ka novertet parametru § = [ f?dz, jo Hodges-Lehmann

lokacijas novertejuma dispersija ir proporcionala 1/6* (sk. ar1 [9] un [10]). Lidzigi ari Vil-
koksona rangu testa pakapi butiski ietekme 6 lielums [I1].

Tatad X, ...,X,, iid ar nezinamu blivuma funkciju fy, kura ir vienmerigi nepartrauk-
ta, bet ne vienmeériga sadalijuma. Parametra 6y = [ ffdx vertiba biezi tiek pielietota arl
dazadas problemas, kas saistitas ar neparametrisko blivuma novertesanu.

m(X,0,f) = f(X) — 0 izvelamies par novertejoso funkciju, un ka fy plug-in nover-

téjumu izmantosim f(z) = n~ 'Y " ky(X; — 2), kur k(-) = k(-/b)/b kodolu blivuma

novértéjums un b joslas platums.

Nosacijumu parbaude

Vispirms parbaudisim, ka novertejosa funkcija m(X, 0, f) = f(X) — 6 ir nenovirzita,

ti.,
+o0

B(f(X) - 6) = E(f(X)) - 6 = (2)f(x)dz — 6 = 0.

—00
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Lai parliecinatos, ka ir speka nosacijumi (A0) - (A3), definesim

:/(f0_90)2f0dx=/f§dm— (/f(?dx)z,

kas ir Y"1, m(X;, 6o, fo)/+/n asimptotiska dispersija, un ir pozitiva, ta ka fy nav vienme-
rigi sadalits.
Parliecinasimies, ka (A2) ir speka, kad V, = V. Tatad
n R n R 2 R R
Ym0, f) =0t (F) —60) = / fPdF, — 2606 + 6;,
i=1 i=1
kur F,, empiriska sadalfjuma funkcija un 8 = n~1 S 110 fde Tad [ fdF un
i F2dF péc varbiitibas konvergs attiecigi uz [ fidz un [ fg’dx, kad b — 0 un nb — co.

Lai parbauditu (A1), nepieciesama rupigaka izpete izteiksmei

7 ~ - KO) n—1.
GZH_IZf(Xi):”_szb(Xi—Xj)zQﬁLn g.
i—1 i

nb n

Seit g = g(0), kur g(y) = (2)~ DI ky(Y;;,y) ir dabiskais kodolu novertgjums blivu-
ma funkcijai g(y) = [ f(y + x)f(z)dx no starpibas V;; = X; — X, un ky(Yi;,y) =
Hk(Yi; —y) + ko(Yi; +y)}. Hjort ([12]) paradija, ka g(y) videja vertiba ir g(y) +
029" (y) [u?k(u)du+ o(b?) un dispersija +{g*(y) — ¢*(y)} plus bezgaligi mazas funkcijas
ar zemaku kartu, kur ¢*(y) = 1{9(y,y) + 3(y, —v) + 3(=y,y) + §(—y, —y)} un gy, %) ir
kopeja blivuma funkcija divam saistitam starpibam (Xy — X, X3 — Xl). No ta seko, ka
izteiksmei

n 2 zn:m(Xu 0o, f) = V/n(0 — 6o)

i=1
ir videja vertiba ar kartu O(1/(y/nb) + +/nb?) un dispersija, kas tiecas uz 4V. Tas apstip-
rina (A1) un dod U ~ N(0,4V), pie nosacijumiem, ka y/nb — oo un y/nb* — 0.

Lai parbauditu (A3), ievérosim, ka f(x) < b Mhpmay katram z, kur K.y iv k(u) mak-
simums. Tatad max;<, |f(Xz) — 6] ir ierobezots ar b~ kpay + 0o, kas nozime, ka (A3) ir
speka, ja /nb — oo.

Beidzot, pieradot (A0), mums japarada, ka

Vispirms apskatisim
max m(Xm@o,f) > fgfg;fo(X) — jax ’f( i) — fo(Xi)| — bo.
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leverosim, ka maxj<;<p ]f(Xz) — fo(Xi)] — 0 g.d. ta ka f vienmerigi nepartraukta ar
piemeéerotu kodolu, pieméram, standartnormalo blivuma funkciju, jo pienemam, ka f,
ir vienmerigi nepartraukta. Turklat, maxi<;<, fo(X;) — sup, fo(t) > 6y g.d., ta ka f
nepartraukta un nav vienmeriga sadalijuma, tapec P{max;<;<, m(X;, 0o, f) >0} — 1.

Lidziga veida varam apskatit minj<;<, m(X;, 6, f) un secinat, ka —2In EL, (0o, f) — 4x3

péc sadalijuma [4].

Simulacijas

Teoretiski pieradijam, ka EL metode ar novertetu traucejoso parametru fparametram
0o = [ fidx strada. Apskatisim, ka tas izskatas praktiski. Simulesim standartnormala
sadalijuma izlasi ar apjomu n = 100. Ta ka mums ir zinams sadalijjums, tad varam
apréekinat isto 6y vertibu, kas generétajai izlasei ir 0.282. attela redzama EL metodes
statistika parametram 6, 95% ticamibas intervals, kas atrasts, izmantojot Teoremu
t.i., —21In EL, (6o, J?) —q 4x%, un 95% Butstrapa ticamibas intervals (ar zalu krasu). EL
ticamibas intervals ir [0.2364, 0.3238], tomeér Butstrapa ticamibas intervals ir sauraks —
[0.2376,0.3058]. Lai ari ticamibas intervals ar EL metodi nav optimalakais saja gadijuma,
EL metodes 0y novértéjums 0 = 0.2821 ir loti tuvs istajam parametram 6, tatad metode

strada labi $im piemeéram.

120
|

-2In EL
60 80
! !

40
|

20
|

o - -//

T T T T T T
0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

3. att. Ticamibas intervali ar EL un Butstrapa metodi parametram 6, = [ fidz

16



4.2. Atlikumu sadalijumi neparametriskaja regresija

Parlukojot globalo timekli, var atrast loti daudz materialus, kas veltiti neparametris-
kai regresijas atlikumu sadalijjuma novértésanai. Japiemin, ka saistita, bet specifiskaka
problema ir atlikumu dispersijas novertesana homoskedastiskos neparametriskas regresijas
modelos, kas guvusi vel lielaku autoru uzmanibu. Viens no piedavatajiem novertéjumiem
ir empiriska sadalijuma funkcija novértétiem atlikumiem, kurus iegiist, izmantojot ne-
parametrisko regresijas funkcijas novertejumu, kas Saja piemera ir ta sauktais nuisance
parametrs.

Aplikosim modeli Y = p(X) + &, kur X un ¢ ir neatkarigi, ¢ sadalijuma funkcija F.
nav zinama, un p(-) ir nezinama regresijas funkcija. Konstruesim EL ticamibas intervalus
parametram 6y = F.(z) € (0,1) fikseta punkta z. Tiek ieviesti tadi pasi pienemumi ka
Akritas un Van Keilegom publikacija [13] - F. ir nepartraukta, p(-) ir gluda funkcija, un
X ir ierobezota. Vienkarsibai ierobezosim X intervala (0,1).

Izmantosim Nadaraya-Watson novertejumu fi(x) = > | W, ;(z;b,)Y; regresijas fun-
keijas p novertesanai, kur Wi i(2;0,) = ko (Xi)/ D07 Koo (X5), un kyo(u) = 07"k ((u —
z)/b). Saja piemeéra izmantosim novertgjoso funkciju m(X,Y, 0, u) = Iy x)<sy — 0, kur

I ir indikatorfunkcija.

Nosacijumu parbaude

Tapat ka iepriek§ parbaudisim, vai funkcija m(X,Y,0, 1) = Ity _ux)<-y — 0 ir neno-

virzita:
E(Iyy—pxy<ey — 60) = E(Iy—px)<sy) — Bl = E(I{e<zy) — 00 = Fr(2) — 0 = 0.

Talak parbaudisim nosacijumus (A0) - (A3), kas nepieciesami, lai varétu pielietot Teo-
remu [7. Pirmkart (A1) seko no § = n~! Yoiy Tz<ay, kur & =Y; — i(X;), asimptotiskas
normalitates, kas aprakstita [13]: n{F.(z) — F.(2)} = n=Y2 " m(X;, Y}, 00, ) —a
N(0,V1), un V; defineta [13].

Nosactjums (A2) ir speka ar Vo = 6p(1 — 6p), ja 0 < 6y < 1. Ar1 (A3) izpildas, ta ka
funkcija /nm,, ir vienmerigi ierobezota ar 1. Visbeidzot, (A0) ir talitejas sekas no fakta,
ka P{Y —i(X) < z} konverge uz F.(z), kas seko no Teilora izvirzijuma un i vienmerigas

nepartrauktibas. Ta ka F.(z) ir strikti ierobezots (0, 1), tad
P{3 1<i,j<n:Y,—uX;) <zunY; —pu(X,) >z} =1,
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kas apstiprina (A0).
Publikacija [4] dots pieradijums, no kura seko, ka 100(1 — «)% ticamibas intervals
parametram 6y = F.(z) ir {0 : —2InEL,(0, 1) > e1_4}, kur e;_, ir 100(1 — «) kvantile

sadalijumam

N\ 2
n (Wl > it Liyviax<zy — 9)

(1 - 0)

Gludinata EL metode

Ta ka §im piemeram dota novertejosa funkcija m(X,Y, 0, u) = Ity _ux)<2y — 0 satur
indikatorfunkciju 7, tad ir nepieciesams to gludinat. Apskatisim gludinato plug-in EL
metodi, kuru lietosim $§1 pieméra simulacijas. Turklat Chen un Hall [14] paradija, ka,
pielietojot gludinasanu, var tikt uzlabota ticamibas intervalu parklajumu precizitate.

Tatad $im piemeéram gludinata novertejosa funkcija, kuru turpmak arf izmantosim, ir
mu(Xi, Y, 0, 1) = Hy(z — (Vi — (X;))) — 6, kur Hy(t) = [, K(u)du un K ir kada kodola

funkcija. Sikak ar o metodi var iepazities materiala[l4].

Simulacijas
Parbaudisim ari $o piemeéru ar simulacijam programma R. Simulésim datus kvadratis-
kai regresijai, t.i., zinams, ka p(z) = 2% 4] attela redzams Nadaraya-Watson novertejums

funkcijai p.

1.0

0.8

mu(X)
0.4 0.6

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4. att. Nadaraya-Watson novertejums funkcijai p = 22
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Pielietosim EL metodi parametra 6, = F.(0) atrasanai, ta ka ir zinams atlikumu
sadalijums — N(0,0.1), tad punkta z = 0 ista parametra 6, vertiba ir 0.5. EL metode
dod parametra 6y novertejumu § = 0.4805. attela redzams 95% ticamibas intervals
ar EL metodi — [0.4067,0.5551] un 95% Butstrapa ticamibas intervals [0.3739,0.566].
Saja piemera ar EL atrastais ticamibas intervals ir sauraks neka Butstrapa intervals, tas

nozime, ka §ja piemera EL strada labak neka Butstrapa metode.

120
|

=2In EL
60 80
!

40
|

20

0.2 0.4 0.6 0.8

5. att. Ticamibas intervali ar EL un Butstrapa metodi parametram 6y = F.(0)

4.3. Citi pieméri

Saja nodala apskatisim dazus pielietojumus EL metodei ar novertetiem parametriem
bez teoréetiska pamatojuma par nosacijumu (A0) - (A3) izpildisanos, tacu ar to var iepa-

zities publikacija [4].

Funkcionali izdzivoSanas analizé

Wang un Jing ([5])izstradaja plug-in empiriskas ticamibas funkcijas metodes versiju
funkcionalu klasei izdzivosanas analizé ar cenzorétu datu klatbiitni. Apzimésim riska
funkciju un cenzoréto riska funkciju attiecigi ar F' un G. Interesgjosais parametrs ir

linears funkcionalis no F forma 6 = 0(F) = [~ &(t)dF(t), kur £(t) ir (zinama) nenegativa

merojama funkcija un 0(F) ir galigs. Saja piemera novertejosa funkeija m,, = n=/?m, un
&(2)o
7,0,0,G) = ———— — 40
m(Z,6,,G) 1-G(Z) ’
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Z =min(X,Y), 0 = Iix<yy, Y ~ G. Seit tiek pienemts, ka X ~ F un Y ~ G neatka-
rigi. @n ir Kaplan-Meier novertéjums, kas kalpo par plug-in novértejumu Saja piemera,

savukart 6 ir forma 6 = Q(ﬁn), kur F, arfir F Kaplan-Meier novertejums.

Simetriskas sadalijuma funkcijas

Pienemsim, ka F' ir sadalijuma funkcija gadijuma lielumam X, kas ir simetrisks ap
kadu nezinamu lokacijas punktu a, tapec F(x) = 1 — F(2a — =) katram x. Apskatisim
parametra ¢y = F(x) novertéjumu fikséta punkta z no n id novérojumiem ar sadali-
juma funkciju F. Novertejosa funkcija satur 2 komponentes (pirma no tam ir parasta

novertejosa funkcija, bet otra izmanto simetrijas pienemumu): m, = n~"?m, kur

Iix<py — 0
m(X,0,a) = {xsed

[{X>2a—x} -0

Par a plug-in novertejumu @ tiek izmantota izlases mediana.
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Secinajumi

Darba galvena uzmaniba tika versta uz EL metodi ar novertétiem (plug-in) paramet-
riem, tacu, lai varetu izprast tas problematiku, bija nepiecieSamiba iepazities ar tradi-
cionalo empiriskas ticamibas metodi un galvenajiem rezultatiem, ko izmanto ticamibas
intervalu konstruésana. Ar simulacijam tika parbaudita Teorema [3| un, ka redzams
attela, EL metodes statistika videjai vertibai tiecas uz x? sadalijumu. Tas deva pamatu
ticamibas intervalu konstruesanas problematikas izpratnei. Ar ticamibas intervalu parkla-
jumu precizitati tika parbaudits, ka EL ticamibas metode strada lidzigi ka parametriskie
testi, tacu butu velams uzlabot parklajumu precizitati ticamibas intervaliem ar EL metodi
nelielu izlasu gadijuma.

Ta ka apskatitie EL. metodes pielietojumi ar novertetiem parametriem ir viendimen-
sionali, tad publikacija [4] apskatitie nosacijumi, galvena teorema un tas pieradijums tika
parstradats no p-dimensionala gadijuma uz gadijumu, kad p = 1. Darba tika parbaudits,
vai un ka Sie nosacijumi izpildas visvienkarsakaja gadijuma - videjai vertibai, kad netiek
ieviesti plug-in novertejumi. Tas lava secinat, ka dotie nosacijumi visparina statistikas
likumus, kas vienadi un neatkarigi sadalitiem novérojumiem ar galigu dispersiju vienmér
ir speki, piemeram, centrala robezteorema vai lielo skaitlu likums.

Plug-in novertejumu izmantosana var izraisit sekas, kad pieminetie statistikas liku-
mi var nebiit speka, tapéc nodala aprakstito nosacijumu eksistence ir butiska. 4.
nodala apskatits pieradijums tam, ka Sie nosacijumi izpildas abiem sikdk apskatitajiem
piemeriem. Tas lauj izmantot Teoremu [7| ticamibas intervalu konstruesanai piemeros ap-
skatitajiem parametriem. Pirmaja pieméra EL ar novertétiem parametriem ticamibas
intervals ir nedaudz plasaks neka Butstrapa ticamibas intervals, tacu EL metodes pa-
rametra novertéjums ir loti precizs. Savukart otraja piemera situacija ir preteja - EL
ticamibas intervals ir Ssauraks neka Butstrapa intervals, kas, iespejams, ir gludinatas EL
pielietosanas rezultats, jo ka pieminéts, tada veida var tikt uzlabota ticamibas intervalu
parklajumu precizitate.

Ta ka empiriskas ticamibas metode tiek plasi pielietota tikai nesen, tad vel ir daudz
iespejamu metodes uzlabojumu, kurus pielietojot, s1 metode biitu vel spécigaks konkurents

parametriskajam metodeéem.
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1. Pielikums

1.1. Programmas R kods Owena teorémas parbaudei

R_FF<-c()

n<-100

mu<-0

for (k in 1:1000)
{

izl<-rnorm(n,0,1)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_1<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum( (izl-mu) / (1+lambda* (iz1l-mu)))
+

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambda* (izl-mu)))

R_FF [k]<--2*log(prod (n*p))

}

hist (R_FF,prob=TRUE,main="",x1lab="-21n EL", 6 col="blue")

xx<-seq(0,12,by=0.01)

lines (xx,dchisq(xx,1),col="red",1lwd=2)
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1.2. Programmas R kods ticamibas intervaliem vidéjai vértibai

n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

R_FF<-function(mu)

{

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_1<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{

sum( (izl-mu) / (1+lambda* (iz1l-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)
#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.01)
#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambda* (izl-mu)))

R_FF<--2x1log(prod(n*p))

R_FF

}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)
r.ff<-seq(min(izl)+1.33,max(izl)-1.57,by=0.01)
plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="1",1lwd=2,ylab="-21n EL",xlab="" main="")
xx<-function(virkne)

{

qchisq(0.95,1)

}

xx2<-Vectorize (xx)

lines(r.ff ,xx2(r.ff) ,lwd=2,col="red")
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R_FF3<-function (mu)

{

R_FF3<-R_FF(mu)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize (R_FF3)

lines(r.ff,R_FF4(r.ff))

xx3<-function(virkne)

{

0

}

xx4<-Vectorize (xx3)

lines(r.ff,xx4(r.ff))
apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(izl)+0.1,

optimize (R_FF,c(min(izl) ,max(izl)))$minimum)) $root
aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(izl) ,max(izl)))
$minimum,max(iz1)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

1.3. Programmas R kods parklajumu precizitatei ticamibas in-

tervaliem

n<-100

prec<-function(izl,mu_0)

{

R_FF<-function(mu)

{

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_1<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{
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sum( (izl-mu) / (1+lambda* (iz1l-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)
#lam<-seq(lambda_1l,lambda_u,by=0.01)
#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambda* (izl-mu)))
R_FF<--2x1log(prod(n*p))

R_FF

+

R_FF3<-function (mu)

{

R_FF3<-R_FF(mu)-qchisq(0.95,1)

}

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(izl1)+0.1,

optimize (R_FF,c(min(izl) ,max(izl)))$minimum))$root
aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(izl),
max (izl)))$minimum,max (iz1)-0.1))$root

if ((mu_O>apak.rob)&(mu_O<aug.rob)){prec<-1} else {prec<-0}
+

precl<-replicate(10000,prec(rnorm(n,0,1),0))
parkl.prec<-sum(prec1) /10000

parkl.prec

k<-function(dati)

{

ki<-t.test(dati)$conf.int

b<-k1[1]*k1[2]

if (b<0) 1 else O

}

prec.t<-replicate(10000,k(rnorm(n,0,1)))
sum(prec.t) /10000
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1.4. Programmas R kods integralim pa blivuma funkcijas kvad-
ratu

library(sm)

n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

b<-hcv(izl) #gludinosais parametrs

###Atrast isto theta parametru

d<-function(x) dnorm(x) "2

thetaO<-integrate(d,-5,5)

thetal

plot(X,Y)

help(plot)

###Butstrapa ticamibas intervali
thetal<-function(dati)

{

f00<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums
{

1/n/bxsum(dnorm((dati-x) /b))

}

f111<-Vectorize (£00)

di<-function(x) f111(x)"2

integrate(dl,-5,5)$value

}

B<-1000
theta.boot<-replicate(B,thetal(sample(izl,replace=TRUE)))
se.boot<-var(theta.boot) #S72
apak.rob.boot<-thetal(izl)-qnorm(0.95) *sqrt(se.boot)
aug.rob.boot<-thetal(izl)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)
apak.rob.boot

aug.rob.boot

####Intervaali
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R_FF<-function(theta)

{

fOo<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{

1/n/b*sum(dnorm((izl-x) /b))

+

fi<-Vectorize(£f0)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(f1(izl))
lambda_1<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{

sum( (f1(izl)-theta)/(1+lambda*(f1(izl)-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)
#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)
#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambdax* (f1(izl)-theta)))

-2xlog(prod (n*p))

}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)
r.ff<-seq(min(f1(izl1l))+0.099,max(f1(iz1))-0.037,by=0.01)
plot(r.ff ,R_FF2(r.ff),type="1",ylab="-21n EL", xlab="",
lwd=2,ylim=c(-2,130) ,x1im=c(0.15,0.41))

abline (h=4*qchisq(0.95,1),1wd=2,col="red")
R_FF3<-function(theta)

{

R_FF3<-R_FF (theta)-4*qchisq(0.95,1)

}
R_FF4<-Vectorize(R_FF3)
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lines(r.ff ,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline (h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(£f1(iz1))+0.1,optimize (R_FF,c(min(£f1(izl)),
max (f1(izl))))$minimum))$root

aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(f1(izl)) ,max(f1(izl))))
$minimum,max(f1(izl))-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

abline(v=0.28209,col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

EL<-optimize(R_FF,c(min(£f1(izl)) ,max(£f1(izl))))$minimum

EL #Neparametriskas ticamibas metodes novertejums

1.5. Programmas R kods regresijas atlikumu sadalijjumiem

library(sm)

n<-100

X<-runif(n,0,1)

eps<-rnorm(n,0,0.1)

Y<-X"2+eps

scatterplot(X,Y)

pnorm(0,0,0.1)

###mu noveerteetais

bl<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{

sum( (1/blxdnorm((X-x)/bl))/sum(1/bl*dnorm((X-x)/bl))*Y)
}

mul<-Vectorize (mu)

m<-seq(min(X) ,max(X) ,by=0.01)

plot (m,mul(m),type="1",1lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")
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mi<-function(x) x"2
points(m,ml(m),type="1",1wd=2)
eps.nov<-Y-mul (X)

z<-0

b2<-hcv(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)

{

lambda_1<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{

sum( (H-theta)/(1+lambda* (H-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)
#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambda* (H-theta)))

-2x1log(prod (n*p))

}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)
r.ff<-seq(min(H)+0.1,max(H)-0.1,by=0.01)
plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="1",1wd=2,main="",

ylab="-21n EL",xlab="" 6ylim=c(-5,120))

abline(h=qchisq(0.95,1),col="red",1lwd=2)

R_FF3<-function(theta)
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{

R_FF3<-R_FF(theta)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize (R_FF3)

lines(r.ff ,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline (h=0)
apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(H)+0.1,0optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))
$minimum))$root

aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))
$minimum,max(H)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

theta_nov<-optimize (R_FF,c(min(H) ,max (H)))$minimum

theta_nov

###Butstrapa ticamibas intervali

z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{
k<-function(x)sum((1/blxdnorm((t-x)/bl))
/sum(1/bl*dnorm((t-x)/bl))*v)
ki1<-Vectorize (k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)

for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+1

w/n

}

B<-1000
theta.boot<-replicate(B,mu(sample (X,replace=TRUE),
sample(Y,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S°2
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apak.rob.boot<-mu(X,Y)-gnorm(0.95) *sqrt(se.boot)
aug.rob.boot<-mu(X,Y)+gnorm(0.95)*sqrt(se.boot)
apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline (v=pnorm(0),col="gray")
abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)
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Kursa darbs “Empiriska ticamibas funkcija ar novertétiem parametriem” izstradats

LU Fizikas un Matematikas fakultate.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie

informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Leonora Pahirko

(paraksts) (datums)

Rekomendeju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: doc. Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents: doc. Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu piepéma)

Darbs aizstavets kursa gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , Vertejums

(datums)

Komisijas sekretars/-e:

(Vards, Uzvards) (paraksts)
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