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Ievads

Statistikâ daudzas procedûras balstâs uz parametriskiem pieòçmumiem par datu sa-

dalîjumu, taèu praksç bieþi nâkas sastapties ar situâciju, kad ir grûti noteikt sadalîjuma

likumu, kam par iemeslu var bût nepietiekoðs izlases apjoms vai arî sareþìîts teorçtiskais

sadalîjums. Tâpçc aizvien populârâkas kïûst neparametriskâs metodes, lai izvairîtos no

kïûdâm, kas rodas, lietojot neprecîzus pieòçmumus par datu sadalîjumu. Viena no tâ-

dâm metodçm ir empîriskâs ticamîbas (turpmâk EL) funkcijas metode, kas ïauj modelçt

nezinâmo sadalîjumu, balstoties uz datu kopu.

Owen ([1],[2]) ir viens no pirmajiem, kas sâka pielietot EL metodi ticamîbas intervâlu

un reìionu konstruçðanai, taèu EL metodes pirmsâkumi meklçjami Thomas, Grunkemeier

(1975, [3]) darbos par ticamîbas intervâlu novçrtçðanu izdzîvoðanas datu analîzç. Tomçr

Owen vispârinâja rezultâtus, kas bija iegûti parametriskai vislielâkâs ticamîbas metodei,

un parâdîja, ka EL metodes statistika tiecas uz χ2
p sadalîjumu.

Ðî darba mçríis ir iepazîties ar rezultâtiem, kas vispârina EL metodes pielietoðanu

gadîjumos, kad tiek novçrtçti traucçjoðie (nuisance) parametri ar kâdu no neparametris-

kajâm metodçm. Ðî problemâtika smalki iztirzâta Hjort, McKeague un Van Keilegom

publikâcijâ [4]. Autori arî apskata vairâkus piemçrus, kuros EL metodes pielietoðana ir

çrtâka nekâ citas metodes.

Arî traucçjoðo parametru novçrtçðana (plug-in) EL metodes ticamîbas reìionu kons-

truçðanâ nav jauna. Pçdçjâ laikâ tâ tikusi bieþi pielietota daþâdos izdzîvoðanas datu

analîzes kontekstos, piemçram Wang un Jing (2001, [5]), kâ arî izlases apsekojumos ar

trûkstoðo datu imputâciju. Tomçr autoru mçríis darbâ [4] ir paplaðinât pielietoðanas ie-

spçjas EL metodei ar plug-in parametriem, kas varçtu nodroðinât arî darbîbas ar plaðâm

piemçru matricâm. Lai to izdarîtu, tiek ieviesti vispârçji pieòçmumi nosacîjumu veidâ,

kurus ir viegli pârbaudît lielâkajai daïai EL metodes pielietojumos, kas ir saprâtîgâk nekâ

ieviest teorçtiskos pamatelementus katram atseviðíam gadîjumam.

Ðî darba uzdevumi ir iepazîties ar pamatdefinîcijâm un teorçmâm par El metodi,

iepazîties ar EL metodi ar novçrtçtiem parametriem un ar simulâciju palîdzîbu pârbaudît,

kâ praktiski strâdâ piedâvâtais teorçtiskais materiâls. Darbs sastâv no 4 nodaïâm un

1 pielikuma. 1. nodaïa veltîta empîriskai ticamîbas funkcijai un empîriskâs ticamîbas

funkcijas attiecîbas testam, 2. nodaïâ apskatîta ticamîbas intervâlu konstruçðana ar EL

metodi vidçjai vçrtîbai un sniegts îss ieskats ticamîbas intervâlu konstruçðanai vispârçjâ
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gadîjumâ. 3. nodaïa apraksta EL metodi ar novçrtçtiem parametriem, galvenos rezultâtus

un to pierâdîjumu, kas pârstrâdâts uz viendimensionâlu gadîjumu. 4. nodaïâ doti daþi

EL metodes ar novçrtçtiem parametriem pielietojumi, kas apskatîti gan no teorçtiskâ, gan

praktiskâ aspekta. Pielikumâ iekïauts programmas R kods simulâciju veikðanai.
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1. Neparametriskâs ticamîbas funkcijas attiecîbas tests

1.1. Neparametriskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija

Definîcija 1. X1,. . . ,Xn iid, empîriskâ sadalîjuma funkcija tiek definçta kâ

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi≤x},

kur −∞ < x <∞ un indikatorfunkcija

I{Xi≤x} =

{
1, Xi ≤ x

0, Xi > x
.

Definîcija 2. X1,. . . ,Xn ∼ F iid, funkcijas F neparametriskâ (empîriskâ) ticamîbas

funkcija ir

L(F ) =
n∏
i=1

pi,

kur pi = P (x = Xi).

Ja F ir nepârtraukts sadalîjums, tad L(F ) = 0. Lai empîriskâ ticamîbas funkcija bûtu

pozitîva, sadalîjuma funkcijai F jâuzliek pozitîva varbûtîba katram no pçtâmâs datu kopas

punktiem.

Teorçma 1. (Owen,[2]) Pieòemsim, ka X1,. . . ,Xn ∈ R ir neatkarîgi gadîjuma lielumi

ar sadalîjuma funkciju F , un F̂n ir to empîriskâ sadalîjuma funkcija. Ja F 6= F̂n, tad

L(F ) < L(F̂n).

Teorçma 1. pierâda, ka neparametrisko ticamîbas funkciju maksimizç empîriskâ sada-

lîjuma funkcija. Tâtad empîriskâ sadalîjuma funkcija F̂n ir funkcijas F neparametriskâs

vislielâkâs ticamîbas funkcijas novçrtçjums.

1.2. Empîriskâs ticamîbas funkcijas attiecîbas tests

Neparametriskâs ticamîbas funkcijas attiecîbu var izmatot hipotçþu pârbaudei un ti-

camîbas intervâlu konstruçðanai, lîdzîgi kâ parametrisko vislielâkâs ticamîbas attiecîbas

testu (sk. [6]).

Definçsim neparametriskâs ticamîbas funkcijas attiecîbu sadalîjuma funkcijai F ar

izteiksmi

R(F ) =
L(F )

L(F̂n)
=

n∏
i=1

npi.
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Lai novçrtçtu parametrus un veiktu hipotçþu pârbaudi, nezinâmo parametru θ izsaka kâ

funkcionâli no sadalîjuma funkcijas F , t.i., θ = T (F ) un θ novçrtçjums ir θ̂ = T (F̂n).

Uzskatîsim, ka F pieder kopai F . F var sakrist ar R, taèu bieþâk tiek izmantota kâda

R apakðkopa. Definçsim profila empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju

EL(θ) = max{R(F )|T (F ) = θ, F ∈ F}.

Empîriskâs ticamîbas hipotçþu pârbaude noraida H0 : T (F0) = θ0, kad EL(θ0) < r0,

kur r0 ir konstante, kuru var noteikt izmantojot 2.1. nodaïâ apskatîtos rezultâtus (sk. arî

[7]). Empîriskâs ticamîbas metodes ticamîbas reìioni ir formâ {θ|EL(θ) ≥ r0}.
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2. Ticamîbas intervâlu konstruçðana ar EL

Lai labâk izprastu ticamîbas intervâlu konstruçðanas problemâtiku, apskatîsim vien-

kârðâko gadîjumu θ = T (F ) = µ.

Pieòemsim, ka mums ir doti X1,. . . ,Xn iid gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjuma

funkciju F . Lai konstruçtu ticamîbas reìionus parametram µ = EX =
∫ +∞
−∞ xdF (x),

izmantosim profila empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju

EL(µ) = max

{
n∏
i=1

npi | pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piXi = µ

}
. (2.1)

Owen ([2]) parâdîja, ka eksistç viens vienîgs izteiksmes (2.1) labâs puses atrisinâjums, ja µ

atrodas izliektajâ èaulâ, ko veido X1,. . . ,Xn. Maksimizâcijas problçmu (2.1) var atrisinât

ar Lagranþa reizinâtâju palîdzîbu.

Izteiksme
∏n

i=1 npi pie ierobeþojumiem

pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piXi = µ

savu maksimumu sasniedz, kad

pi = pi(µ) = n−1{1 + λ(Xi − µ)}−1,

kur λ = λ(µ) var iegût no izteiksmes

n∑
i=1

{1 + λ(Xi − µ)}−1(Xi − µ) = 0.

Tâtad

EL(µ) =
n∏
i=1

{1 + λ(Xi − µ)}−1.

Logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîbas statistika ir −2 lnEL(µ), t.i,

WE(µ0) = −2 lnEL(µ) = 2
n∑
i=1

ln{1 + λ(Xi − µ)}.

Piezîme 2. Lagranþa reizinâtâjs λ meklçjams intervâlâ
1− n−1

µ−X(n)

< λ(µ) <
1− n−1

µ−X(1)

,

kur X(1),. . . ,X(n) ir augoðâ secîbâ sakârtota sâkotnçjâ izlase [2].

Teorçma 3. (Owen, [2]) Ja X1,. . . ,Xn iid gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkciju F un

µ0 = E(Xi), un 0 < D(Xi) <∞, tad −2 lnEL(µ0) tiecas uz χ2
1, kad n→∞.
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1. tabula Pârklâjumu precizitâte ticamîbas intervâliem vidçjai vçrtîbai

n = 20 n = 50 n = 100

EL 0.9318 0.9524 0.949

t.test 0.9501 0.9513 0.9469

2. attçlâ redzams ticamîbas intervâls vidçjai vçrtîbai µ0 = 0 standartnormâli sadalî-

tiem simulçtiem datiem, α = 0.05. Tâ kâ îstâ vçrtîba atrodas ticamîbas intervâla robeþâs,

kas ir -0.1432 un 0.2445, tad varam domât, ka EL metode strâdâ labi, bet, lai par to

pârliecinâtos, aplûkosim pârklâjumu precizitâti ticamîbas intervâliem. Tabulâ 1. attçlota

gan EL metodes, gan t−testa ticamîbas intervâlu pârklâjumu precizitâte izlases apjomiem

n = 20, 50 un 100. Redzams, ka pie nelieliem izlaðu apjomiem EL metode strâdâ nedaudz

sliktâk, par t-testu, taèu 10 000 reiþu simulçtiem datiem ar n = 50 un 100 pârklâjumu

precizitâte abiem testiem ir lîdzîga, tâtad kopumâ varam secinât, ka EL metode strâdâ

labi.

2.1. EL un ticamîbas intervâli vispârçjâ gadîjumâ

Empîriskâs ticamîbas funkcijas metodes vispârçjs gadîjums izklâstîts materiâlâ [7].

Mçs apskatîsim tikai galvenos rezultâtus.

Pieòemsim, ka mums ir doti neatkarîgi un vienâdi sadalîti p-dimensionâli gadîjuma lie-

lumi X1,. . .,Xn ar nezinâmu sadalîjuma funkciju F . Informâcija par F un d-dimensionâlu

parametru θ ir dota funkcionâli { p neatkarîgu, nenovirzîtu funkciju formâ, t.i., mj(X, θ),

j = 1, 2, . . . , p, turklât tâdas, ka E{mj(X, θ)} = 0.

Piezîme 4. Turpmâk ðîs funkcijas mj(X, θ) sauksim par novçrtçjoðâm funkcijâm, un

p-dimensionâlâ gadîjumâ apzîmçsim tâs ar novçrtçjoðo funkciju vektoru m(X, θ).

Tâtad neparametriskai ticamîbas funkcijai L(F ) =
∏n

i=1 pi jâatrod maksimums pie

ierobeþojumiem

pi > 0,
∑
i

pi = 1,
∑
i

pim(Xi, θ) = 0.

Lai to izdarîtu, pielietosim Lagranþa reizinâtâju metodi tâpat kâ vidçjâs vçrtîbas gadîju-

mâ, un varam iegût

pi =
1

n(1 + λTm(Xi, θ))
.

8



Tagad varam definçt arî logaritmisko profila empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju

el(θ) =
n∑
i=1

ln{1 + λT (θ)m(Xi, θ)}. (2.2)

Piezîme 5. Gadîjumâ, ja θ = µ, tad novçrtçjoðâ funkcija m(Xi, µ) = Xi−µ un 2−1WE(µ)

ir (2.2) speciâlgadîjums.

Qin un Lawles ([7]) savâ darbâ apskata nosacîjumus, kuriem izpildoties, var pierâdît,

ka empîriskâs ticamîbas attiecîbas statistika hipotçzei H0 : θ = θ0 ir

WE(θ0) = 2el(θ0)− 2el(θ̂),

kur θ̂ ir parametra θ empîriskâs vislielâkâs ticamîbas novçrtçjums. Turklât,WE(θ0)→ χ2
p,

kad n→∞ un H0 ir spçkâ.

Ðie rezultâti dod iespçju konstruçt ticamîbas intervâlus parametram θ tâpat kâ vidçjai

vçrtîbai.
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3. Empîriskâs ticamîbas funkcijas metode ar novçr-

tçtiem parametriem

Kâ jau apskatîjâm iepriekðçjâs nodaïâs, EL metode ïauj modelçt nezinâmo sadalîju-

mu, izmantojot dotos novçrojumus. Secinâjumi par mûs interesçjoðajiem parametriem

var tikt izdarîti, lietojot p-dimensionâlu novçrtçjoðo funkciju formâ mn(X, θ, h), kur h ir

\traucçjoðais" (nuisance) parametrs ar nezinâmu îsto vçrtîbu h0.

Kad h0 ir zinâms, mçs varam aizstât h ar h0 profila EL attiecîbas funkcijâ

ELn(θ, h) = max

{
n∏
i=1

npi | pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pimn(Xi, θ, h) = 0

}
,

un atrast ticamîbas intervâlus parametram θ0 formâ {θ : ELn(θ, h0) > c}, kur problemâ-

tika, kâ atrast c apskatîta [1].

Autori N.L. Hjort, I.W. Mckeague un I. Van Keilegom publikâcijâ [4] apskata nosa-

cîjumus (A0) - (A3), kuriem izpildoties ir iespçjams vispârinât Ovena EL teorçmu [1].

Nezinâmais h0 tiek aizstâts ar novçrtçjumu ĥ, un tiek pieïauts, ka novçrtçjoðâ funkcija

var bût atkarîga no n. Turpmâk apskatîtie nosacîjumi (A0) - (A3) nodroðina nedeìenerçtu

robeþsadalîjumu un var bût noderîgi specifiskos pielietojumos, piemçram, kad novçrojumi

nav vienâdi neatkarîgi sadalîti.

Ieviesîsim sekojoðus apzîmçjumus vektoriem v, |v| - Eiklîda norma un v⊗2 = vvT , un

matricâm V = (vij), |V | = maxij |vij|.

{an} - pozitîvu konstanðu virkne un U - nedeìenerçts p-dimensionâls gadîjuma vektors.

V2 - p× p pozitîvi definîta kovariâciju matrica.

Piezîme 6. Ja nav norâdîts citâdâk, tad izmantosim an = 1 un U ∼ Np(0, V1), kur V1

pozitîvi definîta kovariâciju matrica.

(A0) P (ELn(θ0, ĥ) = 0)→ 0.

(A1)
∑n

i=1mn(Xi, θ0, ĥ)→d U .

(A2) an
∑n

i=1m
⊗2
n (Xi, θ0, ĥ)→pr V2.

(A3) an max1≤i≤n ||mn(Xi, θ0, ĥ)|| →pr 0.

Teorçma 7. Ja (A0) - (A3) ir spçkâ, tad −2a−1n logELn(θ0, ĥ)→d U
tV −12 U .

Piezîme 8. Ovena EL teorçma seko no Teorçmas 7, izvçloties an = 1 un mn(Xi, θ0, h) =

m(Xi, θ0, h)/
√
n.
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3.1. Viendimensionâls gadîjums

Vispirms apskatîsim, kâ nosacîjumi (A0) - (A3) izskatâs viendimensionâlâ gadîjumâ,

un pieòemsim, ka mn(Xi, θ0, h) = m(Xi, θ0, h)/
√
n, kâ arî U ir normâli sadalîts gadîjuma

lielums ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju σ2. Tâtad V2 = σ2.

Tad

(A0) P (ELn(θ0, ĥ) = 0)→ 0.

(A1)
∑n

i=1m(Xi, θ0, ĥ)/
√
n→d U .

(A2)
∑n

i=1m
2(Xi, θ0, ĥ)/n→pr σ

2.

(A3) max1≤i≤n |m(Xi, θ0, ĥ)
√
n| →pr 0.

Un Teorçma 7 dos rezultâtu formâ −2 logELn(θ0, ĥ)→d U
2/σ2, kas sakrît ar Owena EL

teorçmas rezultâtu.

Lai labâk izprastu nosacîjumu (A0) - (A3) nepiecieðamîbu, pârbaudîsim, vai tie izpildâs

vidçjai vçrtîba, t.i., kad m(Xi, θ) = Xi − µ.

Tâ kâ pieòçmâm, ka varbûtîbas pi lielâkas par 0, tad (A0) vienmçr izpildâs. (A1) seko

no Centrâlâs robeþteorçmas [6]:

n∑
i=1

m(Xi, θ0, ĥ)/
√
n =

1√
n

n∑
i=1

(Xi−µ) =
1√
n

(
n∑
i=1

Xi − nµ

)
=
√
n(X̄ −µ)→ N(0, σ2).

Kâ redzams, arî (A2) izpildâs, izmantojot Lielo skaitïu likumu [6]:

n∑
i=1

m2(Xi, θ0, ĥ)/n =
n∑
i=1

(Xi − µ)2

n
= σ̂2 →pr σ

2.

Savukârt nosacîjums (A3) ir spçkâ, jo

max
1≤i≤n

|m(Xi, θ0, ĥ)/
√
n| = max

1≤i≤n
|(Xi − µ)/

√
n|, (3.1)

un tâ kâ max1≤i≤n |Xi| = opr(
√
n) [1], tad (3.1) pçc varbûtîbas tiecas uz 0.

Redzams, ka dotie nosacîjumi apraksta statistikas likumus, kas ir vienmçr spçkâ iid

novçrojumiem ar galîgu dispersiju. Taèu, kad tiek pielietoti plug-in novçrtçjumi, situâcija

var bût pretçja, un ir svarîgi, lai izpildâs (A0) - (A3).

Pierâdîsim, ka, izpildoties (A0) - (A3), −2 logELn(θ0, ĥ)→d U
2/σ2 viendimensionâlâ

gadîjumâ.
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Pierâdîjums. Apzîmçsim Xn,i = mn(Xi, θ0, ĥ).

No (A0) ELn = ELn(θ0, ĥ) =
∏n

i=1(1+ λ̂Xn,i)
−1, kur Lagranþa reizinâtâjs λ̂ apmierina

vienâdojumu
∑n

i=1Xn,i/(1 + λ̂Xn,i) = 0.

Tad EL statistiku varam izteikt formâ

− 2 lnELn = Gn(λ̂) = sup
λ
Gn(λ), (3.2)

kur Gn(λ) = 2
∑n

i=1 ln(1 + λXn,i), un Gn definîcijas apgabals ir kopa, kurâ tâ ir definçta

(attiecîbâ uz lnx, kas nav definçts x ≤ 0). Jâatzîmç, ka Gn ir ieliekta un sasniedz

maksimumu pie λ̂, tâ kâ dGn(λ̂)/dλ̂ = 0.

Tâlâk apskatîsim Gn kvadrâtisko aproksimâciju

G∗n(λ) = 2λUn − λ2Vn, kur Un =
n∑
i=1

Xn,i, Vn =
n∑
i=1

X2
n,i,

un G∗n definîcijas apgabals ir R.

Nedaudz vçlâk pierâdîsim, ka starpîba starp maksimâlajâm Gn un G∗n vçrtîbâm ir ar

kârtu opr(an).

Tad no (3.2) un no fakta, ka G∗n tiek maksimizçta pie λ∗ = V −1n Un, kad Vn nav 0, seko,

ka

− 2a−1n lnELn = a−1n sup
λ
G∗n(λ) + opr(1) = U2

n(anVn)−1 + opr(1), (3.3)

kas pçc sadalîjuma tiecas uz U2/σ2, ja pieòemam, ka (A1) un (A2) ir spçkâ. No ðî

pierâdîjuma redzams, ka Teorçma 7 ir spçkâ gadîjumos, kad (Un, Vn)→d (U, σ2).

Tagad pierâdîsim, ka supGn − supG∗n = opr(an).

Pirmkârt, noteiksim λ̂ stohastisko kârtu. Rakstîsim λ̂ = |λ̂|, un, tâpat kâ [2], ir spçkâ

nevienâdîba

|λ̂|(Vn −DnUn) ≤ Un,

kur Dn = maxi≤n |Xn,i|. Bet Vn = opr(a
−1
n ), Un = opr(1) un DnUn = opr(a

−1
n ), tâpçc

|λ̂| = opr(an). Turklât λ∗ = V −1n Un, kad Vn nav 0, tâpçc λ∗ ir ar tâdu paðu stohastisko

kârtu opr(an) kâ λ̂.

Ir zinâms, ka ln(1 + x) = x− 1
2
x2 + 1

3
x3h(x), kur |h(x)| ≤ 2 katram |x| ≤ 1

2
. Tas dod,

katram c > 0 un |λ| ≤ c,

Gn(λ) = 2λUn − λ2Vn + rn(λ),

kur

|rn(λ)| ≤ (2/3)
n∑
i=1

|(λXn,i)
3||h(λXn,i)|
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≤ (4/3)|λ|Dnλ
2Vn ≤ (4/3)c3DnVn,

kas nodroðina cDn ≤ 1
2
.

Ar Tn,c un T ∗n,c apzîmçsim maksimâlâsGn unG∗n vçrtîbas apgabalâ Ωn(c), kas ir vienâds

ar {λ : |λ| ≤ can}, un iegûstam

|Tn,c/an − T ∗n,c/an| ≤ (1/a)n max{|rn(λ)| : |λ| ≤ can}

≤ (4/3)c3a2nDnVn,

kamçr canDn ≤ 1
2
. Izvçlçsimies c pietiekami lielu, lai gan λ̂, gan λ∗ piederçtu Ωn(c) ar

varbûtîbu lielâku par 1− η, kâdam iepriekð izvçlçtam η. Tad

P {|supGn/an − supG∗n/an| ≥ ε} ≤ P
{

(4/3)c2a2nDnVn ≥ ε
}

+P{|λ̂| > can}+ P {|λ∗| > can}+ P{canDn > (1/2)}.

Tad lim-sup varbûtîbu virknei kreisajâ pusç ir ierobeþota ar 2η. Tâ kâ η tika izvçlçts pa-

tvaïîgi, tad supGn/an un supG∗n/an ir jâbût vienâdiem robeþsadalîjumiem, kas ir U2/σ2.

[4]

Piezîme 9. Tâ kâ 4. nodaïâ aplûkotie piemçri ir ar dimensiju p = 1, tad ðeit neapskatîsim

Teorçmas 7 pierâdîjumu vispârçjâ gadîjumâ. Tas atrodams materiâlâ [4].
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4. EL ar novçrtçtiem parametriem pielietojumi

Ðajâ nodaïâ apskatîsim daþus piemçrus, kuros izmantota EL metode ar novçrtçtiem

parametriem. Kâ jau iepriekð norâdîjâm, pieòemsim, ka an = 1 un U ∼ Np(0, V1), kâ arî

mn(Xi, θ, h) = m(Xi, θ, h)/
√
n, taèu vispârinâjums var bût noderîgs citos pielietojumos.

4.1. Integrâlis pa blîvuma funkcijas kvadrâtu

Nedaudz pieskarsimies rangu testiem, kâ piemçram, Vilkoksona rangu testi, jo to efek-

tivitâte lielâm izlasçm ir augstâka nekâ t-testam vai F -testam. Rangu testi ir robusti,

t.i., to statistikas vçrtîba netiek nozîmîgi ietekmçta ar outlier klâtbûtni izlasç. Tomçr ðo

testu asimptotiskais sadalîjums, protams, ir atkarîgs no dotâs izlases sadalîjuma, tâpçc ir

nepiecieðamîba to novçrtçt.

Publikâcijâ [8] J.L. Hodges un E.L. Lehmann pierâda, ka, ja m/N → γ, kad N →∞,

kur m - pirmâs izlases apjoms un N - novçrojumu skaits, tad Hodges-Lehmann lokâcijas

novçrtçjums med(X−Y ) (mediâna izlasesX un Y starpîbu izlasei) ir asimptotiski normâls

ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju

1

12γ(1− γ)
(∫

f 2(x)dx
)2 .

Tâpçc ðajâ piemçrâ apskatîsim, kâ novçrtçt parametru θ =
∫
f 2dx, jo Hodges-Lehmann

lokâcijas novçrtçjuma dispersija ir proporcionâla 1/θ2 (sk. arî [9] un [10]). Lîdzîgi arî Vil-

koksona rangu testa pakâpi bûtiski ietekmç θ lielums [11].

Tâtad X1, . . . ,Xn iid ar nezinâmu blîvuma funkciju f0, kura ir vienmçrîgi nepârtrauk-

ta, bet ne vienmçrîgâ sadalîjuma. Parametra θ0 =
∫
f 2
0dx vçrtîba bieþi tiek pielietota arî

daþâdâs problçmâs, kas saistîtas ar neparametrisko blîvuma novçrtçðanu.

m(X, θ, f) = f(X) − θ izvçlamies par novçrtçjoðo funkciju, un kâ f0 plug-in novçr-

tçjumu izmantosim f̂(x) = n−1
∑n

i=1 kb(Xi − x), kur kb(·) = k(·/b)/b kodolu blîvuma

novçrtçjums un b joslas platums.

Nosacîjumu pârbaude

Vispirms pârbaudîsim, ka novçrtçjoðâ funkcija m(X, θ, f) = f(X) − θ ir nenovirzîta,

t.i.,

E(f(X)− θ) = E(f(X))− Eθ =

∫ +∞

−∞
f(x)f(x)dx− θ = 0.
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Lai pârliecinâtos, ka ir spçkâ nosacîjumi (A0) - (A3), definçsim

V =

∫
(f0 − θ0)2f0dx =

∫
f 3
0dx−

(∫
f 2
0dx

)2

,

kas ir
∑n

i=1m(Xi, θ0, f0)/
√
n asimptotiskâ dispersija, un ir pozitîva, tâ kâ f0 nav vienmç-

rîgi sadalîts.

Pârliecinâsimies, ka (A2) ir spçkâ, kad V2 = V . Tâtad

n−1
n∑
i=1

m2(Xi, θ0, f̂) = n−1
n∑
i=1

(
f̂(Xi)− θ0

)2
=

∫
f̂ 2dF̂n − 2θ0θ̂ + θ20,

kur F̂n empîriskâ sadalîjuma funkcija un θ̂ = n−1
∑n

i=1 f̂(Xi) =
∫
f̂dF̂ . Tad

∫
f̂dF̂ un∫

f̂ 2dF̂ pçc varbûtîbas konverìç attiecîgi uz
∫
f 2
0dx un

∫
f 3
0dx, kad b→ 0 un nb→∞.

Lai pârbaudîtu (A1), nepiecieðama rûpîgâka izpçte izteiksmei

θ̂ = n−1
n∑
i=1

f̂(Xi) = n−2
∑
i,j

kb(Xi −Xj) =
k(0)

nb
+
n− 1

n
ĝ.

Ðeit ĝ = ĝ(0), kur ĝ(y) = (n
2
)−1
∑

i<j k̄b(Yi,j, y) ir dabiskais kodolu novçrtçjums blîvu-

ma funkcijai g(y) =
∫
f(y + x)f(x)dx no starpîbas Yi,j = Xi − Xj, un k̄b(Yi,j, y) =

1
2
{kb(Yi,j − y) + kb(Yi,j + y)}. Hjort ([12]) parâdîja, ka ĝ(y) vidçjâ vçrtîba ir g(y) +

1
2
b2g′′(y)

∫
u2k(u)du+ o(b2) un dispersija 4

n
{g∗(y)− g2(y)} plus bezgalîgi mazas funkcijas

ar zemâku kârtu, kur g∗(y) = 1
4
{ḡ(y, y) + ḡ(y,−y) + ḡ(−y, y) + ḡ(−y,−y)} un ḡ(y1, y2) ir

kopçjâ blîvuma funkcija divâm saistîtâm starpîbâm (X2 −X1, X3 −X1). No tâ seko, ka

izteiksmei

n−1/2
n∑
i=1

m(Xi, θ0, f̂) =
√
n(θ̂ − θ0)

ir vidçjâ vçrtîba ar kârtu O(1/(
√
nb) +

√
nb2) un dispersija, kas tiecas uz 4V . Tas apstip-

rina (A1) un dod U ∼ N(0, 4V ), pie nosacîjumiem, ka
√
nb→∞ un

√
nb2 → 0.

Lai pârbaudîtu (A3), ievçrosim, ka f̂(x) ≤ b−1kmax katram x, kur kmax ir k(u) mak-

simums. Tâtad maxi≤n |f̂(Xi) − θ0| ir ierobeþots ar b−1kmax + θ0, kas nozîmç, ka (A3) ir

spçkâ, ja
√
nb→∞.

Beidzot, pierâdot (A0), mums jâparâda, ka

P{ min
1≤i≤n

m(Xi, θ0, f̂) < 0 < max
1≤i≤n

m(Xi, θ0, f̂)} → 1.

Vispirms apskatîsim

max
1≤i≤n

m(Xi, θ0, f̂) ≥ max
1≤i≤n

f0(Xi)− max
1≤i≤n

|f̂(Xi)− f0(Xi)| − θ0.
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Ievçrosim, ka max1≤i≤n |f̂(Xi) − f0(Xi)| → 0 g.d. tâ kâ f̂ vienmçrîgi nepârtraukta ar

piemçrotu kodolu, piemçram, standartnormâlo blîvuma funkciju, jo pieòçmâm, ka f0

ir vienmçrîgi nepârtraukta. Turklât, max1≤i≤n f0(Xi) → supt f0(t) > θ0 g.d., tâ kâ f0

nepârtraukta un nav vienmçrîgâ sadalîjuma, tâpçc P{max1≤i≤nm(Xi, θ0, f̂) > 0} → 1.

Lîdzîgâ veidâ varam apskatît min1≤i≤nm(Xi, θ0, f̂) un secinât, ka −2 lnELn(θ0, f̂)→ 4χ2
1

pçc sadalîjuma [4].

Simulâcijas

Teorçtiski pierâdîjâm, ka EL metode ar novçrtçtu traucçjoðo parametru f̂ parametram

θ0 =
∫
f 2
0dx strâdâ. Apskatîsim, kâ tas izskatâs praktiski. Simulçsim standartnormâlâ

sadalîjuma izlasi ar apjomu n = 100. Tâ kâ mums ir zinâms sadalîjums, tad varam

aprçíinât îsto θ0 vçrtîbu, kas ìenerçtajai izlasei ir 0.282. 3. attçlâ redzama EL metodes

statistika parametram θ0, 95% ticamîbas intervâls, kas atrasts, izmantojot Teorçmu 7,

t.i., −2 lnELn(θ0, f̂) →d 4χ2
1, un 95% Butstrapa ticamîbas intervâls (ar zaïu krâsu). EL

ticamîbas intervâls ir [0.2364, 0.3238], tomçr Butstrapa ticamîbas intervâls ir ðaurâks {

[0.2376, 0.3058]. Lai arî ticamîbas intervâls ar EL metodi nav optimâlâkais ðajâ gadîjumâ,

EL metodes θ0 novçrtçjums θ̂ = 0.2821 ir ïoti tuvs îstajam parametram θ0, tâtad metode

strâdâ labi ðim piemçram.
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3. att. Ticamîbas intervâli ar EL un Butstrapa metodi parametram θ0 =
∫
f 2
0dx
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4.2. Atlikumu sadalîjumi neparametriskajâ regresijâ

Pârlûkojot globâlo tîmekli, var atrast ïoti daudz materiâlus, kas veltîti neparametris-

kai regresijas atlikumu sadalîjuma novçrtçðanai. Jâpiemin, ka saistîta, bet specifiskâka

problçma ir atlikumu dispersijas novçrtçðana homoskedastiskos neparametriskâs regresijas

modeïos, kas guvusi vçl lielâku autoru uzmanîbu. Viens no piedâvâtajiem novçrtçjumiem

ir empîriskâ sadalîjuma funkcija novçrtçtiem atlikumiem, kurus iegûst, izmantojot ne-

parametrisko regresijas funkcijas novçrtçjumu, kas ðajâ piemçrâ ir tâ sauktais nuisance

parametrs.

Aplûkosim modeli Y = µ(X) + ε, kur X un ε ir neatkarîgi, ε sadalîjuma funkcija Fε

nav zinâma, un µ(·) ir nezinâma regresijas funkcija. Konstruçsim EL ticamîbas intervâlus

parametram θ0 = Fε(z) ∈ (0, 1) fiksçtâ punktâ z. Tiek ieviesti tâdi paði pieòçmumi kâ

Akritas un Van Keilegom publikâcijâ [13] - Fε ir nepârtraukta, µ(·) ir gluda funkcija, un

X ir ierobeþota. Vienkârðîbai ierobeþosim X intervâlâ (0, 1).

Izmantosim Nadaraya-Watson novçrtçjumu µ̂(x) =
∑n

i=1Wn,i(x; bn)Yi regresijas fun-

kcijas µ novçrtçðanai, kur Wn,i(x; bn) = kb,x(Xi)/
∑n

j=1 kb,x(Xj), un kb,x(u) = b−1k((u −

x)/b). Ðajâ piemçrâ izmantosim novçrtçjoðo funkciju m(X, Y, θ, µ) = I{Y−µ(X)≤z}− θ, kur

I ir indikatorfunkcija.

Nosacîjumu pârbaude

Tâpat kâ iepriekð pârbaudîsim, vai funkcija m(X, Y, θ, µ) = I{Y−µ(X)≤z} − θ ir neno-

virzîta:

E(I{Y−µ(X)≤z} − θ0) = E(I{Y−µ(X)≤z})− Eθ0 = E(I{ε≤z})− θ0 = Fε(z)− θ0 = 0.

Tâlâk pârbaudîsim nosacîjumus (A0) - (A3), kas nepiecieðami, lai varçtu pielietot Teo-

rçmu 7 . Pirmkârt (A1) seko no θ̂ = n−1
∑n

i=1 I{ε̂i≤z}, kur ε̂i = Yi − µ̂(Xi), asimptotiskâs

normalitâtes, kas aprakstîta [13]:
√
n{F̂ε(z) − Fε(z)} = n−1/2

∑n
i=1m(Xi, Yi, θ0, µ̂) →d

N(0, V1), un V1 definçta [13].

Nosacîjums (A2) ir spçkâ ar V2 = θ0(1 − θ0), ja 0 < θ0 < 1. Arî (A3) izpildâs, tâ kâ

funkcija
√
nmn ir vienmçrîgi ierobeþota ar 1. Visbeidzot, (A0) ir tûlîtçjas sekas no fakta,

ka P{Y − µ̂(X) ≤ z} konverìç uz Fε(z), kas seko no Teilora izvirzîjuma un µ̂ vienmçrîgâs

nepârtrauktîbas. Tâ kâ Fε(z) ir strikti ierobeþots (0, 1), tad

P{∃ 1 ≤ i, j ≤ n : Yi − µ̂(Xi) ≤ z un Yj − µ̂(Xj) > z} → 1,
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kas apstiprina (A0).

Publikâcijâ [4] dots pierâdîjums, no kura seko, ka 100(1 − α)% ticamîbas intervâls

parametram θ0 = Fε(z) ir {θ : −2 lnELn(θ, µ) ≥ e1−α}, kur e1−α ir 100(1 − α) kvantile

sadalîjumam

n
(
n−1

∑n
i=1 I{Yi−µ̂(Xi)≤z} − θ̂

)2
θ̂(1− θ̂)

.

Gludinâtâ EL metode

Tâ kâ ðim piemçram dotâ novçrtçjoðâ funkcija m(X, Y, θ, µ) = I{Y−µ(X)≤z} − θ satur

indikatorfunkciju I, tad ir nepiecieðams to gludinât. Apskatîsim gludinâto plug-in EL

metodi, kuru lietosim ðî piemçra simulâcijâs. Turklât Chen un Hall [14] parâdîja, ka,

pielietojot gludinâðanu, var tikt uzlabota ticamîbas intervâlu pârklâjumu precizitâte.

Tâtad ðim piemçram gludinâtâ novçrtçjoðâ funkcija, kuru turpmâk arî izmantosim, ir

mH(Xi, Yi, θ, µ) = Hb(z− (Yi−µ(Xi)))−θ, kur Hb(t) =
∫
u≤tK(u)du un K ir kâda kodola

funkcija. Sîkâk ar ðo metodi var iepazîties materiâlâ[14].

Simulâcijas

Pârbaudîsim arî ðo piemçru ar simulâcijâm programmâ R. Simulçsim datus kvadrâtis-

kai regresijai, t.i., zinâms, ka µ(x) = x2. 4. attçlâ redzams Nadaraya-Watson novçrtçjums

funkcijai µ.
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4. att. Nadaraya-Watson novçrtçjums funkcijai µ = x2
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Pielietosim EL metodi parametra θ0 = Fε(0) atraðanai, tâ kâ ir zinâms atlikumu

sadalîjums { N(0, 0.1), tad punktâ z = 0 îstâ parametra θ0 vçrtîba ir 0.5. EL metode

dod parametra θ0 novçrtçjumu θ̂ = 0.4805. 5. attçlâ redzams 95% ticamîbas intervâls

ar EL metodi { [0.4067, 0.5551] un 95% Butstrapa ticamîbas intervâls [0.3739, 0.566].

Ðajâ piemçrâ ar EL atrastais ticamîbas intervâls ir ðaurâks nekâ Butstrapa intervâls, tas

nozîmç, ka ðjâ piemçrâ EL strâdâ labâk nekâ Butstrapa metode.
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5. att. Ticamîbas intervâli ar EL un Butstrapa metodi parametram θ0 = Fε(0)

4.3. Citi piemçri

Ðajâ nodaïâ apskatîsim daþus pielietojumus EL metodei ar novçrtçtiem parametriem

bez teorçtiskâ pamatojuma par nosacîjumu (A0) - (A3) izpildîðanos, taèu ar to var iepa-

zîties publikâcijâ [4].

Funkcionâïi izdzîvoðanas analîzç

Wang un Jing ([5])izstrâdâja plug-in empîriskâs ticamîbas funkcijas metodes versiju

funkcionâïu klasei izdzîvoðanas analîzç ar cenzorçtu datu klâtbûtni. Apzîmçsim riska

funkciju un cenzorçto riska funkciju attiecîgi ar F un G. Interesçjoðais parametrs ir

lineârs funkcionâlis no F formâ θ = θ(F ) =
∫∞
0
ξ(t)dF (t), kur ξ(t) ir (zinâma) nenegatîva

mçrojama funkcija un θ(F ) ir galîgs. Ðajâ piemçrâ novçrtçjoðâ funkcija mn = n−1/2m, un

m(Z, δ, θ, G) =
ξ(Z)δ

1−G(Z)
− θ,
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Z = min(X, Y ), δ = I{X<Y }, Y ∼ G. Ðeit tiek pieòemts, ka X ∼ F un Y ∼ G neatka-

rîgi. Ĝn ir Kaplan-Meier novçrtçjums, kas kalpo par plug-in novçrtçjumu ðajâ piemçrâ,

savukârt θ̂ ir formâ θ̂ = θ(F̂n), kur F̂n arî ir F Kaplan-Meier novçrtçjums.

Simetriskas sadalîjuma funkcijas

Pieòemsim, ka F ir sadalîjuma funkcija gadîjuma lielumam X, kas ir simetrisks ap

kâdu nezinâmu lokâcijas punktu a, tâpçc F (x) = 1 − F (2a − x) katram x. Apskatîsim

parametra θ0 = F (x) novçrtçjumu fiksçtâ punktâ x no n iid novçrojumiem ar sadalî-

juma funkciju F . Novçrtçjoðâ funkcija satur 2 komponentes (pirmâ no tâm ir parastâ

novçrtçjoðâ funkcija, bet otrâ izmanto simetrijas pieòçmumu): mn = n−1/2m, kur

m(X, θ, a) =

 I{X≤x} − θ

I{X>2a−x} − θ

 .

Par a plug-in novçrtçjumu â tiek izmantota izlases mediâna.
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Secinâjumi

Darbâ galvenâ uzmanîba tika vçrsta uz EL metodi ar novçrtçtiem (plug-in) paramet-

riem, taèu, lai varçtu izprast tâs problemâtiku, bija nepiecieðamîba iepazîties ar tradi-

cionâlo empîriskâs ticamîbas metodi un galvenajiem rezultâtiem, ko izmanto ticamîbas

intervâlu konstruçðanâ. Ar simulâcijâm tika pârbaudîta Teorçma 3, un, kâ redzams 1.

attçlâ, EL metodes statistika vidçjai vçrtîbai tiecas uz χ2
1 sadalîjumu. Tas deva pamatu

ticamîbas intervâlu konstruçðanas problemâtikas izpratnei. Ar ticamîbas intervâlu pârklâ-

jumu precizitâti tika pârbaudîts, ka EL ticamîbas metode strâdâ lîdzîgi kâ parametriskie

testi, taèu bûtu vçlams uzlabot pârklâjumu precizitâti ticamîbas intervâliem ar EL metodi

nelielu izlaðu gadîjumâ.

Tâ kâ apskatîtie EL metodes pielietojumi ar novçrtçtiem parametriem ir viendimen-

sionâli, tad publikâcijâ [4] apskatîtie nosacîjumi, galvenâ teorçma un tâs pierâdîjums tika

pârstrâdâts no p-dimensionâla gadîjuma uz gadîjumu, kad p = 1. Darbâ tika pârbaudîts,

vai un kâ ðie nosacîjumi izpildâs visvienkârðâkajâ gadîjumâ - vidçjai vçrtîbai, kad netiek

ieviesti plug-in novçrtçjumi. Tas ïâva secinât, ka dotie nosacîjumi vispârina statistikas

likumus, kas vienâdi un neatkarîgi sadalîtiem novçrojumiem ar galîgu dispersiju vienmçr

ir spçki, piemçram, centrâlâ robeþteorçma vai lielo skaitïu likums.

Plug-in novçrtçjumu izmantoðana var izraisît sekas, kad pieminçtie statistikas liku-

mi var nebût spçkâ, tâpçc 3. nodaïâ aprakstîto nosacîjumu eksistence ir bûtiska. 4.

nodaïâ apskatîts pierâdîjums tam, ka ðie nosacîjumi izpildâs abiem sîkâk apskatîtajiem

piemçriem. Tas ïauj izmantot Teorçmu 7 ticamîbas intervâlu konstruçðanai piemçros ap-

skatîtajiem parametriem. Pirmajâ piemçrâ EL ar novçrtçtiem parametriem ticamîbas

intervâls ir nedaudz plaðâks nekâ Butstrapa ticamîbas intervâls, taèu EL metodes pa-

rametra novçrtçjums ir ïoti precîzs. Savukârt otrajâ piemçrâ situâcija ir pretçja - EL

ticamîbas intervâls ir ðaurâks nekâ Butstrapa intervâls, kas, iespçjams, ir gludinâtâs EL

pielietoðanas rezultâts, jo kâ pieminçts, tâdâ veidâ var tikt uzlabota ticamîbas intervâlu

pârklâjumu precizitâte.

Tâ kâ empîriskâs ticamîbas metode tiek plaði pielietota tikai nesen, tad vçl ir daudz

iespçjamu metodes uzlabojumu, kurus pielietojot, ðî metode bûtu vçl spçcîgâks konkurents

parametriskajâm metodçm.
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1. Pielikums

1.1. Programmas R kods Owena teorçmas pârbaudei

R_FF<-c()

n<-100

mu<-0

for (k in 1:1000)

{

izl<-rnorm(n,0,1)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_l<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((izl-mu)/(1+lambda*(izl-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(izl-mu)))

R_FF[k]<--2*log(prod(n*p))

}

hist(R_FF,prob=TRUE,main="",xlab="-2ln EL",col="blue")

xx<-seq(0,12,by=0.01)

lines(xx,dchisq(xx,1),col="red",lwd=2)
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1.2. Programmas R kods ticamîbas intervâliem vidçjai vçrtîbai

n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

R_FF<-function(mu)

{

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_l<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((izl-mu)/(1+lambda*(izl-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.01)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(izl-mu)))

R_FF<--2*log(prod(n*p))

R_FF

}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

r.ff<-seq(min(izl)+1.33,max(izl)-1.57,by=0.01)

plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="l",lwd=2,ylab="-2ln EL",xlab="",main="")

xx<-function(virkne)

{

qchisq(0.95,1)

}

xx2<-Vectorize(xx)

lines(r.ff,xx2(r.ff),lwd=2,col="red")
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R_FF3<-function(mu)

{

R_FF3<-R_FF(mu)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize(R_FF3)

lines(r.ff,R_FF4(r.ff))

xx3<-function(virkne)

{

0

}

xx4<-Vectorize(xx3)

lines(r.ff,xx4(r.ff))

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(izl)+0.1,

optimize(R_FF,c(min(izl),max(izl)))$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(izl),max(izl)))

$minimum,max(izl)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

1.3. Programmas R kods pârklâjumu precizitâtei ticamîbas in-

tervâliem

n<-100

prec<-function(izl,mu_0)

{

R_FF<-function(mu)

{

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_l<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{
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sum((izl-mu)/(1+lambda*(izl-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.01)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(izl-mu)))

R_FF<--2*log(prod(n*p))

R_FF

}

R_FF3<-function(mu)

{

R_FF3<-R_FF(mu)-qchisq(0.95,1)

}

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(izl)+0.1,

optimize(R_FF,c(min(izl),max(izl)))$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(izl),

max(izl)))$minimum,max(izl)-0.1))$root

if ((mu_0>apak.rob)&(mu_0<aug.rob)){prec<-1} else {prec<-0}

}

prec1<-replicate(10000,prec(rnorm(n,0,1),0))

parkl.prec<-sum(prec1)/10000

parkl.prec

k<-function(dati)

{

k1<-t.test(dati)$conf.int

b<-k1[1]*k1[2]

if (b<0) 1 else 0

}

prec.t<-replicate(10000,k(rnorm(n,0,1)))

sum(prec.t)/10000
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1.4. Programmas R kods integrâlim pa blîvuma funkcijas kvad-

râtu

library(sm)

n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

b<-hcv(izl) #gludinosais parametrs

###Atrast isto theta parametru

d<-function(x) dnorm(x)^2

theta0<-integrate(d,-5,5)

theta0

plot(X,Y)

help(plot)

###Butstrapa ticamibas intervali

theta1<-function(dati)

{

f00<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{

1/n/b*sum(dnorm((dati-x)/b))

}

f111<-Vectorize(f00)

d1<-function(x) f111(x)^2

integrate(d1,-5,5)$value

}

B<-1000

theta.boot<-replicate(B,theta1(sample(izl,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S^2

apak.rob.boot<-theta1(izl)-qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-theta1(izl)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

apak.rob.boot

aug.rob.boot

####Intervaali
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R_FF<-function(theta)

{

f0<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{

1/n/b*sum(dnorm((izl-x)/b))

}

f1<-Vectorize(f0)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(f1(izl))

lambda_l<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((f1(izl)-theta)/(1+lambda*(f1(izl)-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(f1(izl)-theta)))

-2*log(prod(n*p))

}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

r.ff<-seq(min(f1(izl))+0.099,max(f1(izl))-0.037,by=0.01)

plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="l",ylab="-2ln EL",xlab="",

lwd=2,ylim=c(-2,130),xlim=c(0.15,0.41))

abline(h=4*qchisq(0.95,1),lwd=2,col="red")

R_FF3<-function(theta)

{

R_FF3<-R_FF(theta)-4*qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize(R_FF3)
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lines(r.ff,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline(h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(f1(izl))+0.1,optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),

max(f1(izl))))$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),max(f1(izl))))

$minimum,max(f1(izl))-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

abline(v=0.28209,col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

EL<-optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),max(f1(izl))))$minimum

EL #Neparametriskas ticamibas metodes novertejums

1.5. Programmas R kods regresijas atlikumu sadalîjumiem

library(sm)

n<-100

X<-runif(n,0,1)

eps<-rnorm(n,0,0.1)

Y<-X^2+eps

scatterplot(X,Y)

pnorm(0,0,0.1)

###mu noveerteetais

b1<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{

sum((1/b1*dnorm((X-x)/b1))/sum(1/b1*dnorm((X-x)/b1))*Y)

}

mu1<-Vectorize(mu)

m<-seq(min(X),max(X),by=0.01)

plot(m,mu1(m),type="l",lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")
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m1<-function(x) x^2

points(m,m1(m),type="l",lwd=2)

eps.nov<-Y-mu1(X)

z<-0

b2<-hcv(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)

{

lambda_l<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((H-theta)/(1+lambda*(H-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(H-theta)))

-2*log(prod(n*p))

}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

r.ff<-seq(min(H)+0.1,max(H)-0.1,by=0.01)

plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="l",lwd=2,main="",

ylab="-2ln EL",xlab="",ylim=c(-5,120))

abline(h=qchisq(0.95,1),col="red",lwd=2)

R_FF3<-function(theta)
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{

R_FF3<-R_FF(theta)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize(R_FF3)

lines(r.ff,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline(h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(H)+0.1,optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))

$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))

$minimum,max(H)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

theta_nov<-optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))$minimum

theta_nov

###Butstrapa ticamibas intervali

z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{

k<-function(x)sum((1/b1*dnorm((t-x)/b1))

/sum(1/b1*dnorm((t-x)/b1))*v)

k1<-Vectorize(k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)

for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+1

w/n

}

B<-1000

theta.boot<-replicate(B,mu(sample(X,replace=TRUE),

sample(Y,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S^2
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apak.rob.boot<-mu(X,Y)-qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-mu(X,Y)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline(v=pnorm(0),col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)
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