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Anotâcija

Bikels un Rozenblats 1973. gadâ ieviesa testu par sadalîjuma pârbaudi, kas ir balstîts

uz integrçto kvadrâtisko kïûdu starp blîvuma funkciju un kodolu blîvuma funkcijas no-

vçrtçjumu. Statistikas robeþsadalîjums sakrît neatkarîgiem novçrojumiem un absolûti

regulâriem procesiem, turklât testu var izmantot vienkârðu un saliktu hipotçþu pârbau-

dei. Neskatoties uz tâ labajâm îpaðîbâm, tests nav praksç pielietojams neatrisinâtâs joslas

platuma izvçles dçï. Lîdzîgai statistikai 2008. gadâ Gao un Gijbelsa atrisinâja joslas pla-

tuma izvçles problçmu, atrodot izvedumus jaudas un nozîmîguma funkcijâm. Darbâ ar

simulâciju palîdzîbu pçtîta testa asimptotiskâ uzvedîba un jauda. Lai testu varçtu pada-

rît pielietojamu, apskatîts, kâ Gao un Gibelsas rezultâts pielietojams Bikela{Rozenblata

statistikai.

Atslçgas vârdi: tests par sadalîjuma pârbaudi; kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums;

joslas platuma izvçle



Abstract

Bickel and Rosenblatt (1973) proposed a goodness-of-fit test based on the integrated squa-

red error between the kernel density estimate and the parametric density. The test has the

same limiting distribution for independent observations and absolutely regular processes.

This holds true for both simple and composite hypothesis. Despite it's good properties

this test has a big drawback { it can not be applied practically due to the problematic

bandwidth parameter choice. Recently for similar test statistics Gao and Gijbels (2008)

solved the problem of bandwidth choice by establishing closed{form expressions for both

size and power functions. In this thesis the asymptotic behavior of the test is investigated

by simulation study. Moreover it is shown how the result of Gao and Gijbels could be

applied for the Bickel{Rosenblatt statistic.

Keywords: goodness-of-fit test; kernel density estimate; bandwidth selection
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Apzîmejumi

LU Latvijas Universitâte

R reâlo skaitïu kopa

Z veselo skaitïu kopa

d−→ konverìence pçc sadalîjuma

E matemâtiskâ cerîba

D dispersija

IA(x) indikatorfunkcija, vienâda ar 1, kad x ∈ A, un 0 pretçjâ gadîjumâ

N(µ, σ) normâlais sadalîjums ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2

v.s. [a, b] vienmçrîgais sadalîjums intervâlâ [a, b]
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Ievads

Hipotçþu pârbaude par izlases sadalîjumu ir viena no bieþâk sastopamajâm problçmâm

statistikâ. Pazîstamâkie no testiem par izlases sadalîjuma atbilstîbu kâdai parametriskai

funkcijai ir 1933. gadâ definçtais Kolmogorova-Smirnova un 1900. gadâ ieviestais Pîrsona

χ2 tests. Vçl viens klasisks tests ir 1937. gadâ ieviestais Neimaòa tests, kurð îpaði aktuâls

kïuvis, kopð Ledvina 1994. gadâ ieviesa metodi nezinâmâ parametra k noteikðanai [1] un

1996. gadâ kopâ ar Inglotu (Inglot) parâdîja, ka maziem izlaðu apjomiem tas ir efektîvâks

par citiem klasiskajiem testiem pârbaudei par sadalîjuma likumu [2].

Salîdzinoði jaunâks ir Bikela (Bickel) un Rozenblata (Rosenblatt) 1973. gadâ ievies-

tais tests [3]. Tâ pamatâ ir Rozenblata 1956. gadâ atklâtais neparametriskais kodolu

blîvuma funkcijas novçrtçjums fn [4], precîzâk, L2{attâlums (integrçtâ kvadrâtiskâ kïû-

da) starp fn un hipotçtisko blîvuma funkciju. Bikela{Rozenblata tests savâ ziòâ ir lîdzîgs

Kolmogorova{Smirnova testam, taèu nepârbauda hipotçzi par sadalîjuma, bet gan par

blîvuma funkciju.

Klasiskais Bikela{Rozenblata tests paredzçts vienkârðu hipotçþu pârbaudei neatkarî-

giem datiem, taèu tas bez transformâcijâm izmantojams arî absolûti regulâriem procesiem,

ko 2000. gadâ parâdîjuði Noimans (Neumann) un Paparoditis (Paparoditis) [5].

Pavisam nesen, 2009. gadâ, publicçtajâ Munka (Munk) u.c. rakstâ [6] ir atklâta

testa statistika, kas ïauj modificçt Neimaòa statistiku, lai to varçtu pielietot atkarîgiem

datiem. Bikela{Rozenblata statistika ir daudz salîdzinâta ar Kolmogorova{Smirnova un

Pîrsona testiem, taèu ne ar Neimaòa statistiku, tâdçï viens no darba mçríiem ir ar simu-

lâciju palîdzîbu salîdzinât ðo testu jaudas atkarîgiem un neatkarîgiem datiem vienkârðâm

hipotçzçm, kas lîdz ðim vçl nav darîts. Tests nav sastopams nevienâ no statistikas prog-

rammâm, tâdçï pirmais uzdevums pirms simulâciju veikðanas bija uzrakstît programmu

testa realizâcijai. Lai palielinâtu âtrdarbîbu un precizitâti, programmâ vienmçrîgâ kodola

gadîjums uzlabots ar analîtiskiem pârveidojumiem.

Bikela{Rozenblata tests derîgs arî saliktu hipotçþu pârbaudei un daudzdimensionâ-

liem gadîjuma lielumiem neatkarîgiem un atkarîgiem datiem. Ðis ir vienîgais zinâmais

tests ar tik labâm îpaðîbâm, tâdçï varçtu kïût par ideâlu testu statistikas praksç. Taèu

neparametriskajâ statistikâ ïoti pazîstama ir optimâlâ joslas platuma h izvçles problçma.

Izòçmums nav arî Bikela{Rozenblata tests, tâdçï otrs darba mçríis ir apskatît ðo problç-

mu un piedâvât iespçjamos risinâjumus. Tas, cik bûtiska loma ir pareiza joslas platuma
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izvçlei, tiks sâkotnçji parâdîts ar simulâciju palîdzîbu.

Tâ kâ, pçtot Bikela{Rozenblata testu, atklâjâs, ka nav ieviesta procedûra optimâ-

lâ joslas platuma izvçlei, darbâ tiks meklçtas iespçjas atrast h optimâlo novçrtçjumu.

Gao (Gao) un Gijbelsa (Gijbels) 2008. gadâ ievieð metodi, ar kuras palîdzîbu viòu ap-

skatîtajai statistikai tiek atrasts optimâlais h. Pielietojot Edgeworth izvirzîjumus tiek

novçrtçtas nozîmîguma un jaudas funkcijas, kuras tâlâk tiek lietotas optimizâcijas uzde-

vuma sastâdîðanai, kuru atrisinot iegûst optimâlo joslas platumu. Apskatîtâ statistika arî

izmanto kodolu gludinâðanu, taèu paredzçta citai, regresijas, problemâtikai. Darbâ ap-

skatîtas iespçjas izmantot ðo rezultâtu Bikela{Rozenblata testam, kas ïautu padarît testu

izmantojamu.

Darbs sastâv no èetrâm nodaïâm un pielikuma. Pirmajâ nodaïâ apskatîtas divas kla-

siskâs Bikela{Rozenblata statistikas un to asimptotiskais sadalîjums. Otrajâ nodaïâ parâ-

dîti daþi jaunâkie rezultâti par Bikela{Rozenblata testu, kâ arî definçta darbâ apskatîtâ

Bikela{Rozenblata statistika. Treðajâ nodaïâ ar simulâciju palîdzîbu pçtîta statistikas

asimptotiskâ uzvedîba un analizçta jauda, kâ arî veikts salîdzinâjums ar Neimaòa testu.

Ceturtâ nodaïa veltîta optimâlâ joslas platuma analîzei. Pielikumâ atspoguïota daïa no

simulâciju rezultâtiem un pievienots programmu kods.
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1. KLASISKAIS BIKELA{ROZENBLATA TESTS

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar nepâr-

trauktu blîvuma funkciju f . Hipotçzes

H0 : f = f0

H1 : f 6= f0

pârbaudei Bikels un Rozenblats [3] ievieð testa statistiku

T brn = nhn

∫
[fn(x)− E(fn(x))]2a(x)dx, (1.0.1)

kur a(x) ir brîvi izvçlçta integrçjama, reâlvçrtîga funkcija. Blîvuma funkcija tiek novçrtçta

ar ierobeþotas, integrçjamas kodola funkcijas K palîdzîbu,

fn(x) =
1

nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)
,

kas sîkâk tiks apskatîts apakðnodaïâ 1.1.

1.1. Blîvuma funkcijas kodolu novçrtçjums

Pieòemsim, ka doti neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi X1, . . . , Xn ar sada-

lîjuma funkciju f(x) = F ′(x) un blîvuma funkciju f(x) = F ′(x). Blîvuma funkcijas

neparametriskâs novçrtçðanas mçríis ir novçrtçt blîvuma funkciju f ar iespçjami mazâk

pieòçmumiem par f . Lai saprastu novçrtçjuma ideju, visvieglâk to uztvert kâ histogram-

mas vispârinâjumu.

Definîcija 1. Ja reâlo skaitïu asi sadala intervâlos Bj ar platumu 2h,

Bj = [x0 + 2(j − 1)h, x0 + 2jh), j ∈ Z,

tad formâli histogramma tiek uzdota ar vienâdojumu

f̂h(x) =
1

2nh

n∑
i=1

∑
j

IBj
(Xi)IBj

(x).

Taèu idejiski histogrammu var pârrakstît ap x centrçtiem intervâliem [x− h, x+ h),

f̂h(x) =
1

2nh
#{Xi ∈ [x− h, x+ h)}, (1.1.1)
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kur #A apzîmç kopas A apjomu. Jeb mazliet formâlâk, izmantojot svaru funkciju

K∗(u) =
1

2
I[−1,1](u),

sauktu arî par vienmçrîgo kodolu, jo tâ sakrît ar vienmçrîgâ sadalîjuma intervâlâ [−1, 1]

blîvuma funkciju, un u = (x−Xi)/h, histogrammu (1.1.1) var pârrakstît formâ

f̂h(x) =
1

hn

n∑
i=1

K∗
(
x−Xi

h

)
.

Definîcija 2. Nenegatîvu funkciju K(u) sauc par kodolu, ja

•
∫∞
−∞K(u)dx = 1,

• ∀u K(u) = K(−u).

Ja taisnstûrveida svaru funkcijas K∗ vietâ izvçlas vispârçju, tipiski gludâku, kodola

funkciju K(·), iegûst kodolu blîvuma funkcijas definîciju.

Definîcija 3. Ja K ir kodols un F ir izlases sadalîjuma funkcija, tad par kodolu blîvuma

funkcijas novçrtçjumu sauc

f̂h(x) =
1

hn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
(1.1.2)

=
1

h

∫
K

(
x− t
h

)
dF (t). (1.1.3)

Interesanti, ka kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjuma idejas autors ir tieði Rozenblats,

kas pirmo reizi apskatîta 1956. gadâ [4].

Optimâlais h. Teorçtiski ir zinâms [7], ka optimâlâ h izvçle blîvuma funkcijas novçrtç-

ðanai (1.1.3) ir

hopt =

(
‖K‖22

‖f ′′‖22[µ2(K)]2n

)1/5

∼ n−1/5, (1.1.4)

kur ‖g‖22 :=
∫
g(s)ds. Taèu, lai arî var aprçíinât otro momentu µ2(K), nav zinâma îstâ

izlases blîvuma funkcija f , lîdz ar to arî tâs otrais atvasinâjums f ′′.

Literatûrâ aprakstîtas daþâdas metodes h novçrtçðanai, no kurâm pazîstamâkâs ir

ievietoðanas un krosvalidâcijas metodes. Turpmâk apskatîsim mazâko kvadrâtu krosvali-

dâciju.
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Lai iegûtu h novçrtçjumu dotai izlasei, novçrtç f̂h ar risku jeb integrçto vidçjo kvad-

râtisko kïûdu (L2{attâlumu) R = E(L), kur

L =

∫
(f̂h(x)− f(x))2dx (1.1.5)

ir integrçtâs kvadrâtiskâs kïûdas zaudçjumu funkcija. Novçrtçjums bûs atkarîgs no h, risks

tiks minimizçts izvçloties h ar viena izlaiðanas (leave{one{out) krosvalidâcijas metodi.

Zaudçjumu funkciju, kas atkarîga no gludinoðâ parametra h var pârrakstît

L(h) =

∫
(f̂h(x)− f(x))2dx

=

∫
f̂ 2
h(x)dx− 2

∫
f̂h(x)f(x)dx+

∫
f 2(x)dx.

Tâ kâ pçdçjais saskaitâmais nav atkarîgs no h, bet
∫
f̂ 2
h(x)dx var aprçíinât no datiem,

paliek tikai saskaitâmais, kas atkarîgs no h un satur nezinâmo lielumu f . Savukârt∫
f̂h(x)f(x)dx ir f̂h(X) matemâtiskâ cerîba, ko var novçrtçt

̂E[f̂h(X)] =
1

n

n∑
i=1

f̂h,−i(Xi),

kur f̂h,−i ir blîvuma novçrtçjums iegûts pçc i{tâ novçrtçjuma izòemðanas.

Definîcija 4. Krosvalidâcijas riska novçrtçjums ir

Ĵ(h) =

∫
f̂ 2
h(x)dx− 2

n

n∑
i=1

f̂h,−i(Xi), (1.1.6)

kur Ĵ(h) = L(h)−
∫
f 2(x)dx.

Gludinoðo parametru jeb joslas platumu h iegûst, minimizçjot novçrtçto risku (1.1.6)

pçc h.

Turpmâk bûs nepiecieðams apskatît joslas platumu, kas atkarîgs no izlases apjoma,

hn, tâdçï lietosim blîvuma funkcijas novçrtçjumu

fn(x) :=
1

nhn

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)
. (1.1.7)

1.2. Testa statistikas asimptotiskais sadalîjums

Vispirms tiks definçti nosacîjumi, kam jâizpildâs, lai bûtu spçkâ teorçmas par testa

statistiku asimptotisko sadalîjumu.
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Pieòçmums 1. Kodola funkcijai izpildâs
∫
K(x)dx = 1 un K vai nu

a) konverìç uz nulli ârpus intervâla [A,−A] un ir absolûti nepârtraukta un diferencç-

jama [A,−A], vai

b) ir absolûti nepârtraukta un diferencçjama intervâlâ (∞,−∞) un
∫
|K ′(t)|kdt <

∞, k = 1, 2.

Pieòçmums 2. Blîvuma funkcija f ir nepârtraukta, pozitîva un ierobeþota.

Pieòçmums 3. Funkcija f
1
2 ir absolûti nepârtraukta un tâs atvasinâjuma 1

2
f ′/f

1
2 abso-

lûtâ vçrtîba ir ierobeþota. Vçl vairâk,∫
|z|≥3
|z|

3
2 [ln ln |z|]

1
2 [|w′(z)|+ |w(z)|]dz ≤ ∞.

Pieòçmums 4. Blîvuma funkcijai f eksistç otrais atvasinâjums f ′′ un ir ierobeþots.

Turklât kodola funkcija K ir simetriska ap nulli un z2w(z) ir integrçjama.

Teorçma 1 ([3]). Ja izpildâs pieòçmumi 1-3 un a(x) ir integrçjama, gabaliem nepâr-

traukta un ierobeþota. Tad pie patiesas hipotçzes H0

h
− 1

2
n

[
T brn −

∫
f(x)a(x)dx

∫
K2(z)dz

]
ir asimptotiski normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju

2

∫ [∫
K(x)K(x+ y)dx

]2
dy

∫
a2(x)f 2(x)dx, (1.2.1)

kad n→∞.

Reizç ar statistiku T brn Bikels un Rozenblats ieviesa arî statistiku

T̂ brn = nhn

∫
[fn(x)− f0(x)]2a(x)dx, (1.2.2)

kura, izpildoties papildu pieòçmumam 4, asimptotiski uzvedas ïoti lîdzîgi kâ T brn . Formâ

(1.2.2) statistika ir pçtîta arî nesenâs publikâcijâs, taèu bieþâk sastopama ir T̂ brn jaunâkâ

iterâcija Tn (2.2.2), kas tiks apskatîta nâkamajâ nodaïâ.

Teorçma 2 ([3]). Ja ir spçkâ pieòçmumi 1-4 un hn = o(n−
2
9 ), n−

1
2 (lnn)

1
2 (ln lnn)

1
4 =

o(hn), kad n→∞, tad

h
− 1

2
n

[
T̂ brn −

∫
f(x)a(x)dx

∫
K2(z)dz

]
ir asimptotiski normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju (1.2.1), kad n→∞.
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2. BIKELA{ROZENBLATA TESTS ATKARÎGIEM

DATIEM

Lai apskatîtu Bikela{Rozenblata testu atkarîgiem datiem, pieòemsim, ka dots sta-

cionârs process {Xi,−∞ < i < ∞}. Vispârîgâ veidâ atkarîgus procesus var definçt,

izmantojot jauktos koeficientus atkarîbas struktûras klasifikâcijai, ko 1956. gadâ ieviesis

tieði Rozenblats [8].

2.1. Jauktie procesi

Klasiski Bikela{Rozenblata statistika paredzçta neatkarîgiem vienâdi sadalîtiem da-

tiem, taèu praksç bieþi nâkas saskarties ar atkarîgiem datiem. Salîdzinoði nesen, 2000.

gadâ, Noimans un Paparoditis [5] pierâdîjuði, ka Bikela{Rozenblata statistikas robeþsa-

dalîjums sakrît neatkarîgiem datiem un absolûti regulâriem procesiem.

Absolûti regulâri procesi jeb β{jauktie procesi ir viens no stohastisko jaukto proce-

su veidiem. Daþi pazîstamâkie β{jaukto procesu piemçri ir Markova íçdes, ARMA un

GARCH procesi [9].

Latviski plaðâku ðo procesu apkopojumu izstrâdâjusi Rone [10] savâ maìistra darbâ,

taèu fundamentâli jaukto procesu teorija apskatîjis, Bradlejs (Bradley) [11, 9], pçc kâ arî

tiks definçti interesçjoðie jaukto procesu koeficienti.

Definîcija 5. Par gadîjuma procesu sauc gadîjuma lielumu saimi (Xt, t ∈ Z), kas uzdota

varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ).

Definîcija 6. Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ), tad atkarîbas koeficientus

starp divâm σ{algebrâm A un B definç kâ

α(A,B) = sup
A∈A,B∈B

|P (A ∩B)− P (A)P (B)|,

β(A,B) = sup
A∈A,B∈B

1

2

I∑
i=1

J∑
j=1

|P (Ai ∩Bj)− P (Ai)P (Bj)|,

kur ∀i ∈ {1, I}, Ai ∈ A un ∀j ∈ {1, J}, Bi ∈ B ir neðíeïoðas kopas, kas sadala Ω.

Pieòemsim, ka (Xt, t ∈ Z) ir gadîjuma lielumu virkne uzdota varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ).

σ{algebra FLJ = σ(Xk, J ≤ k ≤ L), ∀J, L (−∞ ≤ J ≤ L ≤ ∞). Darbâ apskatîtajai
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problemâtikai nepiecieðamos jaukto procesu atkarîbas koeficientus priekð (Xt, t ∈ Z) ∀n

definç kâ

α(n) := sup
J∈Z

α(FJ−∞,F∞J+n), (2.1.1)

β(n) := sup
J∈Z

β(FJ−∞,F∞J+n). (2.1.2)

Definîcija 7. Procesu (Xt, t ∈ Z) sauc par

α{jaukto procesu, ja α(n)
n→∞−−−→ 0,

β{jaukto procesu, ja β(n)
n→∞−−−→ 0.

Apgalvojums 3 ([9]). Pieòemsim, ka dota varbûtîbu telpa (Ω,F , P ). Tad σ{algebras

A,B ⊂ F ir neatkarîgas, ja a) α(A,B) = 0 vai b) β(A,B) = 0.

Apgalvojums 4 ([9]). σ{algebrâm A,B ⊂ F dotâ varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ) spçkâ nevie-

nâdîba

2α(A,B) ≤ β(A,B).

Tas, ka α koeficients vienmçr ir mazâks par β koeficientu nosaka, ka α{jauktie procesi

ir vispârîgâki par β{jauktajiem procesiem, t.i., visi β{jauktie procesi ir arî α{jauktie

procesi:

β{jauktais process =⇒ α{jauktais process.

2.2. Vienkârðâs hipotçzes pârbaude

Apskatâm vienkârðu hipotçzi par atkarîgu vienâdi sadalîtu gadîjuma lielumuX1, . . . , Xn

blîvuma funkciju

H0 : f = f0,

H1 : f 6= f0

pie noteikta nozîmîbas lîmeòa α un zinâmas blîvuma funkcijas f0.

Lai novçrstu novirzes problçmas klasiskajâ Bikela{Rozenblata statistikâ T̂ brn (1.2.2), hi-

potçtiskâs blîvuma funkcijas f0 vietâ Noimans un Paparoditis [5] iesaka lietot nogludinâtu

f0 versiju, kas ir blîvuma funkcijas konvolûcija ar kodola funkciju Khn , t.i.,

(Khn ∗ g)(·) =

∫
h−1n K

(
· − z
hn

)
g(z)dz, (2.2.1)
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kur ar ∗ apzîmç konvolûcijas operatoru un ar Khn(x) apzîmç h−1n K (x/hn).

Ðâdu nogludinâtu funkciju lîdzîgai statistikai, kas paredzçta priekð regresijas prob-

lemâtikas, 1993.gadâ lietojuði Hardle (Hardle) un Mamens (Mammen) [12] un Bikela{

Rozenblata statistikai to izmantojis arî Fans (Fan) [13]. Kâ piemçrs blîvuma funkcijas

gludinâðanai 2.1.. attçlâ parâdîta vienmçrîgâ sadalîjuma blîvuma funkcijas konvolûcija

ar N(0, 1) kodolu.

2.1. att.: Simulçta vienmçrîgi sadalîta izlase apjomâ n = 50. Par gludinâtâju izvçlçts

normâlais N(0, 1) kodols. Melnâ krâsâ attçlota konvolûcija (Khn∗f0)(x), kur f0 ir v.s.[0, 1]

blîvuma funkcija. Zilâ krâsâ attçlots blîvuma funkcijas kodolu novçrtçjums fn(x), hn =

0.05. Zaïâ krâsâ attçlota abu lielumu starpîba, kâpinâta kvadrâtâ.

Jau definçts blîvuma funkcijas f kodolu novçrtçjums fn ar joslas platumu hn atkarîgu

no n (1.1.7). Lîdz ar to statistikas T̂ brn modifikâciju Tn var uzrakstît formâ

Tn = nhd/2n

∫
[fn(x)− (Khn ∗ f0)(x)]2 dx, (2.2.2)

kur d apzîmç datu dimensiju. Turklât par svaru funkciju Noimans un Paparoditis iz-

vçlçjuðies a(x) ≡ 1. Ðâdu izvçli pamato arî diskusija, kas pârcelta uz datu simulçðanas

aprakstu 3. nodaïâ. Statistikas konstrukcijâ izmantotie atseviðíie elementi parâdîti 2.1.

attçlâ.
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Pieòçmums 5. Jauktâ procesa atkarîbas koeficients β(k) ir eksponenciâli dilstoðs, t.i.,

β(k) ≤ C exp(−Ck).

Par stacionârâ procesa blîvuma funkciju pieòem f , un fXi1
,...,Xim

pieòem par

(Xi1 , . . . , Xim) daudzdimensionâlo sadalîjumu.

Pieòçmums 6. (i) f ir nepârtraukta,

(ii) supXi1
,...,Xim

{fXi1
,...,Xim

(x1, . . . , xm)} <∞ ∀m un i1 < . . . < im.

Pieòçmums 7. Blîvuma funkcija K ir ierobeþots un kompakts attçlojums (vienâda ar

nulli ârpus kâdas kompaktas kopas).

Pieòçmums 8. (i) hn = o([ln(n)]−3),

(ii) h−dn = o(n).

Asimptotisko uzvedîbu lîdzîgai statistikai kâ Tn jaukto procesu speciâlgadîjumam

1987. gadâ jau pçtîjuði Takahata (Takahata) un Joðihara (Yoshihara) [14], taèu Noimans

un Paparoditis 2000. gadâ to apskata vispârîgâkam { β{jauktajam procesam, turklât ar

atvieglotiem pieòçmumiem, kas ïauj apskatît arî salikto hipotçþu gadîjumu.

Teorçma 5 ([5]). Ja ir spçkâ nosacîjumi 5{8, tad izpildoties H0,

Tn − µ
d−→ N(0, σ2),

kur

µ = h−d/2n

∫
K2(u)du

un

σ2 = 2

∫
f 2
0 (x)dx×

∫ [∫
K(u)K(u+ v)du

]2
dv. (2.2.3)

Tas nozîmç, ka Bikela{Rozenblata testam vienkârðai hipotçzei

H0 tiek noraidîta, ja Tn ≥ µ+ zασ,

kur zα ir standart normâlâ sadalîjuma 1− α kvantile, definçta kâ

Φ(zα) = 1− α, Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−x

2/2dx.

Ðeit arî parâdâs jçga Tn rakstît formâ (2.2.2), jo σ2 nav atkarîga no hn, lîdz ar to iespçjams

fiksçt kritisko vçrtîbu zασ(K), kas ir çrti, analizçjot jaudu ar simulâciju palîdzîbu.
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2.3. Saliktâs hipotçzes pârbaude

Viens no galvenajiem iemesliem, kas pamato Bikela{Rozenblata testa un lîdz ar to arî

darba tçmas aktualitâti ir lieliskâ îpaðîba, ka ar to var pârbaudît arî saliktas hipotçzes.

Tas padara ðo testu par universâlâko no visiem sadalîjuma pârbaudes testiem, aptverot

gan neatkarîgus, gan atkarîgus daudzdimensionâlus novçrojumus, kâ arî vienkârðas un

saliktas hipotçzes.

H0 : f ∈ F,

kur F ir parametrisku blîvuma funkciju klase. Praksç bieþi lieto galîgi dimensionâlas

parametriskas hipotçzes, t.i., F = Fγ = {fγ, γ ∈ Γ}, kur ⊆ Rp.

Gadîjumâ, kad f ∈ Fγ, pieòemam, ka γ0 ∈ Γ ir tâds, ka fγ0 = f . Tad ïoti lîdzî-

gi kâ vienkârðas hipotçzes gadîjumâ testa statistika balstîta uz L2{attâlumu (integrçto

kvadrâtisko kïûdu) starp novçrtçjumu fn(x) un nogludinâtu parametrisko blîvumu fγ̂,

Tn,γ̂ = nhd/2n

∫
[fn(x)− (Khn ∗ fγ̂)(x)]2 dx,

izmantots tas pats gludinoðais operators, kas iepriekð (2.2.1). Salîdzinot abas statistikas

Tn,γ̂ − Tn = 2nhd/2n

∫
[fn(x)− (Khn ∗ fγ0)(x)][(Khn ∗ fγ0)(x)− (Khn ∗ fγ̂)(x)]dx

+ nhd/2
∫

[Khn ∗ (fγ̂ − fγ0))(x)]2dx,

un formulçjot papildus nosacîjumus, var parâdît Tn un Tn,γ̂ ekvivalenci. Ðim mçríim

jâpârraksta fγ(x) formâ

fγ(x) = fγ0(x) + (γ − γ0)f ′γ0(x) +R(γ, γ0, x),

kur
∫
R2(γ̂, γ0, x)dx = oP (n−1) un jâdefinç daþi papildu pieòçmumi:

Pieòçmums 9. (i)
∫

[(Khn ∗ fγ̂)(x)− (Khn ∗ fγ0)(x)]2dx = oP (n−1h
−d/2
n ),

(ii) γ̂ − γ0 = oP (n−1/2h
−d/2
n ),

(iii) supx{f ′γ0(x)} <∞,

(iv)
∫
R2(γ̂, γ0, x)dx = oP (n−1).

Teorçma 6 ([5]). Ja ir spçkâ nosacîjumi 5{9, tad izpildoties H0,

Tn,γ̂ − h−d/2n

∫
K2(u)du

d−→ N(0, σ2),

un σ2 definçts kâ teorçmâ 5.
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Pierâdîjuma ideja. Teorçmu 5 un 6 pierâdîjumiem Noimans un Paparoditis izmanto

gandrîz identisku ceïu kâ Takahata un Joðihara [14]. Vispirms statistika tiek izteikta

formâ

Tn =
∑

1≤i<j≤n

Hn(Yi, Yj) +
1

2

n∑
i=1

Hn(Yi, Yi),

kur

Hn(x, y) =
2

nh
3d/2
n

∫ [
K

(
u− x
hn

)
− EK

(
u− Y1
hn

)][
K

(
u− y
hn

)
− EK

(
u− Y1
hn

)]
du.

Un starpîba Tn − h−d/2n

∫
K2(u)du tiek aproksimçta ar

Un =
∑
k

Sk,

kur

Sk =

bk−1∑
i=1

bk∑
j=ak

Hn(Yi, Yj).

Ðeit Yi, . . . , Yn tiek sadalîti pamîðus sakârtotos lielos un mazos blokos, kuru robeþas nosaka

bloku butstrapa metodes parametri ak un bk. Atsaucoties uz Dvoretzka (Dvorretzky) [15]

rezultâtiem par atkarîgu gadîjuma lielumu summu asimptotiku,

Un
d−→ N(0, σ2).

Savukârt starpîba starp Tn − h−d/2n

∫
K2(u)du un Un ir oP (1).

Detalizçti 6. teorçmu Noimans un Paparoditis pierâdîjuði tehniskajâ ziòojumâ [16],

raksta agrînâkâ nepublicçtâ versijâ.
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3. SIMULÂCIJU REZULTÂTI

Simulâcijâm tiks lietota Bikela{Rozenblata statistika Tn (2.2.2), kurai par svaru fun-

kciju izvçlçta a(x) ≡ 1. Izrâdâs, ka ðâda izvçle ir vislabâkâ iespçjamâ svaru funkcija

intervâlâ [0, 1]. Pamatojums atrodams divâs secîgâs publikâcijâs, no kurâm pirmajâ Goðs

(Ghosh) un Huangs (Huang) [17] 1991. gadâ parâda, ka Bikela{Rozenblata testam opti-

mâlais kodols ir

K∗(x) =
1

2
I[−1,1](x),

saukts arî par histogrammas vai vienmçrîgo kodolu, jo apraksta vienmçrîgâ sadalîjuma

intervâlâ [−1, 1] blîvuma funkciju. Ðis rezultâts ir ïoti pârsteidzoðs, jo neparametriskajâ

statistikâ pieòemts uzskatît, ka kodola izvçle nav bûtiska. Èebana [18] 2004. gadâ ideju

attîstîjis tâlâk un ieguvis, ka histogrammas kodolam optimâlâ svaru funkcijas izvçle ir

a(x) = 1/f0.

Simulçtiem datiem X1, . . . , Xn tiks pârbaudîta vienkârðâ hipotçze

H0 : f = f0 pret H1 : f 6= f0,

kur f0 ir vienmçrçgâ sadalîjuma intervâlâ [0, 1] blîvuma funkcija. Turklât darba mçríiem

bûs nepiecieðams izmantot tikai viendimensionâlos sadalîjumus, turpmâk d = 1.

Simulâcijâm par kodola funkciju izvçlçsimies optimâlo, tas ir, vienmçrîgo kodoluK∗(x)

un a(x) ≡ 1. Jâpiezîmç, ka visas simulâcijas veiktas arî kodola funkcijai ar N(0, 1) sada-

lîjumu, K(x) = (2π)−1/2e−x
2/2, taèu galvenâ uzmanîba tiks pievçrsta testam ar optimâlo

kodolu K∗. Iegûtie rezultâti izmantoti, lai iegûtu pilnîgâku skatu un salîdzinâtu abas

kodola izvçles, galvenâs tabulas atrodamas A2. pielikumâ.

3.1. Statistiku \slîdçðana"

No statistikas Tn = nh
1/2
n

∫
[fn(x)− (Khn ∗ f0)(x)]2 dx redzams, ka vienîgais nezinâ-

mais ir gludinoðais parametrs, tâdçï pirmais uzdevums ir saprast, cik liela nozîme ir hn

izvçlei.

Kâ izrâdâs, hn izvçlei ir bûtiska nozîme. Pat pie liela izlases apjoma n = 1000, ja hn

izvçlçts nepareizi, statistiku blîvuma funkcija nekonverìç uz teorçtisko. Lai to pârbaudîtu
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3.1. att.: Statistikas Tn, kurâm atòemta vidçjâ vçrtîba µ, 1000 v.s.[0, 1] neatkarîgâm izlasçm ar

n = 1000 elementiem; apskatîtas, mainoties 5 daþâdiem h0, hn = h0n
−1/4; izmantots K∗.

tiek ìenerçtas 1000 v.s.[0, 1] izlases apjomâ n = 1000 un tâm visâm aprçíinâta izteiksmes

Tn − µ, (3.1.1)

kur µ = h
−1/2
n

∫
K2(u)du vçrtîba. Pie lieliem izlases apjomiem pçc teorçmas 5, tai bûtu

jâtiecas uz N(0, σ2), taèu to nevar viennozîmîgi apgalvot pie visâm hn vçtîbâm. Grafiski

simulçtie dati parâdîti 3.1. attçlâ. Izteiksmes (3.1.1) 1000 realizâciju pie daþâdiem jos-

las platumiem hn = h0n
−1/4 neparametriskie blîvuma funkcijas novçrtçjumi parâdîti ar

krâsainajâm lînijâm.

Ja hn izvçlçts pârâk liels, gan blîvuma funkcijas novçrtçjums fn, gan konvolûcija (Khn∗

f0)(x) tiek pârgludinâti. Rezultâtâ statistiku vçrtîbas ir tuvas nullei un simulçtie dati

veido pîíi ap (−µ). Savukârt pie ïoti maziem hn ir tendence veidoties \smagâm astçm",

kas nav raksturîgi normâlajam sadalîjumam. Ðo problçmu aprakstîjis arî Fans [13].

Definîcija 8. Stacionâru procesu {Xt}t∈Z , kas definçts kâ

Xt := ϕXt−1 + Zt, (3.1.2)

kur {Zt}t∈Z ir vâji stacionârs atjaunojumu process ar vidçjo vçrtîbu 0 un autokovariâciju

E(ZtZt+h) = σ2
Z < ∞, ja h = 0 un 0 pretçjâ gadîjumâ, |ϕ| ≤ 1, sauc par autoregresîvo

procesu AR(1).
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(a) AR(1), ϕ = 0.3 (b) AR(1), ϕ = −0.3

3.2. att.: Statistikas Tn, kurâm atòemta vidçjâ vçrtîba µ, 1000 v.s.[0, 1] atkarîgâm izlasçm ar

n = 1000 elementiem; apskatîtas, mainoties 5 daþâdiem h0, hn = h0n
−1/4; izmantots K∗.

(a) AR(1), ϕ = 0.9 (b) AR(1), ϕ = −0.9

3.3. att.: Statistikas Tn, kurâm atòemta vidçjâ vçrtîba µ, 1000 v.s.[0, 1] atkarîgâm izlasçm ar

n = 1000 elementiem; apskatîtas, mainoties 5 daþâdiem h0, hn = h0n
−1/4; izmantots K∗.
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Atkarîgiem datiem (atkarîgu datu ìenerçðana aprakstîta 18. lpp.) ar ϕ = ±0.3 situâ-

cija ir ïoti lîdzîga kâ neatkarîgo datu gadîjumâ (3.2. attçls). Negatîvai atkarîbai grafiks

ir gandrîz identisks neatkarîgajam gadîjumam, bet pozitîvai grafiki mazliet atðíiras. Sâ-

kotnçji var ðíist, ka ar atkarîbas struktûru AR(1), ϕ = 0.3 normâlais sadalîjums tiek

aproksimçts vislabâk, bet turpmâk bûs redzams (3.1., A1., 3.2. tabulâs), ka neatkarîgiem

un atkarîgiem (AR(1) ar ϕ = −0.3) datiem statistikas uzvedîba ir lîdzîgâka, turklât 1−α

kvantiles ar teorçtiskâ sadalîjuma kvantilçm sakrît labâk.

Atkarîgiem datiem ar ϕ = ±0.9 statistikas sadalîjums pie izlases apjoma n = 1000

nav tuvs teorçtiskajam, kas nozîmç, ka nav pareizi izvçlçts hn. Tâ kâ tik slikti rezultâti

iegûti tikai ar atkarîbas struktûru, kur ϕ = ±0.9, ir pamats domât, ka labâ hn novçrtç-

jumâ vajadzçtu iekïaut atkarîbas struktûras novçrtçjumu. Ðo un arî eksplozîvu procesu

(|ϕ| = 1.1) gadîjumu, plaðâk pçtîjuði Lî (Lee) un Na (Na) [19].

3.2. Jaudas analîze

Jaudas analîzei izmantotas gludas alternatîvas, kuras savâ 1995. gada publikâcijâ

apskatîjuði Ledvina (Ledwina) un Kalenbergs (Kallenberg) [20],

g1(x) = 1 + ρ cos(jπx) (3.2.1)

un

g2(x) = exp

(
k∑
j=1

θjφj(x)− ψk(θ)

)
, (3.2.2)

kur {φj} ir ortonormçti Leþandra polinomi intervâlâ [0, 1] formâ (3.2.7), θ ∈ Rk, ψk(θ) =

ln
∫ 1

0
exp(θ ◦φ(x))dx un ◦ apzîmç skalâro reizinâjumu. Grafiski alternatîvas atspoguïotas

3.4. attçlâ.

Datu ìenerçðana. Òemot vçrâ, ka tests bez transformâcijâm derîgs arî atkarîgiem

datiem, hipotçþu pârbaude veikta gan neatkarîgâm izlasçm, gan atkarîgiem datiem, kas

ìenerçti izmantojot autoregresîvo procesu AR(1) (3.1.2). Datu ìenerçðana aprakstîta

Munka u.c. publikâcijâ [6].

Vispirms simulç X1, . . . , Xn no stacionâra AR(1) procesa {Xt}t∈Z . Tâlâk ìenerç da-

tus no (3.1.2) ar pieaugumu sadalîjumu Zt ∼ N(0, 1 − ϕ2), lîdz ar to procesam {Xt}t∈Z
bûs N(0, 1) sadalîjums. Lai iegûtu atkarîgus datus ar vienmçrîgo sadalîjumu intervâ-

lâ [0, 1], tiek veikta datu transformâcija ar N(0, 1) sadalîjuma funkciju Φ. Iegûst izlasi
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3.4. att.: Apskatîtâs alternatîvas g1 (pa kreisi) un g2 (pa labi) ar parametriem kâ (3.2.4) un

(3.2.5), un v.s.[0, 1] blîvuma funkcija.

X ′1, . . . , X
′
n = Φ(X1), . . . ,Φ(Xn), kurai ir v.s.[0, 1] sadalîjums. Darbâ analizçti èetri atka-

rîbas gadîjumi ar ϕ = ±0.3 un ϕ = ±0.9.

Jaudas analîzei ar alternatîvâm g1 (3.2.1) un g2 (3.2.2) arî nepiecieðams lietot atkarîgus

un neatkarîgus datus. To iegûðanai lieto inverso transformâciju iepriekð aprakstîtajai

metodei Y = FX(X), Y ∼ v.s.[0, 1], tas ir,

F−1X (Y ) = X ∼ FX , (3.2.3)

kur FX ir gadîjuma lieluma X kumulatîvâ sadalîjuma funkcija. Alternatîvu ìenerçðanai

pielieto kumulatîvâs sadalîjuma funkcijas Fg1 un Fg2 , Y vietâ ievietojot iepriekð aprakstîto

izlasi Y = (X ′1, . . . , X
′
n), lai iegûtu atkarîgus datus, un Y = (Y1, . . . Yn), Y ∼ v.s.[0, 1], lai

iegûtu neatkarîgus alternatîvu datus apjomâ n.

Joslas platuma hn izvçle. Neparametriskajâ statistikâ ir zinâms, ka labs joslas pla-

tuma h novçrtçjums ir h = cn−1/5 (1.1.4), taèu tas ir pretrunâ ar ierobeþojumiem uz

hn izvçli, tâdçï neapmierina vâjâs konverìences nosacîjumus, uz ko norâdîjis arî Èebana

(Chebana) [18]. Lîdz ar to Bikela{Rozenblata testam neder tâds pats joslas platums kâ

labâkajam blîvuma funkcijas novçrtçjumam. To apstiprinâja arî empîriskâ analîze, vei-

cot simulâcijas. Sâkotnçjâ loìiskâ doma bija izvçlçt h ar krosvalidâcijas metodi (1.1.6),
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bet tâ deva ïoti sliktus rezultâtus. Ðî testa vajadzîbâm blîvuma funkcijas novçrtçjums

bija par daudz nogludinâts, tas ir, tika izvçlçts pârâk liels joslas platums. Arî literatû-

râ, piemçram, Èebana [18], apstiprinâts, ka ðis h novçrtçjums ir labs blîvuma funkcijas

novçrtçðanai, bet ne hipotçþu pârbaudei.

Literatûrâ nav aprakstîta procedûra, kâ izvçlçties optimâlu hn, kas vienlaicîgi ierobe-

þotu pirmâ veida kïudu un minimizçtu otrâ veida kïûdu. Daþâdos rakstos par Bikela{

Rozenblata testu ir sastopami daþâdi veidi, kâ tiek izvçlçts hn, piemçram, Noimans un

Paparoditis bez diskusijas simulâcijâm izvçlas konstantu h = 0.03, atseviðíi konstanta h

ietekmi ar lielâm, mazâm un vidçjâm vçrtîbâm h = {2.0, 1.0, 0.2, 0.05} apskatîjis Tenreiro

(Tenreiro) [21]. Taèu vislabâk aprakstîta un piedevâm ar vislielâkajâm manevra iespçjâm

ir joslas platuma izvçle hn = h0n
−δ, kur δ = 1/4, kâ to darîjuði Fans [13] un Èebana [18].

Ðâda izvçle tiks lietota arî darbâ. Ar δ = 1/4 un konstantâm h0 vçrtîbâm

h0 = {0.005; 0.01; 0.02; 0.03; 0.05; 0.1; 0.15; 0.2; 0.25; 0.3; 0.35; 0.4}.

Simulçtâs empîriskâs kritiskâs vçrtîbas. Lai varçtu pielietot testa statistiku, jâat-

rod empîriskâs kritiskâs vçrtîbas. To izdara, aprçíinot 1− α kvantili no statistikâm, kas

izskaitïotas 10000 izlasçm ar hipotçtisko sadalîjumu katrai n un hn kombinâcijai. Teorç-

tiskâs vçrtîbas pielietot bûtu nepamatoti, jo pie maza izlases apjoma n statistiku vçrtîbas

vçl nekonverìç uz asimptotisko sadalîjumu N(0, σ2).

3.1. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîme-

òa α = 0.05 neatkarîgâm izlasçm apjomâ n; simulçtas 10000 v.s.[0, 1] izlases; hn = h0n
−1/4;

izmantots v.s.[−1, 1] kodols.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 6.99 6.55 6.17 5.78 5.09 4.17 3.58 3.03 2.69 2.30 1.85 1.53

50 6.90 6.61 6.03 5.59 4.86 4.34 3.93 3.49 2.98 2.65 2.39 2.25

100 6.94 6.45 5.56 5.34 5.21 4.41 3.93 3.65 3.40 3.15 2.84 2.53

500 6.06 6.21 6.35 5.60 5.67 4.99 4.51 4.45 4.21 3.88 3.70 3.45

1000 6.58 6.69 6.50 5.22 4.99 5.28 5.58 4.68 4.41 4.21 4.09 3.87

Kâ tas parâdîts 3.1. nodaïâ, liels izlases apjoms vçl negarantç sakritîbu ar normâlo

sadalîjumu, jâbût arî pareizi izvçlçtam joslas platumam. Kritçrijs labai hn izvçlei lielâm
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izlasçm ir empîriskâs un teorçtiskâs kritiskâs vçrtîbas sakriðana. Citiem vârdiem sakot,

kad pirmâ veida kïûda ir α = P (Tn ≥ µ+ zασ|H0). Pretçjâ gadîjumâ iespçjams izvçlçties

kritisko vçrtîbu, kas labi pielâgota izlasei, bet ðâdam testam nebûtu jçgas.

Neatkarîgu datu gadîjumam 3.1. tabulâ apkopota patiesas hipotçzes noraidîðana pro-

centos, izmantojot teorçtisko kritisko vçrtîbu. Ja skaitlis tuvojas α×100%, tad empîriskâ

kritiskâ vçrtîba ir tuva teorçtiskajai. Darbâ izvçlçtais nozîmîbas lîmenis ir α = 0.05, lîdz

ar to h0 izvçlei tabulâ jâmeklç vçrtîba 5%. No tabulas var redzçt, ka pamatoti bûtu izvçlçt

hn = 0.05n−1/4, lîdz ar to arî testa jaudas analîzç bûtu jâòem vçrâ vçrtîbas, kas iegûtas

pie fiksçta h0 = 0.05.

3.2. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîmeòa

α = 0.05 atkarîgâm (AR(1), ϕ = 0.3) izlasçm apjomâ n; simulçtas 10000 v.s.[0, 1] izlases;

hn = h0n
−1/4; izmantots v.s.[−1, 1] kodols.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 7.51 6.97 7.29 7.36 7.21 7.13 6.83 6.75 6.50 6.05 5.75 5.36

50 7.15 7.23 7.35 7.31 7.46 7.98 7.79 7.64 7.50 7.11 6.80 6.32

100 6.98 6.73 7.08 7.34 7.32 7.80 7.71 7.64 7.59 7.33 7.06 6.94

500 7.68 7.65 8.02 7.06 7.80 8.01 7.75 7.95 8.09 8.00 8.08 8.07

1000 7.48 8.12 8.48 6.85 6.71 8.27 9.63 8.54 8.87 8.85 8.77 8.66

Ne tik viennozîmîga situâcija kâ neatkarîgo datu gadîjumâ ir atkarîgiem datiem, kuru

ìenerçðanai izmantots AR(1), ar ϕ = −0.3, process. No A1. tabulas var redzçt, ka par

labu hn visdrîzâk jâuzskata tâdu, kur h0 = 0.03, kaut arî vçrtîbas ir tuvas 5%, kas liecina

par pamatotu testa lietoðanu vâji atkarîgiem datiem. Tomçr ðeit iezîmçjas problçma testa

praktiskâ pielietoðanâ. Bikela{Rozenblata testam literatûrâ nav atrodama procedûra, ar

kuras palîdzîbu izvçlçties optimâlu hn. Îpaði svarîgi tas ir maziem izlases apjomiem, kur

statistikas îstais sadalîjums var atðíirties no teorçtiskâ.

Gadîjums ar atkarîgiem datiem, kad ϕ = 0.3, daþâdiem n apkopots 3.2. tabulâ. Ðîs

vçrtîbas ir samçrâ lîdzîgas kâ neatkarîgo datu gadîjumâ, taèu neviena nav ïoti tuva 5%

robeþai. Gluþi atðíirîgu ainu râda ϕ = 0.9 un ϕ = −0.9 gadîjumi 3.3. un A2. tabulâs,

kur skaidri redzams, ka empîriskâs kritiskâs vçrtîbas nemaz nav tuvas teorçtiskajâm. To

uzskatâmi parâda arî 3.3. attçls, kur redzams, ka statistiku vçrtîbas izlasçm apjomâ n =
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3.3. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîmeòa

α = 0.05 atkarîgâm (ϕ = 0.9) izlasçm apjomâ n.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 32.57 40.44 49.02 54.49 61.33 68.45 70.69 70.59 70.31 69.21 67.58 65.88

50 37.47 46.68 56.37 62.36 68.14 74.47 75.82 76.36 75.81 75.00 74.01 72.62

100 40.76 50.36 60.14 66.03 71.49 76.90 78.41 78.92 78.17 77.61 76.72 75.86

500 42.55 53.74 64.22 67.86 73.94 78.53 80.32 80.99 81.11 81.03 80.57 80.03

1000 41.00 52.78 63.50 66.02 71.38 77.63 80.92 80.52 81.01 80.97 80.77 80.59

1000 nekonverìç uz teorçtisko sadalîjumu.

3.4. tabula: Empîriskâ jauda statistikai Tn (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ), kas iegûta no

1000 neatkarîgu izlaðu apjomâ n = 50 statistikâm ar vienmçrîgo kodolu [−1, 1].

h0

ρ j 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.4 1 9.2 10.3 13.9 15.6 20.5 28.1 33.2 36.1 38.7 41.7 43.5 45.4

0.5 2 11.6 12.3 17.6 21.4 26.8 37.9 43.9 48.8 51.8 54.0 55.3 55.5

0.7 4 17.0 24.6 34.8 43.2 55.5 70.0 73.3 73.6 69.6 64.9 55.2 40.4

0.7 5 17.6 23.9 34.9 43.1 55.0 66.7 69.2 66.4 55.7 38.9 23.2 13.3

0.7 6 16.9 22.6 32.8 40.9 52.7 62.4 60.3 50.9 33.5 18.6 10.2 7.2

θ

(0, 3) 25.9 23.5 24.4 26.0 28.4 32.8 36.4 40.1 42.5 44.6 46.6 48.2

(0,-0. 4) 10.4 12.4 17.5 21.9 26.8 34.0 39.1 41.9 42.9 45.3 46.0 45.8

(0.25,-0. 35) 10.0 12.0 17.6 21.0 27.2 33.7 38.2 42.5 45.2 48.5 49.6 50.5

Testa jauda. Lai noskaidrotu, cik labi Bikela{Rozenblata statistika der hipotçzes par

blîvuma funkciju pârbaudei, tiks lietotas iepriekð aprakstîtâs alternatîvas g1 (3.2.1) un g2

(3.2.2), kur parametri izvçlçti kâ [20, 6], lai bûtu iespçjams salîdzinât iegûtos rezultâtus,

g1(ρ, j), kur (ρ, j) = {(0.4; 1), (0.5; 2), (0.7; 4), (0.7; 5), (0.7; 6)}, (3.2.4)

g2(θ), kur θ = {(0; 3), (0;−0.4), (0.25;−0.35)}. (3.2.5)

Jaudas analizçtas neatkarîgiem un atkarîgiem (ϕ = ±0.3, ϕ = ±0.9) datiem. Ar jaudu

saprot daudzumu, cik bieþi tiek noraidîta nepatiesâ hipotçze H1 katrai no alternatîvâm
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g1(ρ, j) un g2(θ),

βbrn (h) = P (Tn(h) > lα|H1), (3.2.6)

kur lα ir empîriskâ kritiskâ vçrtîba jeb 1−α kvantile simulçtâs izlases sadalîjumam. Darbâ

tiek apskatîta jauda procentos, tas ir, βn(h)·100 (%). Piemçram, 3.4. tabulâ pie h0 = 0.05

un alternatîvas g1(0.7, 5), 550 no 1000 neatkarîgu gadîjuma lielumu izlasçm (n = 50) tiek

noraidîta hipotçze H0 par vienmçrîgo sadalîjumu.

Bikela{Rozenblata statistika literatûrâ ir daudz salîdzinâta ar klasiskajiem Pîrsona

un Kolmogorova{Smirnova testiem. Jau savâ klasiskajâ publikâcijâ [3] Bikels un Ro-

zenblats teorçtiski parâda, ka viòu tests ir stingri labâks par Pîrsona χ2 testu, bet ne par

Kolmogorova{Smirnova testu noteiktai alternatîvu klasei (Pitmana alternatîvas). Pçc di-

viem gadiem Rozenblats [22] parâda alternatîvu klasi, kurai Bikela{Rozenblata tests ir la-

bâks par testiem, kas balstîti uz empîrisko sadalîjuma funkciju (piemçram, Kolmogorova{

Smirnova tests). Salîdzinâjumu ar Kolmogorova{Smirnova testu sniedzis arî Fans [13],

kâ arî Bahmans (Bachmann) un Dete (Dette) [23], kuri parâdîjuði, ka alternatîvâm ar χ2

sadalîjumu Bikela{Rozenblata tests strâdâ labâk.

3.5. tabula: Empîriskâ jauda statistikai Tn (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ), kas iegûta no

1000 atkarîgu izlaðu (AR(1), ϕ = 0.3) apjomâ n = 50 statistikâm ar vienmçrîgo kodolu [−1, 1].

h0

ρ j 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.4 1 8.1 9.3 12.4 13.8 16.7 20.9 24.4 26.5 27.9 29.7 30.3 30.8

0.5 2 10.8 11.9 15.9 19.5 25.3 31.8 36.2 38.6 39.7 40.5 39.9 38.9

0.7 4 18.1 22.8 31.7 39.5 48.4 61.1 66.3 64.0 59.0 50.9 37.9 25.7

0.7 5 16.7 21.7 32.4 38.8 48.3 58.8 60.3 52.9 41.1 26.5 15.9 10.4

0.7 6 16.6 22.1 30.2 39.1 48.2 56.7 52.4 40.7 24.2 11.7 7.8 6.4

θ

(0, 3) 27.6 23.3 22.5 24.0 26.1 28.4 32.5 33.3 33.6 35.1 36.5 37.1

(0,-0. 4) 10.9 10.9 14.0 16.2 19.4 24.9 31.3 32.9 33.7 34.1 33.8 32.3

(0.25,-0. 35) 9.5 10.6 14.3 16.5 20.0 26.9 32.9 34.9 37.1 38.2 38.5 38.0

Neimaòa tests Darbâ Bikela{Rozenblata tests tiek salîdzinâts ar citu testu, kas arî

derîgs atkarîgiem datiem. Ledvina 1994. gadâ [1] ieviesa procedûru, kâ no izlases datiem

izvçlçties ortonormçtas sistçmas kârtu k klasiskajam Neimaòa testam. Lîdz ar to arî bija
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iespçjams parâdît, ka Neimaòa testam maziem izlaðu apjomiem ir labâkas îpaðîbas kâ

citiem klasiskajiem testiem [2].

Neimaòa tests hipotçzes pârbaudeiH0 : F = v.s.[0, 1], H1 : F 6= v.s.[0, 1] par gadîjuma

lielumu X1, . . . , Xn sadalîjumu ir formâ

Rk =
k∑
j=1

[
n−

1
2

n∑
i=1

φj(Xi)

]2
, k = 1, 2, . . . ,

kur φj, j = 1, . . . , k ir ir ortonormçti polinomi intervâlâ L2[0, 1] un φ0(x) = 1. Testam

tiek izvçlçti ortonormçti Leþandra polinomi intervâlâ [0, 1]. Tie ir rekursîvi definçjami

polinomi, kas priekð j = 1, 2, 3, 4 ir formâ

φ1(x) =
√

12(x− 1/2),

φ2(x) =
√

5(6(x− 1/2)2 − 1/2),

φ3(x) =
√

7(20(x− 1/2)3 − 3(x− 1/2)),

φ4(x) = 210(x− 1/2)4 − 45(x− 1/2)2 + 9/8.

(3.2.7)

Nesenâ publikâcijâ 2009. gadâ Munks u.c. [6] ievieð Neimaòa testa statistiku atka-

rîgiem datiem. Gadîjuma procesam (Xt)t∈Z, kas ir α{jauktais process (definîcija 7) tiek

definçta jauna statistika

Nk =
1

12σ2
Rk =

1

12σ2

k∑
j=1

[
n−

1
2

n∑
i=1

φj(Xi)

]2
,

kur

σ2 =
+∞∑
t=−∞

Cov(X0, Xt).

Reizinâtâjs (12σ2)−1 koriìç statistiku Rk, lai, izpildoties H0, statistikas Nn robeþsadalî-

jums bûtu tâds pats kâ Rk neatkarîgajâ gadîjumâ.

Lai izvçlçtos nezinâmo parametru k, Ledvina [1] izmanto Ðvarca selekcijas likumu,

tâ padarot Neimaòa testu par ïoti labu alternatîvu citiem testiem. Nesen publicçtajos

rezultâtos, analizçjot Neimaòa testu atkarîgiem datiem, Munks u.c. [6] lieto divas ðî

likuma modifikâcijas modifikâcijas

Smod = min{k : 1 ≤ k ≤ d(n); Rk − k lnn ≥ Rj − j lnn; j = 1, . . . , d(n)}

un

Smod2 = min{k : 1 ≤ k ≤ d(n); Nk − k lnn ≥ Nj − j lnn; j = 1, . . . , d(n)}.
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Jauda Neimaòa testam neatkarîgiem un atkarîgiem (AR(1), ϕ = 0.3) datiem apkopota

3.6. tabulâ. Izvçlçtas alternatîvas g1(ρ, j), kur (ρ, j) = {(0.4; 1), (0.5; 2), (0.7; 4)}, un g2(θ),

kur θ1 = 0.3, θ2 = (0; 0.4), θ3 = (0.25;−0.35).

3.6. tabula: [24] Empîriskâ jauda (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ) ar izvçlçtiem parametriem,

kas iegûta no (a) 1000 neatkarîgu izlaðu statistikâm Rk ar k izvçles likumu Smod; (b) 1000

atkarîgu izlaðu (AR(1), ϕ = 0.3) statistikâm Nk ar k izvçles likumu Smod2; d(n) = 10; n = 50.

g1(ρ, j) g2(θ)

Statistika (0.4;1) (0.5; 2) (0.7;4) θ1 θ2 θ3

RSmod 34.23 58.16 52.73 38.02 58.16 57.62

NSmod2 31.82 30.35 14.94 33.95 56.18 23.95

Neatkarîgiem datiem apjomâ n = 50 Neimaòa tests (RSmod) uzrâda labâkus rezultâtus

par Bikela{Rozenblata testu ar h0 = 0.05 pie alternatîvâm g1((0.4; 1)), g1((0.5; 2)) un

visâm g2(θ), taèu ir pârâks pie alternatîvas g1((0.7; 4)). Tomçr var redzçt, ka izvçloties

atðíirîgus h0, Bikela{Rozenblata testa jauda ir ïoti tuva Neimaòa testa jaudai.

Atkarîgiem datiem ar ϕ = 0.3 jaudas pârâkums Neimaòa testam vairs nav tik izteikts

kâ neatkarîgiem datiem. Izlasçm apjomâ n = 50 Bikela{Rozenblata tests pie atseviðíiem

h0 uzrâda labâku rezultâtu kâ NSmod2 alternatîvâm g1 un g2(θ3). Taèu jâòem vçrâ rezultâti

no 3.2. tabulas, kas parâda, ka pirmâ veida kïûda pie ði ϕ visiem h0 ir lielâka par 5%,

tâdçï ir grûti adekvâti spriest par testa jaudu. Savukârt datiem ar atkarîbas koeficientu

ϕ = ±0.9 3.3. un A2. tabulas uzrâda tik sliktus rezultâtus, ka nebûtu atbilstoði runât

par jaudu, kamçr nav pârliecîbas, kâ izvçlçties kritiskâs vçrtîbas. Ðo problçmu uzskatâmi

atspoguïo 3.3. attçls, kur redzams, ka Tn sadalîjums nesakrît ar neatkarîgo datu gadîjumu.

Ðie vçrojumi un grûti interpretçjamie rezultâti liek secinât, ka Bikela{Rozenblata tests

bez procedûras optimâlâ hn izvçlei ir praksç neizmantojams, taèu ar potenciâlu uzrâdît

labas îpaðîbas, tâdçï bûtu nepiecieðams jauns rezultâts, metode hn izvçlei.

25



4. JOSLAS PLATUMA IZVÇLE KODOLA

TESTIEM

Iepriekð apspriestas Bikela{Rozenblata testa labâs îpaðîbas, kas padara ðo testu uni-

kâlu. Tas bez modifikâcijâm derîgs gan atkarîgiem, gan neatkarîgiem datiem. Vçl vairâk,

tas lietojams d{dimensionâliem datiem vienkârðâm un saliktâm hipotçzçm. Tomçr bez

procedûras, kâ izvçlçties piemçrotu joslas platumu hn, ðis tests praksç nav pielietojams.

4.1. Optimâlâ h atraðanas metode

Nesenâ publikâcijâ 2008. gadâ Gao (Gao) un Gijbelsa (Gijbels) [25] izstrâdâja pro-

cedûru, kâ izvçlçties optimâlo h testiem, kas salîdzina parametrisko regresijas modeli

ar neparametrisko. Arî viòu apskatîtajâ testâ lietota integrçtâ kvadrâtiskâ kïûda (L2{

attâlums), tâpat kâ Bikela{Rozenblata testâ. Tas padara ðos rezultâtus vçl interesantâkus.

Turpmâk tiks paskaidrota nesen ieviestâs procedûras galvenâ ideja.

Dota statistika vispârîgâ formâ

T̂n(h) =
n∑
i=1

n∑
j=1

eiωn(Xi, Xj)ej,

kurai, lîdzîgi kâ aprakstîts 3.2. nodaïâ, lα = lα(h) ir simulçtâs statistikas sadalîjuma 1−α

kvantile. Tiek lietota arî kvantiles butstrapa aproksimâcija l∗α = l∗α(h). Katram h definç

nozîmîguma (size) un jaudas funkcijas

αn(h) := P (T̂n(h) > lα|H0)

un

βn(h) := P (T̂n(h) > lα|H1).

Nâkamais solis ir atrast Edgeworth izvirzîjumus funkcijâm αn(h) un βn(h) un izvest lα

koriìçto vçrtîbu. Ðo izvirzîjumu bûtîba ir aproksimçt sadalîjuma funkciju, ðajâ gadîjumâ

statistikas T̂n sadalîjuma funkciju P (T̂n ≤ x), tâ iegûstot uzlabotu statistikas sadalîju-

ma funkciju, kas ir îpaði svarîgi maziem izlaðu apjomiem. Vispârîgai statistikai Sn ar

standartnormâlo sadalîjumu uzlabotâ sadalîjuma funkcija izsakâma formâ

P (Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + . . .+ n−j/2pj(x)φ(x) + . . . ,
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kur pj ir polinomi ar kârtu ne lielâku par 3j − 1, bet Φ un φ ir N(0, 1) sadalîjuma un

blîvuma funkcijas.

Pasaulç ðî ir aktuâla izpçtes tçma un aizvien vairâk statistikâm tiek atrasti uzlabotie

sadalîjumi. Latviski Edgeworth izvirzîjumi ir plaðâk analizçti Vucânes maìistra darbâ

[26] un ðeit netiks apskatîti smalkâk.

Pçdçjais solis ir atrast optimâlo h. Tas tiek darîts, ierobeþojot nozîmîgumu αn(h)

un maksimizçjot jaudu βn(h). Optimâlo joslas platumu atrod, atrisinot optimizâcijas

problçmu

hew = arg max
h∈Hn(α)

βn(h),

kur Hn(α) = {h : α − cmin < αn(h) < α + cmin} mazam cmin > 0. Publikâcijâ [25] cmin

tiek izvçlçts kâ cmin = α/10, lai arî sâkotnçjâ izvçles rekomendâcija ir 0 < cmin < α.

Kad ir izvests h, atliek testa statistikai aprçíinât optimâlâ h vçrtîbu un lietot asim-

ptotiski uzlaboto lα hipotçþu pârbaudei.

Aprakstîto procedûru joslas platuma atraðanai bija iespçjams realizçt, jo varçja pie-

lietot 2007. gada Gotzes (Gotze), Tihomirova (Tikhomirov) un Jurèenko (Yurchenko)

rezultâtu [27]. Neatkarîgiem vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielumiem X1, X2, . . ., kuriem

EX1 = 0 un EX2
1 = µ2 tika apskatîta statistika formâ

Qn = Sn +Rn,

kur

Sn =
N∑
j=1

ajj(X
2
j − µ2) un Rn =

∑
1≤j 6=k≤N

ajkXjXk,

kur A := A(n) := (ajk)
N
j,k=1 := (a

(n)
jk )Nj,k=1, ‖A‖2 =

∑N
j,k=1 a

2
j,k < ∞. Ðai statistikai, kas ir

U{statistika (4.2.1), tika atrasts Edgeworth izvirzîjums. Tâ kâ Gao un Gijbelsas apskatîto

statistiku bija iespçjams uzrakstît formâ Qn, tad sekojot [27] varçja atrast Edgeworth

izvirzîjumus funkcijâm αn(h) un βn(h). Lai varçtu runât par ðîs procedûras adaptçðanu

Bikela{Rozenblata statistikai, tiks ieviestas U{statistikas un deìenerçtas U{statistikas.

4.2. U{statistikas

Pieòemsim, ka P ir nepârtrauktu sadalîjuma funkciju saime un ka θ(F ) apzîmç reâl-

vçrtîgu funkciju, kur F ∈ P un P ir varbûtîbu mçrs.
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Definîcija 9. Funkciju θ(F ) sauc par novçrtçjamu parametru, ja ∃m ∈ Z tâds, ka eksistç

reâlvçrtîga integrçjama funkcija h(x1, . . . , xm), kurai

EF (h(X1, . . . , Xm)) = θ(F ), ∀F ∈ P

un X1, . . . , Xm ir neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkciju F .

Mazâko m ∈ Z sauc par θ(F ) pakâpi.

Definîcija 10. Pieòemsim, ka doti neatkarîgi gadîjuma lielumi X = (X1, . . . , Xn), X ∼

F , n ≥ m un dota simetriska, mçrojama, reâlvçrtîga funkcija h(X1, . . . , Xm), tad par

U{statistiku ar kodolu h sauc

Un := Un(h) :=
1

Cm
n

∑
Cm,n

h(Xi1 , . . . , Xim), (4.2.1)

kur summçðana notiek pa m veselo skaitïu i1, i2, . . . , im, kas izvçlçti no 1, 2, . . . , n, kombi-

nâciju kopu Cm,n.

Apgalvojums 7 ([28]). Ja θ(F ) ir novçrtçjams parametrs, tad Un ir nenovirzîts para-

metra θ(F ) novçrtçjums.

Dotai simetriskai kodola funkcijai h(x1, . . . , xm) un novçrtçjamam parametram θ =

θ(F ) pieòemsim, ka P ir sadalîjuma funkciju saime, kam izpildâs D(h(X1, . . . , Xm)) <∞.

Definç ar h saistîtu funkciju virkni,

hc(x1, . . . , xc) := Eh(x1, . . . , xc, Xc+1, . . . , Xm), c = 1, 2, . . . ,m,

kur Xc+1, . . . , Xm ir neatkarîgi gadîjuma lielumi ar sadalîjuma funkciju F . Tad h0 = θ un

hm(x1, . . . , xm) = h(x1, . . . , xm).

Visu ðo funkciju matemâtiskâ cerîba ir θ,

Ehc(X1, . . . , Xc) = Eh(X1, . . . , Xc, Xc+1, . . . , Xm) = θ,

taèu funkcijas hc nesauc par kodoliem, jo tâs var bût atkarîgas no F .

U{statistikas (4.2.1) dispersija ir atkarîga no hc dispersijâm, katram c = 1, 2, . . . ,m,

σ2
c = D(hc(X1, . . . , Xc)) (4.2.2)

un σ2
0 = 0, σ2

m = D(h(X1, . . . , Xm)).

Teorçma 8 ([28]). Ja σ2
m <∞, tad

√
n(Un − θ)

d−→ N(0,m2σ2
1).

28



Definîcija 11. U{statistiku sauc par deìenerçtu ar pakâpi k, ja σ2
1 = · · · = σ2

k = 0 un

σ2
k+1 > 0.

Deìenerçtîba bieþi ir spçkâ, kad ar U{statistikâm tiek testçtas hipotçzes un, izpildoties

nulles hipotçzei, statistikas dispersija ir nulle.

Piemçrs 1. Ja P ir visu reâlvçrtîgo sadalîjumu ar galîgu k{to momentu kopa, tad dotiem

gadîjuma lielumiem X1, . . . , Xn moments µk =
∫
xkdF (x) ir pirmâs pakâpes novçrtçjams

parametrs ar U{statistiku 1
n

∑n
1 X

k
i , kur kodols h(x) = x. Jeb empîriskie momenti ir

U{statistikas.

Piemçrs 2. Par kodolu pieòem h(x1, x2) = x1x2, tad h1(x1) = E(x1X2) = x1E(X2) =

x1µ un σ2
1 = D(h1(X1)) = µ2σ

2, kur σ2 = D(X1). No teorçmas 8 seko, ka

√
n(Un − µ2)

d−→ N(0, 4µ2σ2).

Taèu pieòemot, ka izpildâs nulles hipotçze par gadîjuma lielumu nepârtrauktu sadalîjumu

F , kas ir simetrisks ap nulli, µ = E(X1) = 0. Attiecîgi robeþsadalîjuma dispersija ir nulle.

Taèu pieòemot, ka σ2 > 0, iegûst σ2
2 = D(X1X2) = σ4 > 0, lîdz ar to deìenerçtîba ir ar

pakâpi k = 1.

Lai atrastu statistikas Un asimptotisko sadalîjumu izlasei X1, X2, . . . ar vidçjo vçrtîbu

0 un dispersiju σ2, statistiku pârraksta formâ

Un =
1

n(n− 1)

∑∑
i 6=j

XiXj =
1

n(n− 1)

( n∑
i=1

Xi

)2

−
n∑
i=1

X2
i


=

1

n− 1

( 1√
n

n∑
i=1

Xi

)2

− 1

n

n∑
i=1

X2
i


No centrâlâs robeþteorçmas izriet, ka 1√

n

∑n
1 Xi

d−→ N(0, σ2), un no lielo skaitïu likuma

1
n

∑n
1 X

2
i

d−→ σ2. Pielietojot Slutska teorçmu Fergusons (Ferguson) [28] iegûst

nUn
d−→ (Z2 − 1)σ2, kur Z ∈ N(0, 1).

4.3. Joslas platums Bikela{Rozenblata testam

Sâkotnçjâ doma, iedvesmojoties no Gao un Gijbelsas darba [25], bija arî Bikela{

Rozenblata statistikai pielietot Gotzes, Tihomirova un Jurèenko rezultâtu, bet tieðâ veidâ
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neizdevâs to pârrakstît formâ Qn, kas ir U{statistika. Kâ vçlâk izrâdîjâs tas nemaz nav

iespçjams. To izskaidro Bahmana un Detes [23] publikâcija, kur parâdîts, ka Tn ir deìe-

nerçta U{statistika (Definîcija 11).

Neatkarîgiem, vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielumiem Z1, Z2, . . . ar blîvuma funkciju

f , vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju σ2 > 0 viòi parâda, ka statistikai Tn (2.2.2) spçkâ

Tn

n
√
h
− 1

nh

∫
K2(x)dx−

∫
[Kh ∗ (f − f0)]2(x)dx = U∗n +

2

n

n∑
i=1

Yi +OP

(
1

n

)
, (4.3.1)

kur, nodefinçjot lielumus eh := Kh∗f un gh := Kh∗(f−f0), U∗n ir deìenerçta U{statistika,

U∗n =
2

n2

∑
i<j

Hn(Zi, Zj)

=
2

n2

∑
i<j

∫
[Kh(x− Zi)− eh(x)] [Kh(x− Zj)− eh(x)] dx

(4.3.2)

un

Yi = (Kh ∗ gh)(Zi)− E[Kh ∗ gh(Zi)].

Izpildoties nulles hipotçzei H0 : f = f0, gan gh, gan treðais saskaitâmais izteiksmes

(4.3.1) kreisajâ pusç kïûst vienâdi ar nulli, lîdz ar to Tn var izteikt ar deìenerçto U{

statistiku U∗N , pârrakstot (4.3.1) formâ

Tn

n
√
h
− 1

nh

∫
K2(x)dx = U∗n +OP

(
1

n

)
.

Bahmans un Dete [23], izmantojot ðo izvedumu, ar vâjâkiem nosacîjumiem arî pierâda

klasisko Bikela{Rozenblata rezultâtu (Teorçma 1) U{statistikai

n
√
hUn

d−→ N(0, σ2),

kur σ2 definçts kâ (2.2.3).

Kaut arî eksistç Edgeworth izvirzîjumi U{statistikâm, literatûrâ nav atrodami izvir-

zîjumi deìenerçtâm U{statistikâm formâ (4.3.2). Tomçr ir rezultâti, kur deìenerçtâm,

asimptotiski normâli sadalîtâm U{statistikâm hipotçþu testçðanai ir atrasti Edgeworth

izvirzîjumi. Samçrâ nesen, 2003. gadâ, publicçtajâ Fana (Fan) un Lintona (Linton) [29]

darbâ, tiek apskatîta deìenerçta U{statistika testam par regresijas funkciju. Ðai statis-

tikai viòi iegûst jaunus teorçtiskus rezultâtus { izved Edgeworth izvirzîjumus un iegûst

koriìçtas kritiskâs vçrtîbas.

Lîdzîgâ veidâ bûtu jârîkojas arî ar Bikela{Rozenblata statistiku. Sekojot Fana un

Lintona rezultâtam jâatrod deìenerçtâs U{statistikas (4.3.2) nozîmîguma αn(h) un jaudas
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βn(h) funkciju Edgeworth izvirzîjums. Tâlâk, pielietojot Gao un Gijbelsas [25] piedâvâto

metodi, jâatrod optimâlais hn un uzlabotâs kritiskâs vçrtîbas. Ðâds jauns rezultâts ïautu

padarît Bikela{Rozenblata testu pielietojamu praksç.
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Secinâjumi

Ar darbâ sniegtajiem piemçriem parâdîts, ka Bikela{Rozenblata testam joslas pla-

tuma izvçle ir kritiska, taèu pagaidâm literatûrâ nav piedâvâta procedûra optimâlâ hn

atraðanai. Tas padara testu grûti salîdzinâmu ar citiem testiem un arî praksç nepielie-

tojamu. Neskatoties uz teorçtiskiem rezultâtiem, kas ïauj testu izmantot arî atkarîgiem

datiem, simulâcijas parâda, ka kritiskâs vçrtîbas un sadalîjums statistikâm no AR(1), kur

ϕ = ±0.9 iegûtiem datiem stipri atðíiras no neatkarîgo un ϕ = ±0.3 datu gadîjumiem.

Pat pie izlaðu apjoma n = 1000 statistiku sadalîjums neatbilst teorçtiskajam, kas liek

secinât, ka joslas platums izvçlçts nepareizi. Darbâ apskatîtâ metode joslas platuma iz-

vçlei bija labâkâ no literatûrâ piedâvâtajâm, kas patiesîbâ ir apzinâti izvçlçta, lai bûtu

lîdzîga klasiskajai izvçlei neparametriskajâ blîvuma funkcijas novçrtçðanâ. Lielâ atðíirîba

starp koeficienta ϕ izvçlçm parâda, ka labai hn izvçlei bûtu jâòem vçrâ arî datu atkarîbas

struktûra.

Kaut gan ir pierâdîts statistikas Tn teorçtiskais sadalîjums, arî lieliem izlaðu apjomiem

simulâciju rezultâti parâda bûtisko hn izvçles lomu. Pârlieku lielâm hn vçrtîbâm tiek

pârgludinâts blîvuma funkcijas novçrtçjums un nogludinâtais hipotçtiskais sadalîjums,

lîdz ar to statistikas vçrtîbas tiecas uz nulli un to sadalîjums veido pîíi ap nulli. Nav arî

skaidras atbildes, vai izvçle hn = h0n
−1/4 nodroðina îsto konverìences âtrumu, tas liedz

atrast optimâlo h0 visiem izlaðu apjomiem.

Hipotçþu pârbaudç teorçtiski pamatoti bûtu lietot teorçtiskâs kritiskâs vçrtîbas, taèu

ðâdai izvçlei ir nozîmîgs pretarguments. Ja tiktu izmantotas teorçtiskâs kritiskâs vçrtîbas

abiem, ϕ = ±0.9, atkarîgo datu gadîjumiem, testa jauda bûtu ïoti augsta, bet ðâdam

testam nebûtu nekâdas jçgas. Par pieòemamu metodi, lai hn izvçli uzskatîtu par labu

noder empîriskâs un teorçtiskâs kritiskâs vçrtîbas sakritîba. Tas nozîmç, ka pie attiecîgâs

hn izvçles statistikas sadalîjums, izpildoties nulles hipotçzei, pietiekami labi aproksimç

teorçtisko sadalîjumu.

Jaudas analîze parâdîja, ka Bikela{Rozenblata tests ir salîdzinâms ar Neimaòa testu

gan atkarîgiem, gan neatkarîgiem datiem. Ja tiktu atrisinâta joslas platuma izvçles prob-

lçma, ðis tests varçtu izrâdîties nopietns konkurents Neimaòa testam, kas mazâm izlasçm

tiek uzskatîts par labâko testu.

Nesenie Gao un Gijbelsas rezultâti paver iespçju atrisinât problçmu par joslas platuma

izvçli Bikela{Rozenblata testam. Darbâ apskatîti teorçtiskie rezultâti, kas iegûti lîdzîgiem

32



testiem regresijas problemâtikai. Tie nevar tikt tieðâ veidâ piemçroti interesçjoðajai sta-

tistikai, taèu dod pilnîgu skatu par nepiecieðamajiem soïiem, lai atrastu optimâlo joslas

platumu. Svarîgi, ka ir skaidra metode, kâ ðo problçmu var atrisinât. Ir tikai jâaizpilda

trûkstoðie posmi, jâatrod Edgeworth izvirzîjumi deìenerçtâm U{statistikâm ar zinâmu

kodola funkciju. Kad izteikta jaudas un nozîmîguma funkcija, jâatrisina optimizâcijas

problçma, lai iegûtu optimâlo joslas platumu. Tâlâk atliek tikai atrast koriìçtâs kritiskâs

vçrtîbas, lai varçtu pielietot testu.

Ðâdi jauni rezultâti beidzot padarîtu Bikela{Rozenblata testu pielietojamu un ïautu

izmantot daudzâs priekðrocîbas, kas tam piemît pâr citiem testiem.

33



Izmantotâ literatûra un avoti

[1] T. Ledwina. Data-driven version of Neyman's smooth test of fit. Journal of the

American Statistical Association, 89(427):1000{1005, 1994.

[2] T. Inglot and T. Ledwina. Asymptotic optimality of data-driven Neyman's tests for

uniformity. The Annals of Statistics, 24(5):1982{2019, 1996.

[3] P. J. Bickel and M. Rosenblatt. On some global measures ot the deviations of density

function estimates. The Annals of Statistics, 1(6):1071{1095, 1973.

[4] M. Rosenblatt. Remarks on some nonparametric estimates of a density function. The

Annals of Mathematical Statistics, 27:832{837, 1956.

[5] M. H. Neumann and E. Paparoditis. On bootstrapping L2-type statistics in density

testing. Statistics & Probability Letters, 50(2):137{147, 2000.

[6] A. Munk, J. P. Stockis, J. Valeinis, and G. Giese. Neyman smooth goodness-of-fit

tests for the marginal distribution of dependent data. Annals of the Institute of

Statistical Mathematics, 2009. Published online.

[7] W. Hardle, M. Muller, S. Sperlich, and A. Werwatz. Nonparamet-

ric and semiparametric models: An introduction. http://fedc.wiwi.hu-

berlin.de/xplore/ebooks/html/spm/, 2004.

[8] M. Rosenblatt. A central limit theorem and a strong mixing condition. Proceedings

of the National Academy of Sciences USA, 42:43{47, 1956.

[9] R. C. Bradley. Basic properties of strong mixing conditions. A survey and some open

questions. Probability Surveys, 2:107{144, 2005.

[10] J. Rone. Jaukto procesu analîze un to pielietojums statistikâ: Maìistra darbs. LU

FMF Matemâtikas nodaïa, Rîga, 2009.

34



[11] R. C. Bradley. Introduction to strong mixing conditions. Vol. 1. Kendrick Press.,

Heber City, UT, 2007.

[12] W. Hardle and E. Mammen. Comparing nonparametric versus parametric regression

fits. The Annals of Statistics, 21(4):1926{1947, 1993.

[13] Y. Fan. Testing the Goodness of Fit of a Parametric Density Function by Kernel

Method Yanqin Fan. Econometric Theory, 10(2):316{356, 1994.

[14] H. Takahata and K. Yoshihara. Central limit theorems for integrated square error

of nonparametric density estimators based on absolutely regular random sequences.

Yokohama Mathematical Journal, 35(1-2):95{111, 1987.

[15] A. Dvoretzky. Asymptotic normality for sums of dependent random variables. Proc.

6th Berkeley Sympos. math. Statist. Probab., Univ. Calif. 1970, 2, 513-535, 1972.

[16] M. Neumann and E. Paparoditis. A nonparametric test for the stationary density.

Technical report, 1998.

[17] B.K. Ghosh and W.M. Huang. The power and optimal kernel of the Bickel-Rosenblatt

test for goodness of fit. The Annals of Statistics, 19(2):999{1009, 1991.

[18] F. Chebana. On the optimization of the weighted bickel{rosenblatt test. Statistics

& Probability Letters, 68(4):333{345, 2004.

[19] S. Lee and S. Na. On the bickel-rosenblatt test for first-order autoregressive models.

Statistics & Probability Letters, 56(1):23{35, 2002.

[20] W. C. M. Kallenberg and T. Ledwina. Consistency and monte carlo simulation

of a data driven version of smooth goodness-of-fit tests. The Annals of Statistics,

23(5):1594{1608, 1995.

[21] C. Tenreiro. On the role played by the fixed bandwidth in the bickel-rosenblatt

goodness-of-fit test. Statistics and Operations Research Transactions, 29(2):201{216,

2005.

[22] M. Rosenblatt. A quadratic measure of deviation of two-dimensional density esti-

mates and a test of independence. The Annals of Statistics, 3:1{14, 1975.

35



[23] D. Bachmann and H. Dette. A note on the Bickel - Rosenblatt test in autoregressive

time series. Statistics & Probability Letters, 74(3):221{234, 2005.

[24] J. Valeinis. Goodness-of-fit tests for weakly dependent data. Abstracts of the 10th

International Vilnius Conference on Probability and Mathematical Statistics, 2010.

[25] J. Gao and I. Gijbels. Bandwidth selection in nonparametric kernel testing. Journal

of the American Statistical Association, 103(484):1584{1594, 2008.

[26] S. Vucâne. Bârtleta korekcija empîriskâs ticamîbas metodei: Maìistra darbs. LU

FMF Matemâtikas nodaïa, Rîga, 2009.

[27] F. Gotze, A. Tikhomirov, and V. Yurchenko. Asymptotic expansion in the central

limit theorem for quadratic forms. Zapiski Nauchnykh Seminarov POMI, 341:81{114,

2007.

[28] T. S. Ferguson. Statistics 200c: Large sample theory.

http://www.math.ucla.edu/ tom/Stat200C/Ustat.pdf, 2005.

[29] Y. Fan and O. Linton. Some higher-order theory for a consistent non-parametric

model specification test. Journal of Statistical Planning and Inference, 109(1-2):125{

154, 2003.

36



A Tabulas

A1. Kodols v.s.[−1, 1]

A1. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîmeòa

α = 0.05 atkarîgâm (AR(1), ϕ = −0.3) izlasçm apjomâ n; simulçtas 10000 v.s.[0, 1] izlases;

hn = h0n
−1/4; izmantots v.s.[−1, 1] kodols.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 6.53 6.10 5.42 4.68 4.26 2.97 2.39 1.86 1.48 1.08 0.90 0.66

50 6.26 5.97 5.31 5.31 4.59 3.59 2.91 2.48 2.07 1.63 1.49 1.29

100 6.02 5.77 4.98 4.82 4.44 3.69 3.40 3.01 2.56 2.33 1.96 1.66

500 5.91 5.94 6.00 5.21 5.20 4.34 3.91 3.53 3.13 2.85 2.54 2.29

1000 5.95 6.05 5.99 4.49 4.29 4.52 4.88 3.66 3.42 3.36 3.11 2.78

A2. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîmeòa

α = 0.05 atkarîgâm (AR(1), ϕ = −0.9) izlasçm apjomâ n; simulçtas 10000 v.s.[0, 1] izlases;

hn = h0n
−1/4; izmantots v.s.[−1, 1] kodols.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 14.09 15.88 18.11 19.39 21.52 23.74 24.12 23.03 21.87 20.40 19.05 17.15

50 15.91 18.77 21.61 23.77 25.90 28.22 28.21 27.59 26.87 25.88 24.54 23.19

100 16.42 19.11 22.42 24.64 27.03 29.94 30.13 29.93 28.95 28.11 27.00 25.81

500 14.39 18.69 22.89 23.51 26.62 29.68 30.61 30.47 30.20 29.89 29.31 28.76

1000 14.68 18.91 22.86 22.64 25.40 30.01 32.57 31.48 31.47 31.43 31.08 30.75
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A3. tabula: Empîriskâ jauda statistikai Tn (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ), kas iegûta no

1000 atkarîgu izlaðu (AR(1), ϕ = −0.3) apjomâ n = 50 statistikâm ar vienmçrîgo kodolu [−1, 1].

h0

ρ j 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.4 1 6.1 9.2 10.8 12.8 15.2 22.5 28.6 34.4 37.3 41.5 44.9 48.1

0.5 2 8.9 12.8 16.6 19.2 26.3 38.9 46.0 50.7 54.6 57.5 58.7 60.7

0.7 4 15.3 21.9 33.8 40.5 53.0 70.0 75.7 77.9 75.4 70.4 62.2 48.7

0.7 5 16.3 22.6 33.6 39.7 53.6 67.9 70.8 68.1 58.3 42.2 26.0 15.8

0.7 6 16.1 22.0 32.0 38.9 52.2 64.2 64.8 55.3 39.0 22.2 12.5 9.6

θ

(0, 3) 25.1 25.3 25.2 24.5 27.6 34.6 40.1 45.3 49.8 53.7 57.4 60.9

(0,-0. 4) 7.8 11.1 15.4 17.1 23.2 33.4 38.4 42.5 44.8 47.0 47.7 48.3

(0.25,-0. 35) 9.3 11.7 15.5 17.4 23.7 33.8 40.2 45.7 48.5 51.6 53.3 55.5

A2. Kodols N(0, 1)

A4. tabula: Tn procentuâlais patiesâs hipotçzes H0 noraidîðanas apjoms pie nozîmîbas lîme-

òa α = 0.05 neatkarîgâm izlasçm apjomâ n; simulçtas 10000 v.s.[0, 1] izlases; hn = h0n
−1/4;

izmantots N(0, 1) kodols.

h0

n 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

20 5.92 5.36 4.99 4.50 3.76 2.95 2.23 1.72 1.26 0.83 0.55 0.35

50 5.68 5.33 4.60 4.14 3.83 3.10 2.49 2.04 1.75 1.44 1.23 0.91

100 5.58 5.02 4.45 4.30 3.93 3.26 2.75 2.55 2.13 1.83 1.46 1.16
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A5. tabula: Empîriskâ jauda statistikai Tn (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ), kas iegûta no

1000 neatkarîgu izlaðu apjomâ n = 50 statistikâm ar normâlo kodolu N(0, 1).

h0

ρ j 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.4 1 9.2 10.3 13.9 15.6 20.5 28.1 33.2 36.1 38.7 41.7 43.5 45.4

0.5 2 11.6 12.3 17.6 21.4 26.8 37.9 43.9 48.8 51.8 54.0 55.3 55.5

0.7 4 17.0 24.6 34.8 43.2 55.5 70.0 73.3 73.6 69.6 64.9 55.2 40.4

0.7 5 17.6 23.9 34.9 43.1 55.0 66.7 69.2 66.4 55.7 38.9 23.2 13.3

0.7 6 16.9 22.6 32.8 40.9 52.7 62.4 60.3 50.9 33.5 18.6 10.2 7.2

θ

(0, 3) 25.9 23.5 24.4 26.0 28.4 32.8 36.4 40.1 42.5 44.6 46.6 48.2

(0,-0. 4) 10.4 12.4 17.5 21.9 26.8 34.0 39.1 41.9 42.9 45.3 46.0 45.8

(0.25,-0. 35) 10.0 12.0 17.6 21.0 27.2 33.7 38.2 42.5 45.2 48.5 49.6 50.5

A6. tabula: Empîriskâ jauda statistikai Tn (%) alternatîvâm g1(ρ, j) un g2(θ), kas iegûta no

1000 atkarîgu izlaðu (AR(1), ϕ = −0.3) apjomâ n = 50 statistikâm ar normâlo kodolu N(0, 1).

h0

ρ j 0.005 0.01 0.02 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

0.4 1 14 20.7 27.9 33.6 44.5 58.4 66.1 70.4 72.7 74.8 76.8 78

0.5 2 19.7 29 43.9 52.2 64.5 77.2 82.7 86.9 88 87.6 87.1 85.8

0.7 4 42.8 62.5 81.9 89.1 95.4 98.4 98.5 97.6 95.1 85.7 68.2 41.2

0.7 5 42.5 64 82.9 89 94.2 97 95.5 89.4 71 38.3 16.9 10.5

0.7 6 41.2 63 83.4 90.8 95.3 96.6 91.1 71.6 31.5 13.4 7.2 5.2

ϕ

(0, 3) 46.3 47 53 54.1 61.4 68.5 75.7 78.6 81.2 82.4 83.2 83.5

(0,-0. 4) 19.2 29.4 41.2 48.7 60.3 72.1 76.9 80 80.4 80.2 79.7 78.4

(0.25,-0. 35) 17.9 29.8 41.8 49.6 61.8 74.9 80.6 83 84.4 85.2 86.3 85.5
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B Izveidoto programmu kods

theta<-0.3

g<-function(i)

{

x<-arima.sim(list(order=c(1,0,0),

ar=theta),n= i, sd=sqrt(1-theta^2))

xx<-pnorm(x)

xx[1:i]

}

f0<-function(u) dunif(u)

K<-function(x)

{

x[abs(x)<=1]<-1

x[abs(x)>1]<-0

1/2*x

}

K2<-function(x) K(x)^2

###conv

conv12<-function(x)

{

if ((x <= - h) | (x >= 1 + h))

{

0

}

else

{

if (x < h)

{

(x + h)/2/h
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}

else

{

if (x > 1 - h)

{

(1 - x + h)/2/h

}

else

{

1

}

}

}

}

conv<-Vectorize(conv12)

convprim<-function(x)

{

if ((x <= - h) | (x >= 1 + h))

{

if (x >= 1 + h)

1

else

0

}

else

{

if (x < h)

{

x/2 + x^2/4/h + h/4

}

else

{

if (x > 1 - h)

{
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x/2 + x/2/h - x^2/4/h

+ 1/2 - h/4 - 1/4/h

}

else

{

x

}

}

}

}

primC<-Vectorize(convprim)

#BR-statistika

stat<-function(izl)

{

n<-length(izl)

izm <- c( c(izl-h, izl+h), -h, h, 1-h, 1+h )

augd <- c( c(rep(1, length(izl)),

rep(-1, length(izl))), rep(0,4) )/n/h/2

ooo <- order(izm)

izm <- izm[ooo]

augd <- augd[ooo]

caug <- cumsum(augd)

nn <- length(izm)

sask1<-sum((caug[1:(nn - 1)])^2 * diff(izm))

sask2<-sum( caug[1:(length(izm) - 1)]

* diff(primC(izm)) )

sask3<-integrate(function(x) conv(x)^2,

-Inf,Inf,subdivisions=50)$value

Tn<-n*h^(1/2)*(sask1-2*sask2+sask3)

Tn

}

stat_v<-Vectorize(stat)

42



####Kritiskâs vçrtîbas###

alpha<-0.05

ni<-c(100,50,20)

h0<-c(0.005,0.01,0.02,0.03,0.05

,0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.35,0.4)

delta<-1/4

rep<-1000

n1<-1

n2<-length(ni)

h1<-1

h2<-length(h0)

for (i in n1:n2)

{

n<-ni[i]

Kr.v.e<-c()

# Kr.v.t<-c()

for (j in h1:h2)

{

h<-h0[j]*n^(-delta)

set.seed(123)

rep1<-10000

rez<-replicate(rep1,stat(g(n)))

cat(rez,file=paste("T_rep"..."))

rez<-scan(file=paste("T_rep"..."))

# mu<-h^(-1/2)*integrate(K2,-1,1)$value

Kr.v.e[j]<-quantile(rez,1-alpha)

print(paste(i,j,'Kr.v.e.',date()))

# Kr.v.t[j]<-qnorm(1-alpha,mu,sigma)

}

cat(Kr.v.e,file=paste("emp_Kr.v..."))

# cat(Kr.v.t,file=paste("teor_Kr.v..."))
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print(paste(i,j,date()))

}

###bisektriðu metode

bis<-function(x0,y0,fun,prec)

{

a<-x0;b<-y0

while (b-a>prec)

{

if (fun(a+(b-a)/2)>0)

b<-a+(b-a)/2 else a<-a+(b-a)/2

}

a+(b-a)/2

}

###datu ìençrçðana

data.gen<-function(n,alt)

{

DD<-g(n)

Data<-c()

for(i in 1:(n))

{

aimfun<-function(x)

integrate(alt,0,x)[[1]]-DD[i]

Data[i]<-bis(0,1,aimfun,0.001)

}

Data

}

###Cos alternatîvas

alt.1<-function(x) 1+0.4*cos(1*pi*x)

alt.2<-function(x) 1+0.5*cos(2*pi*x)

alt.3<-function(x) 1+0.7*cos(4*pi*x)
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alt.4<-function(x) 1+0.7*cos(5*pi*x)

alt.5<-function(x) 1+0.7*cos(6*pi*x)

###Eksp.alternatîvas

###Leþanra polinomi

P1<-function(x) (x-0.5)*sqrt(12)

P2<-function(x) sqrt(5)*(6*(x-0.5)^2-0.5)

theta11<-0.3;

f.const<-function(x) exp(theta11*P1(x))

const<-log(integrate(f.const,0,1)[[1]])

alt.exp1<-function(x) exp(theta11*P1(x)- const)

...

#####statistikas#####

for (i in n1:n2)

{

n<-ni[i]

# set.seed(123)

# dg<-data.gen(n*rep,alt.1)

# cat(dg,file=paste("dati_n..."))

dg<-scan(file=paste("dati_..."))

dati.alt1<-c()

for (r in 1:rep) dati.alt1[[r]]<-dg[ ((r-1)*n+1) : (r*n) ]

...

# set.seed(123)

# dg<-data.gen(n*rep,alt.exp1)

# cat(dg,file=paste("dati_n"...))

dg<-scan(file=paste("dati_n...))

dati.exp1<-c()

for (r in 1:rep) dati.exp1[[r]]<-dg[ ((r-1)*n+1) : (r*n) ]

...]
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###statistikas alternatîvâm

for (j in h1:h2)

{

h<-h0[j]*n^(-delta)

rez.alt1<-stat_v(dati.alt1)

cat(rez.alt1,file=paste("jrez_rep..."))

print(paste(i,j,'alt1',date()))

rez.alt2<-stat_v(dati.alt2)

cat(rez.alt2,file=paste("jrez_rep..."))

print(paste(i,j,'alt2',date()))

...

rez.exp1<-stat_v(dati.exp1)

cat(rez.exp1,file=paste("jrez_rep..."))

print(paste(i,j,'alt.exp1',date()))

...

}

}

###JAUDA###

rep<-1000

rep1<-10000

for (i in 1:length(ni))

{

emp_Kr.v<-scan(file=paste("emp_Kr.v..."))

ee<-c()

###jauda.cos

for (k in 1:5)
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{

emp_jauda<-c()

for (j in 1:length(h0))

{

rez.br<-scan(file=paste("jrez_rep..."))

emp_jauda[j]<-length(rez.br[rez.br>=emp_Kr.v[j]])

}

cat(emp_jauda,file=paste("jauda(emp_Kr.v)..."))

ee[[k]]<-emp_jauda

}

ee[[6]]<-replicate(length(h0),0)

for (k in 1:3)

{

emp_jauda<-c()

for (j in 1:length(h0))

{

rez.br<-scan(file=paste("jrez_rep..."))

emp_jauda[j]<-length(rez.br[rez.br>=emp_Kr.v[j]])

}

cat(emp_jauda,file=paste("jauda(emp_Kr.v)_rep..."))

# cat(teor_jauda,file=paste("jauda_rep..."))

ee[[k+6]]<-emp_jauda

# tt[[k+6]]<-teor_jauda

}

mtx.e<-c()

# mtx.t<-c()

for (l in 1:length(h0))

{

xx.e<-c()

# xx.t<-c()
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for (m in 1:9)

{

xx.e[m]<-ee[[m]][l]

# xx.t[m]<-tt[[m]][l]

}

mtx.e[[l]]<-xx.e

# mtx.t[[l]]<-xx.t

}

write.table(mtx.e,file=paste("jauda(emp_Kr.v)..."),

row.names = F,col.names = F)

}
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