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Anotâcija

Darbs ir veltîts strukturâlo attiecîbu modeïiem divu izlaðu gadîjumâ. Tiek pçtîts lokâcijas

modelis, kas tiek definçts kâ F1(x) = F2(x + θ) ∀x ∈ R, kur θ ir lokâcijas parametrs.

Darba mçríi ir noskaidrot vai eksistç lokâcijas modelis, konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas

joslas lokâcijas parametram, kvantiïu funkcijas starpîbâm un varbûtîbu-varbûtîbu (P−P ),

kvantiïu-kvantiïu (Q − Q) grafikiem. Darbâ aspkatîta kvantiïu funkcijas analîze vienas

un divu izlaðu gadîjumâ. Darbâ tiek salîdzinâtas daþâdas pieejas, kâ ar programmas R

palîdzîbu tiek konstruçti ticamîbas intervâli.

Atslçgas vârdi: kvantiïu funkcija, strukturâlie modeïi, lokâcijas modelis, vienlaicîgâs tica-

mîbas joslas



Abstract

This thesis contains analysis of structural relationship models in the two sample case. The

location model has been studied, which is defined as F1(x) = F2(x+θ) ∀x ∈ R, where θ is

location parameter. The purpose of this work is to investigate, wheter the location model

exist, constructing simultaneous confidence bands for the location parameter, quantile

function differences and probability-probability (P − P ) and quantile-quantile (Q − Q).

Also we consider quantile function analysis in the one and two- sample cases. We compare

different approaches, constructing confidence bounds for real data problem in the program

R.

Keywords: quantile function, structural relationship models, simultaneous confidence bo-

unds, location model
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Ievads

Dotas divas neatkarîgas izlases X1, . . . , Xm un Y1, . . . , Yn ar attiecîgajâm sadalîjuma

funkcijâm F1 un F2. Darbâ tiek analizçti vispârçji strukturâli modeïi divu izlaðu gadîjumâ,

kas pirmo reizi definçti Freitag un Munk publikâcijâ [1]. Tie iekïauj divas problçmas -

lokâcijas-skalçðanas modeli un Lçmaòa alternatîvo modeli. Lokâcijas skalçðanas modelis

pârbauda vai divas izlases atðíiras ar lokâcijas un skalçðanas parametriem

F1(x) = F2

(
x− µ
σ

)
, x ∈ R, µ, σ ∈ R, σ > 0.

Ja σ = 1, tad starp izlasçm pastâv ðifta jeb lokâcijas modelis, bet pastâv tikai skalçðanas

modelis, ja µ = 0. Lokâcijas modelis tiek definçts kâ F1(x) = F2(x + θ) ∀x, kur θ ir

lokâcijas parametrs, F1 un F2 ir attiecîgâs sadalîjuma funkcijas. Ðâdi modeïi ir svarîgi,

piemçram, medicînâ, kur, ievieðot jaunas zâles, ir sagaidâms uzlabojums. Ðajâ gadîjumâ

tiek pârbaudîta hipotçze par paðu lokâcijas modeli, neinteresçjoties par konkrçto sadalî-

juma funkciju veidu.

Eksistç vairâkas iespçjas, kâ pârbaudît hipotçzi par lokâcijas modeli. Pirmkârt, pâr-

baudot vienkârðu hipotçzi par fiksçtu parametru θ, otrai izlasei atòemot (vai pieskaitot)

ðo parametru var reducçt uz hipotçzi par lokâcijas modeli, hipotçzi par divu sadalîjuma

funkciju vienâdîbas pârbaudi, tas ir H0 : F1(x) = F2(x). Hipotçzi var pârbaudît ar klasis-

ko Kolmogorova - Statistikas testu vai konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas varbûtîbu-

varbûtîbu (P −P ) un kvantiïu-kvantiïu (Q−Q) grafikiem. Lai pçtîtu ðo pieeju pârbaudot

vispârçju lokâcijas modeli (parametram θ) θ sâkumâ ir jânovçrtç. Ðo pieeju ir pçtîjis Juris

Cielçns savâ diplomdarbâ [2].

Viena no alternatîvâm metodçm kâ analizçt hipotçzi par lokâcijas modeli ir aplûkot

vienlaicîgâs ticamîbas joslas paðam parametram θ, kâ to ir skatîjies Doksums un Sievers

savâ publikâcijâ [3]. Otra metode arî konstruçt divu izlaðu kvantiïu funkciju starpîbu, kâ

to ir apskatîjuði Petter Laake, Knut Laake, Rolf Aaberge savâ publikâcijâ [4]. Abos ðajos

darbos tiek aplûkota statistika, kas balstîta uz empîrisku procesu tipa statistikâm, kuru

robeþsadalîjumi balstâs uz Brauna tilta procesiem.

Darbâ tiek apskatîta arî empîriskâs ticamîbas metode (turpmâk EL). Tâ ir konku-

rçtspçjîga neparametriskâ metode, kas, balstoties uz dotajiem novçrojumiem, konstruç

ticamîbas intervâlus, vai veic hipotçþu pârbaudi. Par tâs izveidotâju tiek uzskatîts Owen

[5], [6], kas ieviesa EL metodi izmantojot neparametrisko ticamîbas funkciju, bet ðo meto-
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di 2000. gadâ vispârinâja divu izlaðu gadîjumâ Qin un Zhao [7] divu izlaðu vidçjo vçrtîbu

starpîbai un sadalîjuma funkciju starpîbai. Jânis Valeinis doktora disertâcijâ [8] ir aprak-

stîjis EL metodi kvantiïu funkciju starpîbâm.

Ðî darba mçríis ir veikt pârbaudi vai eksistç lokâcijas modelis. Lokâcijas modeïa ana-

lîze tiek veikta konstruçjot vienlaicîgos ticamîbas joslas lokâcijas parametram, kvantiïu

funkciju starpîbai un P − P un Q−Q grafikiem. Darbâ tiek apskatîta kvantiïu funkciju

analîze vienas un divu izlaðu gadîjumâ, izmantojot gan empîrisko procesu, gan empîrisko

ticamîbas funkcijas metodes. Daþâdas metodes tiks salîdzinâtas ar simulâciju palîdzî-

bu, kâ arî analizçjot daþâdas datu problçmas. Tiks piedâvâta uzlabota metode kvantiïu

starpîbas analîzei divu izlaðu gadîjumâ, izmantojot empîrisko procesu pieeju. Lai gan pub-

likâcijâ [4] tiek konstruçtas vienlaicîgâs joslas gadîjumâ, kad viens sadalîjums ir zinâms,

ir iespçjams ðo problçmu atrisinât pilnîgi neparametriski, kad abas sadalîjuma funkcijas

ir nezinâmas.

Darbs sastâv no seðâm nodaïâm un pielikuma. Pirmajâ nodaïa tiek sniegta strukturâlo

modeïu definîcija. Otrajâ nodaïâ tiek aprakstîta hipotçþu pârbaude par lokâcijas modeïa

eksistenci, fiksçta parametra θ gadîjumâ. Treðajâ nodaïâ analizçta hipotçze par lokâcijas

modeli, aplûkojot vienlaicîgâs ticamîbas joslas paðam parametram θ. Ceturtajâ nodaïâ

tiek aprakstîta ticamîbas intervâlu konstruçðana, izmantojot empîriskos procesus vienas

un divu izlaðu gadîjumâ. Piektajâ nodaïâ tiek aprakstîta ticamîbas intervâlu konstruçða-

na, izmantojot empîriskâs ticamîbas metodi vienas un divu izlaðu gadîjumâ. Sestâ nodaïa

satur reâlu datu piemçrus. Pielikumâ atrodams programmas R kods.
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1. Strukturâlo attiecîbu modeïi

Strukturâlo attiecîbu modeïus pirmo reizi savâ publikâcijâ 2005. gadâ aprakstîja vâcu

matemâtiíi G. Freitag un A. Munk [1]. Tie iekïauj divas problçmas - lokâcijas-skalçðanas

modeli un Lçmaòa alternatîvo modeli.

Definîcija 1. Starp divu izlaðu X1, . . . , Xm un Y1, . . . , Yn sadalîjuma funkcijâm F1 un F2

pastâv lokâcijas-skalçðanas modelis, ja

F1(x) = F2

(
x− µ
σ

)
, x ∈ R (1.1)

kur σ ir skalçðanas parametrs un µ ir lokâcija sparametrs.

Ðo attiecîbu var izteikt arî ar kvantiïu funkcijâm.

F−1
1 (y) = σF−1

2 (y) + µ, y ∈ [0, 1]. (1.2)

Ja σ = 1, tad starp izlasçm pastâv ðifta jeb lokâcijas modelis, bet pastâv tikai skalçðanas

modelis, ja µ = 0.

Definîcija 2. Par empîrisko kvantiïu funkciju sauc funkciju

F−1
n (y) = inf{x : F (x) ≥ y}, 0 < y < 1. (1.3)

Definîcija 3. Lokâcijas modelis tiek definçts kâ

F1(x) = F2(x+ θ) ∀x, (1.4)

kur θ ir lokâcijas parametrs.

Definîcija 4. Starp divu izlaðu X1, . . . , Xm un Y1, . . . , Yn sadalîjuma funkcijâm F1 un F2

pastâv Lçmaòa alternatîvais modelis, ja

F1(x) = 1− (1− F2(x))1/h x ∈ R, h > 0. (1.5)

Izsakot ar kvantiïu funkcijâm, iegûst

F−1
1 (y) = F−1

2 (1− (1− y)h), y ∈ [0, 1]. (1.6)

Dotâs izlases atbilst proporcionâlâ riska nosacîjumam, ja starp tâm pastâv Lçmaòa alter-

natîvais modelis. Tas tiek pielietots medicîniskajâ statistikâ un izdzîvoðanas datu analîzç.
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Divu izlaðu modeïi, kâ (1.2) un (1.6), kas izteikti ar kvantiïu funkcijâm, var tikt pârvei-

doti kâ strukturâlo attiecîbu modeïi vispârçjâ formâ. Pieòemsim, ka sadalîjuma funkcijas

F1 un F2 ir elementi no funkcijas klases

F2 := {F : F ir sadalîjuma funkcija un
∫
y2dF <∞}.

Definîcija 5. [1] Pieòemsim, ka H ⊆ Rl un φ1 : R × H → R, φ2 : [0, 1] × H → [0, 1].

Funkcijas F1 un F2 ir saistîtas ar strukturâlu attiecîbu, kuru veido φ1 un φ2, ja (F1, F2) ∈

Uφ1,φ2 =: U , kur modeïu klase U tiek definçta kâ

U := {(F1, F2) ∈ F2 ×F2|∃h ∈ H : F1(φ1(F−1
2 (φ2(u, h))), h), u ∈ [0, 1]}.

No definîcijas seko, ka, izvçloties φ2(t, h) = t un φ1(y, (h1, h2)T ) = h1 + h2x, tiek iegûts

lokâcijas - skalçðanas modelis un izvçloties φ1(x, h) = x un φ2(t, h) = 1− (1− h)h, iegûst

Lçmaòa alternatîvo modeli.

Lai novçrtçtu parametru h, var izmantot Mallova attâlumu, ar kuru var tikt aprçíinâts

attâlums starp kvantiïu funkcijâm. Vispârîgâ gadîjumâ strukturâlo attiecîbu modelim

teorçtiskais parametrs h0 tiek aprçíinâts kâ

h0 = argminh∈H

{
1

b− a

∫ b

a

F−1
1 (u)− φ1(F−1

2 (φ2(u, h)))2du

}
,

parametra h novçrtçjums ĥ tiek iegûts sadalîjuma funkcijas aizstâjot ar empîriskajâm

sadalîjuma funkcijâm.

2. Hipotçþu pârbaude fiksçta lokâcijas parametra ga-

dîjumâ

Aplûkosim divas neatkarîgas izlases X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym, kuru izlaðu apjomi ir

n un m. Pieòemsim, ka izlaðu teorçtiskâs sadalîjuma funkcijas ir F1 un F2. Divu izlaðu

sadalîjuma funkciju vienâdîbas pârbaudei var lietot Kolmogorova-Smirnova testu divu

izlaðu gadîjumam. Testa statistika tiek uzdota ðâdâ formâ

D = sup
x

√
nm

n+m

∣∣F1n(x)− F2m(x)
∣∣,

kur n un m ir izlaðu apjomi, bet F1n un F2m ir attiecîgâs izlaðu empîriskâs sadalîjuma

funkcijas.
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Definîcija 6. Par empîrisko sadalîjuma funkciju Fn(x) sauc funkciju, kuru definç

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Ixi≤x, (2.1)

kur x1, x2, . . . , xn novçrotie dati, bet Ixi≤x - Indikâtorfunkcija.

Hipotçþu pârbaude par lokâcijas modeli reducçjas kâ

H0 : F1(x) = F2(x) pret H1 : F1(x) 6= F2(x) ∀x, ja otrai izlasei pieskaita vai atòem θ

(2.2)

Ðo hipotçzi var pârbaudît, arî konstruçjot vienlaicîgos ticamîbas intervâlus varbûtîbu-

varbûtîbu (P − P ) un kvantiïu-kvantiïu (Q−Q) grafikiem.

Ja ir zinâms procesa asimptotiskais sadalîjums, tad var iegût kritisko vçrtîbu c pie

fiksçta nozîmîbas lîmeòa α. Ticamîbas joslas tiek konstruçtas ðâdi:

1. P − P procesam

P (F1n(F−1
2m(t))− c√

n
≤ F1(F−1

2 (t)) ≤ F1n(F−1
2m(t)) +

c√
n

) = α, ∀0 < t < 1

2. Q−Q procesam

P (F−1
1n (F2m(x))− c

√
nf(F−1

1 (F2(x)))
≤ F−1

1 (F2(x)) ≤

F−1
1n (F2m(x)) +

c
√
nf(F−1

1 (F2(x)))
) = α, ∀x ∈ R

Kad nulles hipotçze 2.2 ir spçkâ, empîriskajam varbûtîbu - varbûtîbu procesam izpildâs

[2]

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
0<t<1

|
√
n(F1nF

−1
2m(t)− t)− (B(n)(t)) +

√
n√
m
B(m)(t))| > ε) = 0

Kad nulles hipotçzes 2.2 ir spçkâ, tad kvantiïu - kvantiïu procesam izpildâs [2]

∀ε > 0 lim
n,m→∞

P ( sup
−∞<x<∞

|
√
nf1(x)(F1nF

−1
2m(x)−x)−(B(n)(F2(x)))+

√
n√
m
B(m)(F2(x)))| > ε) = 0

Definîcija 7. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {Bt, t ∈ [0, 1]}, kura kovariâcijas

struktûra ir cov(Bs, Bt) = s(1− t), s < t. Ja W (t) ir standarta Vînera process (t.i. t ≥ 0,

W (t) ir normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju t, un pieaugums ir stacionârs

un neatkarîgs), tad Bt = Wt − tW1 ir Brauna tilts.

Redzam, ka procesa asimptotiskais sadalîjums ir divu Brauna tiltu lineâra kombinâcija.

Ticamîbas intervâli tiek konstruçti, izmantojot J. Cielçna diplomdarbu [2], kur kritiskâ

vçrtîba tiek aprçíinâta, veicot Brauna tiltu simulâcijas (α = 0.95, c = 1.89.)
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1. att.: N(0, 1) pretN(1, 4), n = 100

Attçlâ 1. pârbaudîta hipotçze par divu sadalîjumu vienâdîbu. Izlases X un Y sa-

dalîtas attiecîgi N(0, 1) un N(1, 4), bet n = 100. Pirmajâ grafikâ attçlotas vienlaicîgâs

ticamîbas joslas varbûtîbu-varbûtîbu (P − P ) grafikam. Otrajâ grafikâ attçlotas vienlai-

cîgâs ticamîbas joslas kvantiïu-kvantiïu (Q − Q) grafikam. Var secinât, ka H0 par divu

izlaðu vienâdu sadalîjumu noraidâm, jo grafikos redzamâ diagonâle iziet ârpus ticamîbas

joslâm kaut vienâ punktâ.

3. Vienlaicîgâs ticamîbas joslas lokâcijas parametram

Ðajâ nodaïâ tiks aplûkotas vienlaicîgâs ticamîbas joslas paðam parametram θ, kâ to ir

skatîjuðies Doksums un Sievers savâ publikâcijâ [3]. Vispârçjâ Lokâcijas modeïa F1(x) =

F2(x + θ) ∀x vietâ viòi apskata gadîjumu, kad F1(x) = F2(x + ∆(x)) kâdai funkcijai

∆(x) = F−1
2 {F1(x)} − x.

Piezîme 1. Doksums un Sievers savâ publikâcijâ [3] izvirzîja vairâkus jautâjumus (i)

vai apstrâde ir izdevîga visiem izlases datiem, tas ir ∆(x) > 0 visiem x? (ii) ja nç, tad

kurai daïai no izlases izdevîgi, tas ir {x : ∆(x) > 0}? (iii) vai lokâcijas modeli ietekmç

∆(x) = θ, ja òem kâdai θ, visiem x? (iv) ja nç, tad vai ∆(x) = α + βx priekð kâdas α

un β, visiem x?

Atbildes uz iepriekðçjiem jautâjumiem sniedz ticamîbas joslas [∆∗(x),∆∗(x)] priekð

∆(x) vienlaicîgi visiem x. Uz jautâjumu (i) atbilde ir apstiprinoða, ja ∆∗(x) > 0 visiem
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x. (ii) risinâums ir ∆∗(x) > 0, (iii) noraida, ja neviena horizontâla lînija neiekïaujas

ticamîbas joslâs un (iv) arî noraida, ja taisna lînija neiekïaujas ticamîbas joslâs.

Òem N = n + m un M = mn/N . Doksums un Sievers [3] aplûkoja vienlaicîgâs

ticamîbas joslas balstîtas uz Kolmogorova - Smirnova statistiku.

T (F1n, F2m) = Dn =
√
M sup

x
|F1n(x)− F2m(x)|. (3.1)

Teorçma 2. [3] (1− α) vienlaicîgâs ticamîbas joslas priekð ∆(x) tiek uzdotas

[F−1
2m{F1n(x)−KS,α/M

1/2} − x, F−1
2m{F1n(x) +KS,α/M

1/2} − x), (3.2)

kad x mainâs no −∞ lîdz ∞, un KS,α ir izvçlçts no Kolmogorova-Smirnova tabulâm, lai

atbilstu P (T (F1n, F2m) ≤ KS,α) = 1− α.

Piezîme 3. Apzîmçjot ar [t] skaitïa t veselo daïu, kas ir lielâkais veselais skaitlis, kas

nepârsniedz t, bet ar 〈t〉 - vismazâko skaitli, kas ir lielâks vai vienâds ar t; X1 < · · · < Xn

un Y1 < · · · < Ym, Y (j) = −∞(j < 0) un Y (j) = ∞(j ≥ m + 1). Tad vienlaicîgos

ticamîbas intervâlus (3.2) varam pârrakstît:

[S∗(x), S∗(x)) =

[
Y

{〈
n

(
i

m
−KS,α/M

1
2

)〉}
− x, Y

{[
n

(
i

m
+KS,α/M

1
2

)]
+ 1

}
− x
)
,

(3.3)

visiem x ∈ [X(i), X(i+ 1)) (i = 0, 1, . . . , n) un X(0) = −∞, X(n+ 1) =∞.

Doksums un Sievers publikâcijâ [3] aplûkoja arî ticamîbas joslas, kas balstîtas uz svçrto

suprçma normu:

WN = WN(F1N , F2M) = M
1
2 sup
{x:a≤F1n(x)≤b}

|F1n(x)− F2m(x)|
Ψ{HN(x)}

, (3.4)

kur HN(x) = λF1n(x) + (1 − λ)F2m(x), λ = m/N un 0 ≤ a < b ≤ 1. Ja izvçlçsimies

Ψ(t) = {t(1− t)} 1
2 , tad iegûtu aptuveni vienâdu svaru katram x tadâ nozîmç, ka

M
1
2{F1n(x)− F2m(x)}/Ψ{HN(x)}

ir asimptotiskâ dispersija neatkarîgi no x. Tâlâk risina nevienâdîbu |WN(F1n, F2m)| ≤ K

priekð F2m. Kad ievietojam Ψ(t) = {t(1− t)} 1
2 , ðî nevienâdîba pârveidojas par

{F2m(x)− F1n(x)}2 ≤ K2{λF1n(x) + (1− λ)F2m(x)}[1− {λF1n(x) + (1− λ)F2m(x)}]/M,
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priekð x, kas atbilst a ≤ F1n(x) ≤ b. Apzîmçsim c = K2/M , v = F2m(x), tad nevienâdîbu

varam pârrakstît kâ d(v) ≤ 0, kur

d(v) = {1 + c(1− λ)2}v2 − {2u− c(1− λ)(2λu− 1)}v + u2 − cλu+ cλ2u2. (3.5)

Tâ kâ koeficients v2 ir pozitîvs d(v) ≤ 0 tad un tikai tad, ja v ir starp divâm reâlâm

vienâdojuma saknçm d(v) = 0.

Piezîme 4. Ja PF=G(WN ≤ K) = 1−α, tad vienlaicîgie ticamîbas intervâli priekð ∆(x),

kas balstîti uz WN ar Ψ(t) = {t(1− t)} 1
2 ir

[F−1
2m [h−{F1n(x)}]− x, F−I2m [h+{F1n(x)}]− x), x ∈ {x : a ≤ F1n(x) ≤ b}, (3.6)

h± (u) =
u+ 1

2
c(1− λ)(1− 2λu)± 1

2
{c2(1− λ)2 + 4cu(1− u)} 1

2

1 + c(1− λ)2
(3.7)

un c = K2/N.

Turpmâk ðos mçs sauksim par W vienlaicîgâs ticamîbas inetrvâliem un rakstîsim

[W∗(x),W ∗(x)).

−3 −2 −1 0 1 2 3

−1
0

−5
0

5
10

2. att.: N(0, 1) pret N(1, 4), n = m = 100

Attçlâ 2. sarkanâ krâsâ attçlotas [S∗(x), S∗(x)) vienlaicîgâs ticamîbas joslas un zaïâ krâsâ

[W∗(x),W ∗(x)) vienlaicîgâs ticamîbas joslas, kur X un Y sadalîtas attiecîgi N(0, 1) un

N(1, 4), bet m = n = 100 un α = 0, 05. Abas vienlaicîgâs ticamîbas joslas ir diezgan

lîdzîgas, bet redzam, ka [W∗(x),W ∗(x)) josla ir ðaurâka galos. Ðajâ gadîjumâ skaidrs,

ka horizontâla taisne neiekïaujas vienlaicîgajâs ticamîbas joslâs. Tas nozîmç, ka H0 tiek
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noraidîta, un mums nav lokâcijas modelis. Bet varçtu bût lokâcijas - skalçðanas modelis,

jo taisne iekïaujas joslâs.

4. Ticamîbas intervâlu konstruçðana, izmantojot em-

pîriskos procesus

4.1. Empîriskâ procesa definîcija un piemçri

Vienkârðâkajâ gadîjumâ empîriskais process tiek veidots no empîriskâs un teorçtiskâs

sadalîjuma funkcijas starpîbas. Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgu, vienâdi sadalîtu

(tâlâk tekstâ tiks izmantots saîsinâjums no angïu val. - iid) gadîjuma lielumu izlase ar

sadalîjuma funkciju F .

Apgalvojums 5. [9]

√
n(Fn(x)− F (x))→d N(0, F (x)(1− F (x))).

Teorçma 6. Ir spçkâ (Glivenko-Kantelli) [10]

sup
−∞<x<∞

(|Fn(x)− F (x)|)→g.d.
n→∞ 0.

Teorçma 7. Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir iid gadîjuma leilumi ar sadalîjuma funkciju F,

tad

sup
−∞<x<∞

|
√
n(Fn(x)− F (x))| → sup

−∞<x<∞
|B(F (x))|, (4.1)

kur B ir Brauna tilts. Kreisâs puses starpîba ir pazîstama kâ Kolmogorova-smirnova

statistika.

Teorçma 8. Lîdzîgi kâ sadalîjuma funkcijâm kvantiïu funkcijâm ir spçkâ

sup
0<y<1

(
|F−1
n (y)− F−1(y)|

)
→as

n→∞ 0.

4.2. Empîriskie procesi kvantilçm vienas izlases gadîjumâ

Izmantojot blîvuma funkcijas novçrtçjumu [11]

Dota X1, X2, . . . , Xn iid gadîjumu izlase ar pilnîgi nepârtrauktu sadalîjuma funkciju

F (·), ar X1:n ≤ X2:n ≤ · · · ≤ Xn:n, tiek apzîmçtas sakârtotas statistikas no X1 . . . Xn.
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Tâlâk tiek definçta empîriskâ sadalîjuma funkcija Fn(x) un empîriskâ kvantiïu funkcija

Qn(y)

Fn(x) =


0 if X1:n > x,

k/n if Xk:n ≤ x < Xk+1:n, k = 1, 2, . . . , n− 1,

1 if Xn:n ≤ x

(4.2)

Qn(y) = Xk:n if (k − 1)/n < y ≤ k/n, k = 1, 2, . . . , n. (4.3)

Ir paðsaprotami izmantot empîrisko kvantiïu funkciju kâ kvantiïu funkcijas novçrtçjumu

Q(y) := F−1(y), kur F−1(y) = inf{x : F (x) ≥ y}, (0 < y < 1). (4.4)

Teorçma 9. [11] Dota X1, X2, . . . , Xn iid izlase ar nepârtrauktu sadalîjuma funkciju F .

Nosacîjumi

(i) F (x) ir divreiz diferencçjam intervâla (a, b), kur

a = sup{x : F (x) = 0}, b = inf{x : F (x) = 1}, −∞ ≤ a < b ≤ +∞

(ii) F ′(x) = f(x) > 0 intervâlâ (a, b)

(iii) kâdam γ > 0 ir

sup
a<x<b

F (x)(1− F (x))
|f ′(x)|
f 2(x)

= sup
0<y<1

y(1− y)
|f ′(F−1(y))|
f 2(F−1(y))

.

Tad

sup
δn≤y≤1−δn

|ρn(y)− un(y)| = O(n−1/2loglogn), (4.5)

kur δn = 25n−1loglogn.

Ja nosacîjumiem (i), (ii) un (iii) pievieno vçl

(iv) A := ¯limx↓af(x) <∞, B := ¯limx↑bf(x) <∞,

(v) (v, α) min(A,B) > 0,

(v, β) ja A = 0 (attiecîgi B = 0) tad f ir nedilstoða (neaugoða) intervâlâ pa labi no

a (pa kreisi no b),

tad, ja òem (v, α), iegûst

sup
0≤y≤1

|ρn(y)− un(y)| = O(n−1/2loglogn), (4.6)
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un ja òem (v, β), iegûst

sup
0<y<1

|ρn(y)− un(y)| =


O(n−1/2loglogn) if γ < 1,

O(n−1/2(loglogn)2) if γ = 1,

O(n−1/2(loglogn)γ(logn)(1+ε)(γ−1)) if γ > 1,

(4.7)

kur ε > 0 ir patvaïîgs un γ ir kâ nosacîjumâ (iii).

Teorçma 10. [11] Dota X1, X2, . . . neatkarîga un vienâdi sadalîta izlase ar nepârtrauk-

tu sadalîjuma funkciju F , nosacîjumi no Teorçmas 9 (i), (ii) un (iii). Òemot δn =

25n−1loglogn, var definçt Brauna tiltu {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1} katram n

sup
δn≤y≤1−δn

|f(F−1(y))n1/2(F−1
n (y)− F−1(y))−Bn(y)| = O(n−1/2logn). (4.8)

Teorçma 11. [11] Ja papildina Teorçmas 9 nosacîjumus (i), (ii) un (iii) ar (iv), (v),

tad var definçt Brauna tiltu {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1} katram n

sup
0<y<1

|f(F−1(y))n1/2(F−1
n (y)− F−1(y))−Bn(y)|

=

O(n−1/2logn) if γ < 2,

O(n−1/2(loglogn)γ(logn)(1+ε)(γ−1)) if γ ≥ 2,

(4.9)

kur ε > 0 ir patvaïîgs un γ ir kâ nosacîjumâ (iii).

Izmantojot (4.9), var konstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu funkcijai F−1(y) =

x :

F−1
n (y)− n−1/2 c

f(F−1(y))
≤ F−1(y)

≤ F−1
n (y) + n−1/2 c

f(F−1(y))
, 0 < y < 1, (4.10)

kur konstante c = c(α) ir atkarîga no vçlamâ ticamîbas lîmeòa 1 − α, t.i. c(α) katram

α ∈ (0, 1) ir definçts kâ P{sup0≤y≤1 |B(y)| ≤ c(α)} = 1− α.

Diemþçl (4.10) ir balstîta uz nezinâmu kvantiïu blîvuma funkciju (d/dy)F−1(y) =

1/f(F−1(y)).

Csorgo un Revesz (1981b) [12] ierosina novçrtçt kvantiïu blîvuma funkciju. Viens

no mçríiem ir atrast tieðu novçrtçjumu funkcijai 1/f(F−1(y)), lai to risinâtu ir divas

teorçmas, ko izmantot.
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Teorçma 12. Dota X1, X2, . . . neatkarîga un vienâdi sadalîta izlase ar nepârtrauktu sa-

dalîjuma funkciju F , kas atbilst Teorçmas 11 nosacîjumiem. Atbilst arî

(vi)

sup
a<x<b

(F (x)(1− F (x)))2

f(x)
= sup

0<y<1

(y(1− y))2

f(F−1(y))
≤ C

ar kâdu C > 0.

Tad

lim
n→∞

ω(n) sup
εn≤y≤1−εn

∣∣∣∣F−1
n (y + an)− F−1

n (y − an)

2an
− 1

f(F−1(y))

∣∣∣∣ = 0, (4.11)

kur an = n−α, εn = n−β, ωn = nδ un 3β + δ < α < 1
2
, 2δ + 4β + α < 1.

Novçrtçjums (2an)−1(F−1
n (y + an) − F−1

n (y − an)) priekð 1/f(F−1(y)) ir analogs no-

vçrtçjumam f ∗n = (2an)−1(F−1
n (x+ an)−F−1

n (x− an)), kas bieþi tiek lietots, lai novçrtçtu

blîvuma funkciju f. Tiek ieviests vispârçjs novçrtçjums

φn(y) = a−1
n

∫ 1

0

λ

(
y − u
an

)
dF−1

n (y) (4.12)

priekð kvantiïu blîvuma funkcijas 1/f(F−1(y)).

Teorçma 13. Dota X1, X2, . . . neatkarîga un vienâdi sadalîta izlase ar nepârtrauktu sa-

dalîjuma funkciju F (·), kas atbilst Teorçmas 12 nosacîjumiem. Atbilst arî

(vii)

sup
a<x<b

|f ′′(x)| = sup
0<y<1

|f ′′(F−1(y))| ≤ C

ar kâdu C > 0.

Pieòemam, ka λ(·) ir blîvuma funkcija, kas ir nepârtraukta (−∞,+∞) un ârpus intervâla

(−1
2
, 1

2
) tuvojas nullei un∫ 1/2

−1/2

xλ(x)dx = 0,

∫ 1/2

−1/2

x2λ(x)dx < −∞, sup
−1/2≤x≤1/2

|λ′(x)| <∞.

Tad iegûst

lim
n→∞

ω(n) sup
εn≤y≤1−εn

∣∣∣∣φn(y)− 1

f(F−1(y))

∣∣∣∣ = 0, (4.13)

kur φn(y) ir definçts, kâ (4.12) un an = n−α, εn = n−β, ωn = nδ un δ + 10β < 2α

α + 2β + δ < 1
2
.
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Sekas 14. Izmantojot X1, X2, . . . iid gadîjumu izlasi ar nepârtrauktu sadalîjuma funkciju

F , kas atbilst Teorçmas 12 nosacîjumiem, varam definçt Brauna tiltu {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1}

katram n

sup
εn≤y≤1−εn

∣∣∣∣ n1/2

φ0
n(y)

(F−1
n (y)− F−1(y))−Bn(y)

∣∣∣∣ = 0

(
(loglogn)1/2

ω(n)

)
, (4.14)

un

lim
n→∞

P{F−1
n (y)− c

n1/2
φ0
n(y) ≤ F−1(y) ≤ F−1

n (y)

+
c

n1/2
φ0
n(y); εn ≤ y ≤ 1− εn}

= P{ sup
0≤y≤1

|B(y)| ≤ c}

= 1−
∑
k 6=0

(−1)k+1e−1k2c2 , c ≥ 0, (4.15)

kur

φ0
n(y) =

F−1
n (y + an)− F−1

n (y − an)

2an
, (4.16)

kur an = n−α, εn = n−β, ωn = nδ un 3β+δ < α < 1
2
, 2δ+4β+α < 1 un {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1}

ir Brauna tilts.

Taisni ticamîbas intervâli kvantilçm [11]

c1(α) tiek definçts izmantojot

P{ sup
0≤y≤1

B(y) ≤ c1(α)} = 1− α, (4.17)

kur {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1} ir Brauna tilts un α ∈ (0, 1). Izmantojot X1, . . . , Xn iid gadîjumu

izlase ar nepârtrauktu sadalîjuma funkciju F ar nosacîjumu, ka empîriskâ sadalîjuma

funkcija ir Fn(·).

P{Fn(x) ≤ F (x) + n−1/2c1(α);−∞ < x < +∞} → (1− α) (4.18)

un pieòemot, ka y = F (x), vajag iegût (n→∞)

P{Fn(F−1(y)) ≤ y + n−1/2c1(α);F−1(0) < F−1(y) < F−1(1)}

P{F−1(y) ≤ F−1
n (y + n−1/2c1(α)); 0 < y < 1} → (1− α). (4.19)
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Visiem ω ∈ Ω

sup
n−1/2c1(α)≤y≤1−n−1/2c1(α)

(F−1
n (y + n−1/2c1(α))− F−1(y))

≥ F−1
n (1)− F−1(1− n−1/2c1(α))

= Xn:n − F−1

(
n

n+ 1

)
+ F−1

(
n

n+ 1

)
− F−1(1− n−1/2c1(α)). (4.20)

Pieòemot, ka F (x) = 1− e−x, x ≥ 0. Tad F−1(y) = log(1/(1− y)) un (4.20) ir

sup
0≤y≤1−n−1/2c1(α)

(
F−1
n (y + n−1/2c1(α))− log 1

1− y

)
≥ (Xn:n − logn)− log

(
n+ 1

n

)
+ log

(
n+ 1

n1/2

)
− logc1(α)). (4.21)

Kâ sekas no Teorçmas 10 iegûstam.

Sekas 15. Dota X1, X2, . . . neatkarîga un vienâdi sadalîta izlase ar nepârtrauktu sadalî-

juma funkciju F , kas atbilst Teorçmas 10 nosacîjumiem, bet {Bn(y); 0 ≤ y ≤ 1} ir Brauna

tilts, tad

lim
n→∞

P{F−1(y) ≤ F−1
n (y + n−1/2c); εn ≤ y ≤ 1− εn}

lim
n→∞

P{F−1
n (y − n−1/2c) ≤ F−1(y); ε ≤ y ≤ 1− εn}

= P{ sup
0≤y≤1

B(y) ≤ c} = 1− e−2c2 , c ≥ 0, (4.22)

kur εn := n−1/2+δ katram δ ∈ (0, 1
2
).

Sekas 16. Izmantojot Teorçmas 10 nosacîjumus iegûst

lim
n→∞

P{F−1
n (y − n−1/2c) ≤ F−1(y) ≤ F−1

n (y + n−1/2c); εn ≤ y ≤ 1− εn}

= P{ sup
0≤y≤1

|B(y)| ≤ c} = 1−
∑
k 6=0

e−2k2c2 , c ≥ 0, (4.23)

kur εn := n−1/2+δ katram δ ∈ (0, 1
2
).

Tâtad varam konstruçt ticamîbas intervâlus kvantilçm. Izmantotais εn tiek izvçlçts

tâ, lai bûtu vienâds ar loglog . . . logn/n1/2, kur log var izmantot nierobeþotas reizes vai

vienkârði kâ n1/2εn → ∞, kad n → ∞. Turpmâk aprakstîtâs teorçmas izmanto, ja ir

nepiecieðams konstruçt ticamîbas intervâlus konkrçtâm kvantilçm.
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Sekas 17. Izmantojot Teorçmas 10 nosacîjumus

lim
n→∞

P{F−1
n (y − n−1/2c) ≤ F−1(y); a1 ≤ y ≤ a2}

= lim
n→∞

P{F−1(y) ≤ F−1
n (y + n−1/2c); 1− a2 ≤ y ≤ 1− a1}

= P{ sup
a1≤y≤a2

B(y) ≤ c}, c > 0. (4.24)

Sekas 18. Izmantojot a1 = εn, a2 ir fiksçts un Teorçmas 10 nosacîjumus

lim
n→∞

P{F−1
n (y − n−1/2c) ≤ F−1(y); εn ≤ Y ≤ a2}

= lim
n→∞

P{F−1(y) ≤ F−1
n (y + n−1/2c); 1− a2 ≤ y ≤ 1− εn}

= P{ sup
0≤y≤a2

B(y) < c}, c > 0. (4.25)

Sekas 19. Izmantojot 0 < a1 ≤ a2 < 1 ir fiksçti un Teorçmas 10 nosacîjumus, un εn kâ

Sekâs 15, iegûst

lim
n→∞

P{F−1
n (y − n−1/2c) ≤ F−1(y); εn ≤ y ≤ a1, a2 ≤ y ≤ 1− εn}

= lim
n→∞

P{F−1(y) ≤ F−1
n (y + n−1/2c); εn ≤ y ≤ 1− a2, 1− a1 ≤ y ≤ 1− εn}

= P{ sup
0≤y≤a1,a2≤y≤1

B(y) ≤ c}, c > 0. (4.26)

Tâtad ja interesç konstruçt augðçjo un apakðçjo ticamîbas joslu kavntiïu funkcijai Q =

F−1 pa "vidu"(tas ir konkrçtâ apgabalâ) tikai, tad formula (4.24) dos daudz ekonomiskâku

rezultâtu nekâ (4.23). Izmantojot a1 = εn un a2 = 1 − εn, mçs iegûstam Sekas 15 Ar

c = c1(α) kâ (4.17) korekta versija (4.19) ir

P{F−1(y) ≤ Fn(y + n−1/2c1(α)); εn < y < 1− ε} = 1− α. (4.27)

Attçlâ 3.a attçlotas vienlaicîgâs ticamîbas joslas N(0, 1) sadalîtiem datiem, 1. konstru-

çtas, izmantojot formulu (4.10) un 2. konstruçtas, izmantojot (4.23). Attçlâ 3.b attçlotas

vienlaicîgâs ticamîbas joslas N(1, 4) sadalîtiem datiem, 1. konstruçtas, izmantojot, for-

mulu (4.10) un 2. konstruçtas, izmantojot (4.23).
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3. att.: Vienlaicîgâs ticamîbas joslas attiecîgo datu kvantilçm izmantojot (4.10) un (4.23)

4.3. Empîriskie procesi kvantilçm divu izlaðu gadîjumâ

Pârbaudîsim hipotçzi vai pastâv lokâcijas modelis 1.4, izmantojot vienlaicîgâs tica-

mîbas joslas divu kvantiïu funkciju starpîbai. Izmantosim Petter Laake publikâciju [4].

Vispârçjâ Lokâcijas modeïa gadîjumâ 1.4, izpildâs

Λ(t) = F−1
1 (t)− F−1

2 (t),

kur 0 ≤ t ≤ 1, F−1
1 un F−1

2 ir attiecîgi F1 un F2 kreisâs inversâs funkcijas. Kreisâ inversâ

funkcija funkcijai H tiek definçta kâ H−1(s) = inf{z : H(z) ≥ s}.

Atzîmçsim, ka ∫ 1

0
Λ(t)dt = E(X)− E(Y ).

Kvantiïu starpîbas funkcija ir saistîta ar lokâcijas funkciju no Doksuma (1974) [13]. Dok-

sums ∆(x) = F−1
2 [F1(x)] − x nosauca par lokâcijas funkciju. Pieòemot, ka ∆(x) ir hori-

zontâlais attâlums starp F1 un F2 attiecîgajâ punktâ x, mçs redzam, ka

Λ[F1(x)] = −∆(x), (4.28)

kur ∆(x) ir identiska ar lokâcijas funkciju F−1
2 [F1(x)]− x.

Novçrtçjums Λ(t) ir uzdots kâ divu kvantiïu funkciju starpîba

Λ̂(t) = F−1
1n (t)− F−1

2m(t), (4.29)

17



kur 0 ≤ t ≤ 1, kur ar F−1
1n un F−1

2m apzîmçjam F1 un F2 kreisâs inversâs funkcijas.

Tâlâk izmantosim, ka n1/2[F−1
1n (t) − F−1

1 (t)] un m1/2[F−1
2m(t) − F−1

2 (t)] konverìç uz

Gausa procesu.

Definîcija 8. Stohastisku procesu {Xt; t ∈ T} sauc par Gausa procesu, ja jebkura iero-

beþota lineâra kombinâcija no paraugu bûs normâli sadalîta.

Pieòemam, ka f(x) un g(y) ir F1(x) un F2(y) nepârtraukti atvasinâjumi, kas apmierina

0 < f(x) < ∞ un atiecîgi 0 < g(y) < ∞. Ar W1(t) un W2(t) tiek apzîmçti Brauna tilti,

tas nozîmç, ka tiek apskatîts Gausa process ar vidçjo nulli un kovariâciju funkciju s(1− t),

kur 0 ≤ s ≤ t ≤ 0.

Zinâms, ka

n1/2[F−1
1n (t)− F−1

1 (t)]
d−→ W1(t)

f [F−1
1 (t)]

un lîdzîgi

m1/2[F−1
2m(t)− F−1

2 (t)]
d−→ W2(t)

g[F−1
2 (t)]

.

Pierâdîjumu skatît Serflings [14].

Pieòemam, ka m,n −→∞ tâ, ka (m/N) −→ θ, kur N = m+ n. Tad

N1/2[Λ̂(t)− Λ(t)] = (N/n)1/2n1/2[F−1
2n (t)− F−1

1 (t)]− (N/m)1/2m1/2[F−1
2m(t)− F−1

2 (t)],

kas dod

N1/2[Λ̂(t)− Λ(t)]
D−→ 1

θ1/2

W1(t)

f [F−1
1 (t)]

− 1

(1− θ)1/2

W2(t)

g[F−1
2 (t)]

. (4.30)

Izmantojot rezultâtus, mçs iegûstam, ka N1/2[Λ̂(t)− Λ(t)] asimptotiskâ dispersija ir

k2(t) =

{
1

θf 2[F−1
1 (t)]

+
1

(1− θ)g2[F−1
2 (t)]

}
t(1− t).

Tad suprçma statistika bûs

sup
0<t<1

∣∣ ( 1

θ1/2
W1(t)− 1

(1− θ1/2)
W2(t)

)
f(F−1

1 (t))

g(F−1
2 (t))

∣∣ (4.31)

Turpinot pçtît problçmu publikacijâ [4] tiek pieòemts, ka F2 ir zinâma sadalîjuma

funkcija. Ðâdâ gadîjumâ ir jâsalîdzina izlase ar zinâmu un nezinâmu sadalîjumu. Tâdâ

gadîjumâ iegûst, ka

n1/2[Λ̂(t)− Λ(t)] = n1/2[F−1
1n (t)− F−1

1 (t)]
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un

n1/2[Λ̂(t)− Λ(t)]
D−→ W1(t)

f [F−1
1 (t)]

.

Tâtad N1/2[Λ̂(t)− Λ(t)] asimptotiskâ dispersija ir

γ2(t) =
1

f 2[F−1
1 (t)]

t(1− t).

Tâ kâ F1 nav zinâms, tad to novçrtç izmantojot empîrisko sadalîjuma funkciju un blîvuma

novçrtçjums ir uzdots kâ

fn(x) = [Fn1(x+ hn) + F1n(x− hn)]/(2hn).

Pieòem, ka n1/2 supt |F1n[F−1
1 (t)]− t| ir Kolmogorova - Smirnova statistika. Tâlâk iegûst,

ka

n1/2 sup
t
|F1n[F−1

1 (t)]− t| = n1/2 sup
t
|F1n[Λ(t) + F−1

2 (t)]− t|

Tad

Pr{n1/2 sup
t
|F1n[Λ(t) + F−1

2 (t)]− t| ≤ k} = 1− ε,

un vienlaicîgâs ticamîbas joslas priekð Λ(t) ir iegûtas

[F−1
1n (t− k/n1/2)− F−1

2 (t), F−1
1n (t+ k/n1/2)− F−1

2 (t)].

Bet ðajâ darbâ tiek apskatîts, kad F2 nav zinâms. Tâ kâ nav zinâms robeþsadalîjumus,

tiek izmantota suprçma statistika

sup
0<t<1

N1/2(Λ̂(t)− Λ(t)) (4.32)

Vienlaicîgâs ticamîbas joslas tiek konstruçtas, izmantojot divas iespçjas - tiek simulçta

un Butstrapota kritiskâ vçrtîba.
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Simuleta robezsadalijuma histogramma, n=100
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Simuleta robezsadalijuma histogramma, n=500
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4. att.: N(2, 2) un N(4, 2), bet mainîti n = 100 un n = 500

Attçlâ 4. redzam 4 attçlus, kuros ir attçlotas histogrammas vienâdâm izlasçm N(2, 2)

un N(4, 2), bet mainîti izlases apjomi. Pirmajâ attçlâ ir zîmçta simulçta robeþsadalî-

juma histogramma, kur n = 100. Otrajâ attçlâ ir zîmçta Butstrapota robeþsadalîjuma

histogramma,n = 100. Treðajâ attçlâ ir zîmçta simulçta robeþsadalîjuma histogram-

ma, kur n = 500. Ceturtajâ attçlâ ir zîmçta Butstrapota robeþsadalîjuma histogramma

n = 500.

Attçli parâda problemâtiku, ka robeþsadalîjumus konverìç aizvien tâlâk. Tâpçc jâlie-

to cita statistika, lîdzîgi kâ reâlas izlases gadîjumâ. Tâdçï tiek mçìinâts atrast savâdâku

pieeju, lai konstruçtu vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu funkciju starpîbai.

Ideja ir pielietot ðâdu statistiku

sup
0<t<1

f(F−1
1 (t))N1/2[Λ̂(t)− Λ(t)] (4.33)

Robeþsadalîjums konverìçs, bet ir jânovçrtç f(F−1
1 (t)), to varçtu darît lîdzîgi, kâ vienas

izlases gadîjumâ.
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5. Ticamîbas intervâlu konstruçðana, izmantojot em-

pîriskâs ticamîbas metodi

Viena no populârâkajâm neparametriskajâm metodçm ir empîriskâs ticamîbas metode

(EL). Par tâs pamatlicçju tiek uzskatîs Owen [5], [6], kas iepazîstinâja ar EL metodi, iz-

mantojot neparametrisko ticamîbas funkciju. Galvenâ ðis metodes priekðrocîba ir tâda, ka

EL ticamîbas intervâlu forma netiek balstîta uz pçtamâ sadalîjuma neesoðu simetriju, bet

gan uz pçtamo datu kopu (tie nav simetriski). Owen parâdîja, ka EL metodes statistika

tiecas uz χ2 sadalîjumu. Bet Qin un Lawless 1994.gadâ savâ publikâcijâ [15] aprakstîja

EL metodi vienas izlases gadîjumâ vispârçjâ formâ, izmantojot novçrtçjoðâs funkcijas.

Empîrisko ticamîbas metodi vispârinât divu izlaðu gadîjumâ ir centuðies vairâki. 2000.ga-

dâ to mçìinâja izdarît Qin un Zhao [7], kas izveidoja empîriskâs ticamîbas funkcijas kâdâ

punktâ divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai un sadalîjuma funkciju starpîbai. Jânis Va-

leinis doktora disertâcijâ [8] ir aprakstîjis EL metodi kvantiïu funkciju starpîbâm, P − P

un Q−Q grafikiem, ROC lîknçm un strukturâlo attiecîbu modeïiem. Toties 2011. gadâ

viòð aprakstîja vispârîgâ formâ empîrisko ticamîbas metodi divu izlaðu gadîjumâ [16].

5.1. Empîriskâs ticamîbas metode (EL) kvantilçm vienas izlases

gadîjumâ

EL ticamîbas intervâliem kvantilçm ir liela pârklâjuma kïuda ar kârtu n−1/2. Bet ar

kodolu metoþu nogludinâtâs EL ticamîbas intervâlu pârklâjuma kïûda ir ar kârtu n−1.

Sâkumâ tiek apskatîta parastâ EL metode ticamîbas intervâlu konstruçðanai no materiâla

[17].

EL ticamîbas intervâli kvantilçm

Pieòemsim, ka X1 . . . Xn ir iid gadîjuma izlase no nezinâma sadalîjuma F (x) ar at-

tiecîgu blîvuma funkciju f(x), bet F−1(q) ir q-tâ kvantile, 0 < q < 1. Tâtad tiks kon-

struçti ticamîbas intervâli θ0 = F−1(q). X1 . . . Xn ir sakârtotâ izlase un θ0 novçrtçjums ir

θ̂0 = X([nq]), kur [nq] ir skaitïa nq veselâ daïa. θ0 var definçt ar sekojoðu vienâdojumu

∞∫
−∞

φ(x− θ)dF (x) = 0, (5.1)
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kur

φ(z) =

 −1 ja z ≤ 0,

q/(1− q) ja z > 0.
(5.2)

Empîriskâs ticamîbas attiecîba parametram θ0 ir

R(θ0) = sup
p1,...,pn

n∏
i=1

(npi) (5.3)

ievçrojot, ka

pi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piφ(Xi − θ0) = 0. (5.4)

Maksimizâcijas problçmu (5.3) risina ar Lagranþa reizinâtâju palîdzîbu. Var pierâdît, ka

maksimums tiek sasniegts, kad

pi =
1

n

1

1 + λ(θ0)φ(Xi − θ0)
, i = 1, . . . , n, (5.5)

kur λ(θ0) apmierina vienâdojumu

1

n

n∑
i=1

φ(Xi − θ0)

1 + λ(θ0)φ(Xi − θ0)
= 0. (5.6)

Kad θ0 ∈ [X1:n, Xn:n], tad (5.3) atrisinâjums λ(θ0) ir

λ(θ0) = (q − Fn(θ0))/q, (5.7)

kur Fn ir empîriskâ sadalîjuma funkcija, kas definçta kâ Fn(x) = 1
n

∑n
i=1 I{Xi≤x}, kur I{·}

ir indikâtorfunkcija. Logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîba ir

l(θ0) = −2logR(θ0)

= 2n

(
Fn(θ0)log

Fn(θ0)

q
+ (1− Fn(θ0))log

1− Fn(θ0)

1− q

)
. (5.8)

Funkcija logR(θ0) no izteiksmes (5.7) ir pakâpienveida funkcija ar lçcieniem datu punktos,

tâ kâ logR(θ0) pieòem galîga skaita vçrtîbas, tad tas padara χ2
1 aproksimâciju ne îpaði

akurâtu.

Gludinâtie EL ticamîbas intervâli kvantilçm [9]

Pieòem, ka doti X1 . . . Xn gadîjuma lielumi un F (x) nezinâma sadalîjuma funkcija.

Zinâm, ka histogramma aproksimç teorçtisko blîvuma funkciju, neatkarîgi no sadalîjuma

veida. Tâdus novçrtçjumus sauc par neparametriskiem novçrtçjumiem. Pçc definîcijas

f(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
.
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Aizstâjot nezinâmo F ar neparametrisko novçrtçjumu Fn un atmetot robeþu, iegûst blî-

vuma funkcijas novçrtçjumu:

f̂(x) =
Fn(x+ h)− Fn(x)

h
=

1

nh

n∑
i=1

1{x<xi≤x+h}

kur h ir joslas platums, kas ir mazs lielums. Ja intervâlu izvçlas simetriski attiecîbâ pret

punktu x, tad iegûst

f̂(x) =
1

n

n∑
i=1

1

2h
1{|x−Xi|<h} =

1

nh

n∑
i=1

1

2
1{|x−xi

h
|<1}.

Vispârinot ðo formulu iegûstam vispârçju formu

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− xi
h

)
,

kur K ir sadalîjuma funkcija, kas parasti tiek saukta par kodolu.

Vispârçjâ gadîjumâ bûtiskâkie pieòçmumi: h = hn → 0, nh→∞, kad n→∞,

1)
∫
K(u)du = 1;

2)
∫
uK(u)du = 0; (simetrija pret nulli)

3)
∫
u2K(u)du <∞.

Ir pierâdîts, ka kodola izvçle nav bûtiskâkâ, svarîgâka ir joslas platuma h izvçle.
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5. att.: Histogramma un tâs neparametriskais novçrtçjums, izmantojot kodolu gludinâða-

nu ar daþâdâm joslas platuma h izvçlçm.

Attçlâ 5. redzams kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums N(0, 1) sadalîjumam ar da-

þâdiem joslas platumiem h. No attçla redzam, ka h izvçle nosaka gludinâðanas pakâpi.

Punktveida ticamîbas intervâli, izmantojot Zhou un Jing ideju [17]

Par joslas platumu tiek òemts h = hn > 0. Pieòem, ka h → 0, kad n → ∞. Tiek

izvçlçta kâda Borela mçrojama funkcija K(x) kâ kodols un definçta G(t) =
∫ t
−∞K(x)dx.

Empîriskâ sadalîjuma funkcija Fn tiek aizstâta ar nogludinâtu empîriskâ sadalîjuma fun-

kciju

F̂n(x) =
1

2

n∑
i=1

G

(
x−Xi

h

)
. (5.9)

Aizstâjot F̂n(x) ar Fn(θ0) formulâ (5.7), iegûst koriìçto logaritmisko empîriskâs ticamîbas

attiecîbu

l̂(θ0) = 2n

(
F̂n(θ0)log

F̂n(θ0)

q
+ (1− F̂n(θ0))log

1− F̂n(θ0)

1− q

)
. (5.10)

Nogludinâtâs empîriskâs ticamîbas intervâls parametram θ0 ir Ic = {θ0 : l̂(θ0) ≤ c}, kur

c ir konstante, kuru iegûst, izmantojot ticamîbas lîmeni α = P (θ ∈ Ic) = P{l̂(θ0) ≤ c}
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Tâlâk tiek uzdoti daþi precizçjumi.

(i) f(x) = F ′(x). Eksistç f un f (r−1), kur r ≥ 2, punkta θ0 apkârtnç, kâ arî tie ir

nepârtraukti punktâ θ0. Arî f(θ0) > 0.

(ii) kodols K(·) ir ierobeþots un tam ir kompakts definîcijas apgabals [a, b]. Kâdai [a, b]

dekompozîcijai a = u0 < u1 < · · · < um = b, kodols K(·) ir vai nu strikti pozitîvs

vai strikti negatîvs katrâ no intervâliem (uj−1, uj), kur j = 1, . . . ,m.

∫
uK(u)G(u)du = 0,

∫
ujK(u)du =


1, j = 0,

0, 1 ≤ j ≤ r1 − 1,

C, j = r1,

(5.11)

kur C ir kâda ierobeþota konstante un r1 ir vesels skaitlis, kas vienâds vai lielâks

par r.

(iii) nh/logn→∞, nh2 ir ierobeþots n→∞.

Teorçma 20. Òem l̂(θ0) tâdu kâ (5.10) un, pieòemot, ka nosacîjumi (i)− (iii) izpildâs.

Tad, ja n→∞

P (l̂(θ0) ≤ x)− P (χ2
1 ≤ c) = O(n−1),

katram fiksçtam x.

No Teorçmas 20 seko, ka

lim
n→∞

P{θ0 ∈ Ihc} = P (χ2
1 ≤ c),

kur Ihc = {θ : l̂(θ0) ≤ c}. Ja c ir izvçlçts tâ, lai P (χ2
1 ≤ c) = α tad Ihc pârklâjuma

varbûtîba aproksimçs α ar kïûdu O(n−1), kad n→∞.

Ticamîbas intervâli, izmantojot Chen un Hall ideju [18]

Ðajâ idejâ tiek izmantota kodola gludinâðanas metode, lai panâktu rezultâtu, ka tica-

mîbas intervâla kïûda ir ar kârtu n−1. Tiek parâdîts, ka, izmantojot Bartleta korekciju,

ticamîbas intervâla pârklâjuma kïûda ir ar kârtu n−2. Ðajâ idejâ λ(θ0) netiek izteikta kâ

(5.7) un arî l(θ0) nav kâ (5.8).

l(θ0) = 2
n∑
i=1

log{1 + λ(θ0)wi(θ0)}
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un λ(θ0) nosaka no
n∑
i=1

wi(θ0){1 + λ(θ0)wi(θ0)}−1 = 0,

kur wi(θ0) = G((θ0 − Xi)/h) − q. Ar K tiek apzîmçts r-tâs kârtas kodols, kuram pie

r ≥ 2 un C 6= 0, ir spçkâ (5.9). Definç G(t) =
∫ t
−∞K(x)dx. Gadîjums, kad r = 2 ir

visbieþâk sastopams, tad K ir simetriska blîvuma funkcija un G(x) ir sadalîjuma funkcija.

Ar f(x) = F ′(x) tiek apzîmçts funkcijas F pirmais atvasinâjums.

Teorçma 21. Ja K atbilst (5.11), tas ir ierobeþots un tam ir kompakts definîcijas ap-

gabals, ja eksistç f un f (r−1) punkta θ0 apkârtnç un tie ir nepârtraukti punktâ θq, un

ja f(θq) > 0, un ja daþiem t > 0 nht → 0, kad n → ∞. Tad l̂(θ0) ir asimptotisks χ2
1

sadalîjums, ja nh2r → 0 un f (r−1)(θq) 6= 0.

Teorçmas 21 nosacîjumi nodroðina, ka K ir r-tâs kârtas kodols, sadalîjuma funkcija F

ir pietiekami gluda apkârtnç θq. f(θq) > 0 nodroðina, ka asimptotiskâs izlases kavntiles

dispersija ir ar kârtu n−1. Nosacîjums, ka nht → 0, kad n → ∞, nodroðina, ka joslas

platums h nekonverìç uz nulli pârâk lçni.

Ja K ir otrâs kârtas kodols (r = 2) un f ′(θq) 6= 0, tad l(θq) ir asimptotiskas χ2
1

sadalîjums tad un tikai tad, ja h = O(n−1/4). Ja f (r−1)(θq) 6= 0, ir iespçjams, ka l(θq) bûs

asimptotiskais χ2
1 sadalîjums, tomçr nh2r netieksies uz nulli.

Ja izpildâs Teorçmas 21 nosacîjumi un nh2r → 0, tad seko, ka

P{l(θq) ≤ c} → P (χ2
1 ≤ c),

kur c izvçlçts atbilstoði χ2
1 tabulâm, izpildoties

P (χ2
1 ≤ c) = α.

Teorçma 22. Pieòemot, ka izpildâs Teorçmas 21 nosacîjumi un joslas platumam h ir

spçkâ

nh2r → 0 un nh/logn→∞ (5.12)

un c = c(α). Tad priekð

P (θq ∈ Ic) = α +O(n−1) (5.13)

pietiekamais nosacîjums ir nhr ir ierobeþots, kad n→∞. Ðis nosacîjums ir nepiecieðams

arî, ja f (r−1)(θq) 6= 0. Neatkarîgi no tâ, ka c > 0, labâ puse no (5.13) nevar bût vienâda

ar α +O(n−1), attiecîgi izvçloties h.
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Bartleta korekcija

Var pierâdît, ja nhr → 0, tad

E{l(θq)} = 1 + n−1β + o(n−1),

kur β = 1
6
(3µ−1

2 µ4−2µ−2
2 µ2

3) un µj = E[G{(θq−Xi)/h}−q]j. Tad l(θq) matemâtiskâ cerîba

no aproksimçtâ χ2 sadalîjuma atðíiras par n−1β. Ja n3h2r ir ierobeþots, tad l(θq)/(1 +

n−1β) sadalîjums atðíiras no χ2
1 sadalîjuma ar kârtu n−2, nevis ar n−1. Praksç β nav

zinâms un ir jânovçrtç. Tâdçï definç

µ̂j = n−1

n∑
i=1

[G{
(
θ̂q −Xi

)
/h} − q]j,

kur β̂ = 1
6
(2µ̂−1

2 µ̂4 − 2µ̂−2
2 µ̂2

3), kur θ̂q ir θq novçrtçjums.

Teorçma 23. Pieòem, ka izpildâs Teorçmas 16. nosacîjumi un (5.12), un c = c(α). Tad

P (θq ∈ Id(c,γ)) = α +O(n−2) (5.14)

petiekamais nosacîjums ir n3h2r ir ierobeþots, kad γ = β vai γ = β̂, kur d(c, γ) = c(1 +

n−1γ). Ðis nosacîjums ir nepiecieðams arî, lai f (r−1)(θq) 6= 0.

Tâtad, pielietojot Bartleta korekciju nogludinâtâs EL ticamîbas intervâliem, var iegût

pârklâjuma kïûdu ar kârtu n−2.
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EL metoþu salîdzinâjums kvantilçm
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6. att.: Negludinâtâ EL un gludinâtâs ELCH , ELZJ −2lnR(θ) ticamîbas lîknes standar-

tnormâlâ sadalîjuma mediânai

Attçlâ 6. redzama logaritmiskâs empîriskâs attiecîbas lîknes standartnormâ N(0, 1)

sadalîjuma mediânai. Melnâ krâsâ ir parastâ EL metode (EL), sarkanâ krâsâ ir Zhou

un Jing gludinâtâ EL metode (ELZJ), bet zilâ krâsâ ir Chen un Halli gludinâtâ EL

metode (ELCH). Konkrçtajâ gadîjumâ redzams, ka Chen un Halli gludinâtâ metode

dod labâku rezultâtu. Ticamîbas intervâli ir ðaurâki nekâ pârçjâm divâm metodçm:

EL[−0.36; 0.18], ELZJ [−0.40; 0.19], ELCH [−0.33; 0.12]

5.2. Empîriskâs ticamîbas metode (EL) kvantilçm divu izlaðu

gadîjumâ

Pieòemsim, ka ir dotas divas iid (neatkarîgas un vienâdi sadalîtas) izlases X1 . . . Xn un

Y1 . . . Yn ar attiecîgâm sadalîjuma funkcijâm F1 un F2. θ = θ(t) ir funkcija, kas ir saistîta

ar vienu no sadalîjuma funkcijâm F1 vai F2. Tâpat kâ vienas izlases gadîjumâ, pieòemam,

ka visa informâcija par ∆, θ0, F1 un F2 ir pieejama nenovirzîtu novçrtçjoðo funkciju veidâ:

EF1w1(X, θ0,∆) = 0, (5.15)

EF2w2(X, θ0,∆) = 0. (5.16)

Piemçrs 1. Apzîmçjam θ0 =
∫
xdF1(x) un ∆0 =

∫
ydF2(y) −

∫
xdF1(x). Novçrtçjoðo
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funkciju vietâ tiek izvçlçtas

w1(X, θ0,∆0, t) = X − θ0, w2(Y, θ0,∆0, t) = Y − θ0 −∆0

tâ, lai bûtu spçkâ (5.15) un (5.16).

Piemçrs 2. (Qin and Zhao, 2000) Divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîba. Definçsim θ0 =

F1(t) un ∆0 = F2(t)− F1(t). Novçrtçjoðo funkciju vietâ izvçlamies

w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤t} − θ0, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤t} − θ0 −∆0

tâ, lai bûtu spçkâ (5.15) un (5.16).

Piemçrs 3. (Zhou un Jing (2003)) Divu izlaðu kvantiïu funkciju starpîba. Definç θ0 =

F−1
1 (t) un ∆0 = F−1

2 (t)− F−1
1 (t). Novçrtçjoðo funkciju vietâ izvçlamies

w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤θ0} − t, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤θ0+∆0} − t

tâ, lai bûtu spçkâ (5.15) un (5.16).

Teorçma 24. [16] Izpildoties standarta nosacîjumiem

−2lnEL(∆, θ̂)
d−→ χ2

1,

kur θ̂ ir parametra θ0novçrtçjums.

Izmantojot ðo rezultâtu, var konstruçt uz EL metodes balstîtus punktveida ticamîbas

intervâlus parametram ∆ formâ ∆ : {EL(∆, θ̂) > c}. Savukârt vienlaicîgâs ticamîbas

joslas var iegût konstruçjot punktveida intervâlus ar butstrapa metodi. Implementâcijai

programmâ R tiks izmantota pakete EL, ko izveidojuði J. Valienis un E. Cers, kas brîvi

pieejama instalçðanai.

6. Pielietojums reâlu datu problçmâm

Tiek izmantoti dati no publikâcijas [3]. Pirmie dati satur informâciju par 22 þurkâm,

kas ir turçtas 7 dienas ozona vidç un to svara pieaugums gramos tiek apzîmçts ar yi.

10.1 6.1 20.4 7.3 14.3 15.5 -9.9 6.8 28.2 17.9 -9.0

-12.9 14.0 6.6 12.1 15.7 39.9 -15.9 54.6 -14.7 44.1 -9.0
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Otrie dati satur informâciju par 22 þurkâm, kas turçtas ozona brîvâ vidç, ðo þurku svara

pieaugumu gramos satur x.

41.1 38.4 24.4 25.9 21.9 18.3 13.1 27.3 28.5 -16.9 26.0

17.4 21.8 15.4 27.4 19.2 22.4 17.7 26.0 29.4 21.4 26.6

Tiek konstruçti ticamîbas intervâli vidçjai vçrtîbai pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05.
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7. att.: Negludinâtâ EL un gludinâtâs ELCH , ELZJ −2lnR(θ) ticamîbas lîknes doto datu

mediânai

Attçlâ 7. redzama logaritmiskâs empîriskâs attiecîbas lîknes doto datu mediânai. Pri-

majâ attçlâ ir attçloti dati par 22 þurkâm, kas ir turçtas 7 dienas ozona vidç un to svara

pieaugums gramos. Konkrçtajâ gadîjumâ redzams, ka Chen un Halli gludinâtâ meto-

de dod labâku rezultâtu. Ticamîbas intervâli ir ðaurâki nekâ pârçjâm divâm metodçm:

EL[19.20; 26.60], ELZJ [19.37; 27.52], ELCH [20.27; 26.15]. Otrajâ attçlâ ir attçloti dati par

22 þurkâm, kas turçtas ozona brîvâ vidç, ðo þurku svara pieaugumu gramos. Konkrçtajâ

gadîjumâ redzams, ka negludinâtâ EL metode dod labâku rezultâtu. Ticamîbas intervâli ir

ðaurâki nekâ pârçjâm divâmmetodçm: EL[6.10; 15.70], ELZJ [2.53; 18.88], ELCH [1.78; 16.66].
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(b) Bez ozona vidç

8. att.: Ticamîbas intervâli datu kvantilçm

Attçlâ 8.a attçloti ticamîbas intervâli kvantilçm datiem, kas satur informâciju par þur-

ku svara izmaiòu gramos, kad tâs uzturçjuðâs ozona vidç, bet attçlâ 8.b attçloti ticamîbas

intervâli kvantilçm datiem, kas satur informâciju par þurku svara izmaiòu gramos, kad

tâs uzturçjuðâs no ozona brîvâ vidç. Ar 1. apzîmçtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas, kas

iegûtas, izmantojot (4.10), ar 2. apzîmçtas - (4.23), bet ar 3. apzîmçtas punktveida tica-

mîbas joslas, kas konstruçtas izmantojot (5.8)

Grafiski zîmçsim vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu funkcijas starpîbai un empî-

riskai ticamîbas metodei. Lai konstruçtu vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu funkcijas

starpîbai, mums ir jâiegûst kritiskâ vçrtîba. Kritiskâ vçrtîba, kas ir iegûta simulçjot, ir

200.9875, bet, izmantojot Butstrapa metodi, ir 248.6564.
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9. att.: Ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpîbas un empîrisko

ticamîbas modeli

Attçlâ 9. redzam ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpîbas

un EL metodi. Tiek izmantoti dati par þurku svara izmaiòâm gramos, kas ir turçtas ozona

vidç un kas turçtas no ozona brîvâ vidç. Zilâ krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmanto-

jot kritisko vçrtîbu, kas iegûta ar Butstropa metodi. Sarkanâ krâsâ ticamîbas joslas tiek

zîmçtas, izmantojot simulçto kritisko vçrtîbu. Melnâ krâsâ ir zîmçtas ticamîbas joslas

izmantojot EL metodi. Redzam, ka H0 netiek noraidîta, jo eksistç horizontâla taisne, kas

iekïaujas vienlaicîgâs ticamîbas joslâs.

Tâlâk tiek izmantoti dati no publikâcijas [16]. Izlases satur vidçjos urbðanas laikus,

kuros sasniegts fiksçts dziïums. Tika salîdzinâta sausâ urbðana un slapjâ urbðana.

600 700 800 900 1000 1100 1200

0
20

40
60

80
10

0

teta

−2
lnR

(te
ta)

EL
EL_ZJ
EL_CH

(a) Sausa urbðana

700 800 900 1000 1100 1200

0
20

40
60

80
10

0

teta

−2
lnR

(te
ta)

EL
EL_ZJ
EL_CH

(b) Slapja urbðana

10. att.: Ticamîbas intervâli datu kvantilçm
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Attçlâ 10. redzama logaritmiskâs empîriskâs attiecîbas lîknes doto datu mediânai.

Melnâ krâsâ ir parastâ EL metode (EL). Primajâ attçlâ ir attçloti dati par sauso urbðanu

(80 dati). Konkrçtajâ gadîjumâ redzams, ka Chen un Halli gludinâtâ metode dod labâku

rezultâtu. Ticamîbas intervâli ir ðaurâki nekâ pârçjâm divâm metodçm: EL[723.33; 800],

ELZJ [726.94; 811.35], ELCH [733.14; 805.57]. Otrajâ attçlâ ir attçloti dati par slapjo ur-

bðanu. Konkrçtajâ gadîjumâ redzams, ka negludinâtâ EL metode dod labâku rezultâ-

tu. Ticamîbas intervâli ir ðaurâki nekâ pârçjâm divâm metodçm: EL[885.67; 956.33],

ELZJ [888.48; 963.02], ELCH [895.30; 956.72].

Tâlâk tiek konstruçtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas kvantiïu funkcijas starpîbai un

empîriskai ticamîbas metodei datiem par urbðanu. Lai konstruçtu vienlaicîgâs ticamîbas

joslas kvantiïu funkcijas starpîbai, mums ir jâiegûst kritiskâ vçrtîba. Kritiskâ vçrtîba, kas

ir iegûta simulçjot, ir 2238.893, bet, izmantojot Butstrapa metodi, ir 2575.549.
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11. att.: Ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpîbas un empîrisko

ticamîbas modeli

Attçlâ 11. redzam ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpîbas

un EL metodi. Tiek izmantoti dati par sausu un slapju urbðanu. Zilâ krâsâ ticamîbas

joslas tiek zîmçtas, izmantojot kritisko vçrtîbu, kas iegûta ar Butstrapa metodi. Sarkanâ

krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmantojot simulçto kritisko vçrtîbu. Melnâ krâsâ ir

zîmçtas ticamîbas joslas izmantojot EL metodi. Redzam, ka H0 netiek noraidîta, jo ir

taisne, kas iekïaujas vienlaicîgâs ticamîbas joslâs, tas nozîmç, ka mums ir lokâcijas modelis.
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12. att.: N(2, 2) un N(4, 2), n = 100, izmetot 5 izlecçjus un N(2, 2) un N(4, 2), n = 100

Attçlâ 12. redzam ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpîbas

un EL metodi. Zilâ krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmantojot kritisko vçrtîbu, kas

iegûta ar Butstropa metodi. Sarkanâ krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmantojot si-

mulçto kritisko vçrtîbu. Pirmajâ grafikâ zîmçtas joslas izmetot arâ 5 izlecçjus, simulçtâ

kritiskâ vçrtîba ir 14.29185, bet butstrapotâ ir 29.97886. Otrâ attçlâ ir zîmçtas ticamîbas

joslas izmantojot visus datus, simulçtâ kritiskâ vçrtîba ir 19.15858, bet butstropotâ ir

27.78919. No attçliem redzm, ka izmantojot kvantiïu funkcijas starpîbas, ticamîbas joslu

platumu ietekmç izlecçjdati, bet izmantojot EL metodi ticamîbas joslu paltumi nemainâs.

Redzam, ka izmantojot EL metodi H0 tiek noraidîta, bet izmantojot kvantîïu funkcijas

starpîbas H0 netiek noraidîta, jo ir horizontâla taisne, kas iekïaujas vienlaicîgâs ticamîbas

joslâs.
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13. att.: N(2, 2) un N(4, 2), bet mainîti n = 100, 200, 500, 1000

Attçlâ 13. redzam 4 attçlus, kuros ir vienâdi N(2, 2) un N(4, 2), bet mainîti izlases

apjomi. Tiek zîmçtas ticamîbas joslas, kas iegûtas izmantojot kvantîïu funkcijas starpî-

bas un EL metodi. Zilâ krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmantojot kritisko vçrtîbu,

kas iegûta ar Butstrapa metodi. Sarkanâ krâsâ ticamîbas joslas tiek zîmçtas, izmantojot

simulçto kritisko vçrtîbu. Melnâ krâsâ ir zîmçtas ticamîbas joslas izmantojot EL metodi.

Pirmajâ attçlâ ir zîmçtas ticamîbas joslas, kur simulçtâ kritiskâ vçrtîba ir 108.2727, bet

butstrapotâ ir 122.7485, n = 800 Otrajâ attçlâ zîmçtas joslas, kur simulçtâ kritiskâ vçrtî-

ba ir 19.15858, bet butstrapotâ ir 25.56378,n = 100. Treðajâ attçlâ ir zîmçtas ticamîbas

joslas, kur simulçtâ kritiskâ vçrtîba ir 31.20313, bet butstrapotâ ir 34.19481, n = 200.

Ceturtajâ attçlâ ir zîmçtas ticamîbas joslas, kur simulçtâ kritiskâ vçrtîba ir 17.39147, bet

butstrapotâ ir 48.20564, n = 500.

Pçc grafikiem redzam, ka ticamîbas joslas, kur izmantota kristiskâ vçrtîba, kas iegûta

simulçjot statistiku vai izmantojot Butstrapu metodi, ir platâkas par ticamîbas joslas, kas

zîmçtas izmantojot EL metodi. To platumu ietekmç izlecçjdati, kâ arî izlaðu apjomi. Re-

dzam, ka H0 netiek noraidîts, ja izmanto ticamîbas joslas, kas ir konstruçtas, izmantojot

kvantiïu funkciju starpîbu.
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Nobeigums

Darbâ tika apskatîta grafiskâ hipotçþu pârbaude par lokâcijas modeli, izmantojot vai-

râkas pieejas. Vienlaicîgâs ticamîbas joslas paðam parametram θ, kâ to ir pçtîjuði Dok-

sums un Sievers savâ publikâcijâ [8]. Tagad tika apskatîtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas

divu kvantiïu funkciju starpîbai, izmantojot Petter Laake publikâciju [11], un ar empîris-

ko ticamîbas funkcijas metodi, izmantojot Jâòa Valeina publikâcijas [8], [16]. H0 netiek

noraidîta, ja eksistç horizontâla taisne, kas iekïaujas vienlaicîgâs ticamîbas joslâs. Ja nav

taisne, kas iekïautos vienlaicîgâs ticamîbas joslâs, tad mçs varam noraidît H0 pie izvçlçta

nozîmîbas lîmeòa.

Problçmas rada kritiskâs vçrtîbas, kas ir nepiecieðamas, lai konstruçtu vienlaicîgâs

ticamîbas joslas empîrisko procesu gadîjumâ. Konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas

divu kvantiïu funkciju starpîbai tika simulçta un Butstrapota kritiskâ vçrtîba. Butstrapo-

ðana ðajâ gadîjumâ ir izdevîgâka, jo mums nav zinâmi izlaðu sadalîjumi. Veicot pârbaudi

ieguvâm rezultâtus, ka lokâcijas parametra izmaiòas neietekmç kritisko vçrtîbu, bet to

ietekmç dispersijas izmaiòas. Veicot simulâcijas radâs problçmas, jo kritiskâs vçrtîbas

konverìç uz bezgalîbu, bet fiksçtam n tâs konverìç uz kâdu skaitli, kas ir labâks rezultâts.

Problçmas rada statistikas robeþsadalîjums (4.32), tâpçc jâkonstruç cita statistika (4.33)

lîdzîgi kâ vienas izlases gadîjumâ.

Salîdzinot visas metodes tika secinâts, ka visðaurâkos intervâlus tomçr dod EL mto-

de. Konstruçjot vienlaicîgâs ticamîbas joslas divu kvantiïu funkciju starpîbai, rezultâtu

ietekmç izlases apjoms, izlecçjdati un kritiskâ vçrtîba, kas tiek simulçta vai butsrapota.

Darbu turpinot varçtu salîdzinât iegûtos rezultâtus ar metodi, kad novçrtç modeïa

parametrus, kâ arî implementçt piedâvâto statistiku programmâ R.
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Pielikums

#Joslas

n<-100; m<-n; N<- n+m; alpha<- 0.05

izlase1<-sort(rnorm(n,0,4)); izlase2<-sort(rnorm(n,1,2))

K<-1.36 #/(sqrt(n)); M<- (n*m)/N

xx<-seq(-3,2,length.out=m)

f<-sort(quantile(izlase2,(ecdf(izlase1)(xx))))

#### S ticam.joslas [S_*(x),S^*(X))

gal1<-sort(floor(n*(((1:m)/m)- (K/(M^(1/2))))))

garums1<-length(gal1[gal1<=0])

gal2<-ceiling((n*(((1:m)/m)+(K/(M^(1/2)))))+1)

garums2<-length(gal2[gal2>m]) # jâzîmç lîdz (100 - garums2)

apaksha<-izlase2[gal1[(garums1+1):m]]

augsha<-izlase2[gal2[1:(m-garums2)]]

### G^-1_n{f_m(x)}-x

gals<-floor(n*((1:m)/m))

QQ<-izlase2[gals[1:m]]; X<-izlase1

x1<-floor(min(X)); x2<-ceiling(max(X))

y2<-floor(min(apaksha)); y3<-ceiling(max(augsha))

x1;x2;y2;y3

plot( c(x1,x2), c(y2-1,y3+1), type="n", xlab="(b)", ylab="", )

for (i in 1:m){lines(c(X[i],X[i+1]),

c(QQ[i]-X[i],QQ[i]-X[i+1]))}

for (j in 1:m){lines(c(X[j+1],X[j+1]),

c(QQ[j]-X[j+1],QQ[j+1]-X[j+1]))}; abline(0,0)

#######################

Y<-izlase1[(garums1+1):m]

# apaksheja linija

for (i in 1:m) {lines(c(Y[i],Y[i+1]),

c(apaksha[i]-Y[i],apaksha[i]-Y[i+1]),col = "red",)}

for (i in 1:m){lines(c(Y[i+1],Y[i+1]),

c(apaksha[i]-Y[i+1],apaksha[i+1]-Y[i+1]),col = "red",)}

# augðçjâ lînija

Y1<-izlase1[1:(m-garums2)]

for (i in 1:(m-garums2)){lines(c(Y1[i],Y1[i+1]),

c(augsha[i]-Y1[i],augsha[i]-Y1[i+1]),col = "red", )}

for (i in 1:(m-garums2)){lines(c(Y1[i+1],Y1[i+1]),
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c(augsha[i]-Y1[i+1],augsha[i+1]-Y1[i+1]),col = "red", )}

#### W ticam.joslas [W_*(x),W^*(x))

K1<-3.02; lambda<-m/N; c<-(K1^(2))/M

v<-m*(1:n/n); u<-(n*((1:m)/m))

hpl<-sort(ceiling(n*

((((1:m)/m)+(1/2)*c*(1-lambda)*(1-(2*lambda*((1:m)/m)))+(1/2)*(c^(2)*(1-lambda)^(2)

+4*c*((1:m)/m)*(1-((1:m)/m)))^(1/2))/(1+c*(1-lambda)^2))))

garums3<-length(hpl[hpl>m])

augsha2<-izlase2[hpl[1:(m-garums3)]]

hmin<-sort(ceiling(n*(

(((1:m)/m)+(1/2)*c*(1-lambda)*(1-(2*lambda*((1:m)/m)))-(1/2)*(c^(2)*(1-lambda)^(2)

+4*c*((1:m)/m)*(1-((1:m)/m)))^(1/2))/(1+c*(1-lambda)^2))))

garums4<-length(hmin[hmin<=0])

apaksha2<-izlase2[hmin[(garums4+1):m]]

# apaksheja linija

Y3<-izlase1[(garums4+1):m]

for (i in 1:m){lines(c(Y3[i],Y3[i+1]),

c(apaksha2[i]-Y3[i],apaksha2[i]-Y3[i+1]),col = "green",)}

for (i in 1:m){lines(c(Y3[i+1],Y3[i+1]),

c(apaksha2[i]-Y3[i+1],apaksha2[i+1]-Y3[i+1]),col = "green",)}

# augðçjâ lînija

Y4<-izlase1[1:(m-garums3)]

for (i in 1:(m-garums3)){lines(c(Y4[i],Y4[i+1]),

c(augsha2[i]-Y1[i],augsha2[i]-Y4[i+1]),col = "green", )}

for (i in 1:(m-garums3)){lines(c(Y4[i+1],Y4[i+1]),

c(augsha2[i]-Y1[i+1],augsha2[i+1]-Y4[i+1]),col = "green", )}

# stat.lambda<-function(n,loc) {

vec<-sort(dati2)-sort(dati1)-(loc-2)

vec.lab<-sort(abs(vec))[1:(n-5)] # izmetu piecus izlecçjus

sqrt(2*n)*(max(abs(vec.lab))) # ðeit bija kïûda}

X1 <- dati1; X2 <- dati2

x <- seq(0.05, 0.95, length=19)

y <- EL.smooth("qdiff", X1, X2, x, conf.level=0.95,

simultaneous=TRUE)

## Plot the graph with both pointwise and simultaneous confidence bands

EL.plot("qdiff", X1, X2, conf.level=0.95,ylim=c(-3,6))

lines(x, y$conf.int[1,], lty="dotted")
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lines(x, y$conf.int[2,], lty="dotted")

stat.lambda<-function(n,loc) {

dati1<-rnorm(n,0,2); dati2<-rnorm(n,loc,2)

sqrt(2*n)*(max(abs(sort(dati2)-sort(dati1)-(loc-2)))) # ðeit bija kïûda}

N<-1000; rez<-replicate(N,stat.lambda(n, loc)); alpha<-0.05

sort(rez)[(1-alpha)*N]

#hist(rez, xlab="",ylab=" ",main="Simulçtâ kritiskâ vçrtîba, n=500")

krit<-sort(rez)[(1-alpha)*N]

lines((0:(n-1))/n,sort(dati2)-sort(dati1)-krit/sqrt(2*n),col="red",type="s")

lines((0:(n-1))/n,sort(dati2)-sort(dati1)+krit/sqrt(2*n),col="red",type="s")

abline(2,0) # îstâ

x1 <- (0:(n-1))/n

y1 <- sort(dati2)-sort(dati1)+krit/sqrt(2*n)

b.spl <- smooth.spline(x1, y1)

lines(b.spl, col = "red")

x <- (0:(n-1))/n

y <- sort(dati2)-sort(dati1)-krit/sqrt(2*n)

b.spl <- smooth.spline(x, y)

lines(b.spl, col = "red")

# Butstraps

stat.lambda.b<-function(n, dati1, dati2)

{lok<-mean(dati2)-mean(dati1) # ðeit bija kïûda

izl1.b<-sample(dati1,replace=T)

izl2.b<-sample(dati2,replace=T)

vec1<-sort(izl2.b)-sort(izl2.b)-lok

vec.lab1<-sort(abs(vec1))[1:(n-5)] # izmetu piecus izlecçjus

sqrt(2*n)*(max(abs(vec.lab1)))

#sqrt(2*n)*(max(abs(sort(izl2.b)-sort(izl1.b) - lok))) }

stat.lambda.b<-function(n, dati1, dati2)

{lok<-mean(dati2)-mean(dati1) # ðeit bija kïûda

izl1.b<-sample(dati1,replace=T)

izl2.b<-sample(dati2,replace=T)

sqrt(2*n)*(max(abs(sort(izl2.b)-sort(izl1.b) - lok)))}

N<-1000

rez.b<-replicate(N,stat.lambda.b(n, dati1, dati2)); alpha<-0.05

sort(rez.b)[(1-alpha)*N]
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#hist(rez.b, xlab="",ylab=" ", main="Butstropotâ kritiskâ vçrtîba, n=500")

krit.b<-sort(rez.b)[(1-alpha)*N]

lines((0:(n-1))/n,sort(dati2)-sort(dati1)-krit.b/sqrt(2*n), type="s",col="blue")

lines((0:(n-1))/n,sort(dati2)-sort(dati1)+krit.b/sqrt(2*n), type="s",col="blue")

points((0:(n-1))/n,sort(dati2)-sort(dati1))

x1 <- (0:(n-1))/n

y1 <- sort(dati2)-sort(dati1)+krit.b/sqrt(2*n)

b.spl <- smooth.spline(x1, y1)

lines(b.spl, col = "green")

x <- (0:(n-1))/n

y <- sort(dati2)-sort(dati1)-krit.b/sqrt(2*n)

b.spl <- smooth.spline(x, y)

lines(b.spl, col = "green")

# grafiks -2lnR(teta) tic.lîknes mediânai

n<-100; dati<-rnorm(n,1,4)

fn<-ecdf(dati)

stat<-function(theta,q)

{2*n*(fn(theta)*log(fn(theta)/q)+

(1-fn(theta))*log((1-fn(theta))/(1-q)))}

stat<-Vectorize(stat,vectorize.args="theta")

median(dati); q<-0.5

xx<-seq(min(dati)+0.1,max(dati)-0.1,by=0.01)

plot(xx,stat(xx,q), ylim=c(-0.5,10), xlim=c(-1,1), xlab="teta", ylab="-2lnR(teta)",

type="s", main="N(0,1), n = 100"); abline(h=3.94)

l1<-min(dati); l2<-quantile(dati,q)[[1]]

l3<-max(dati); abline(v=l2)

uniroot(function(x) stat(x,q)-3.94, c(l1+0.1,l2))$root

uniroot(function(x) stat(x,q)-3.94, c(l2,l3-0.1))$root

#Zhou, Jing

library(sm); h<-hcv(dati)

K<-function(x) dnorm(x) #1/sqrt(2*pi)*exp(-x^2/2)

bliv1<-function(x,dati,h)

{n<-length(dati)

(1/(n*h))*sum(K((x-dati)/h))}

bliv<-Vectorize(bliv1,vectorize.args="x")

sad.fun<-function(y,dati,h)
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{integrate(function(x) bliv(x,dati,h),-20,y)$value}

stat2<-function(theta,q)

{2*n*(sad.fun(theta,dati,h)*log(sad.fun(theta,dati,h)/q)+

(1-sad.fun(theta,dati,h))*log((1-sad.fun(theta,dati,h))/(1-q)))}

stat2<-Vectorize(stat2,vectorize.args="theta")

lines(xx,stat2(xx,q),lty=1)

uniroot(function(x) stat2(x,q)-3.94, c(l1+0.1,l2))$root

uniroot(function(x) stat2(x,q)-3.94, c(l2,l3-0.1))$root

#abline(h=1:6, lty=1:6)

#Chen, Hall

w<-function(x) pnorm((x-dati)/h)-q

f.lam<-function(lambda, theta)

{sum(w(theta)/(1+lambda*w(theta)))}

f.lam2<-Vectorize(f.lam,vectorize.args="lambda")

f.lam2<-Vectorize(f.lam2,vectorize.args="theta")

fun<-function(theta)

{sdati<-sort(w(theta))

lamda1<-(1-1/n)/sdati[1]; lamda2<-(1-1/n)/sdati[n]

lambda<-uniroot(function(x) f.lam2(x,theta), c(lamda1,lamda2))$root

2*sum(log(1 + lambda*w(theta)))

fun<-Vectorize(fun)

x2<-seq(-0.8,0.5,by=0.01)

lines(x2,fun(x2), col="blue")

uniroot(function(x) fun(x)-3.94, c(-0.39,l2))$root

uniroot(function(x) fun(x)-3.94, c(l2,0.5))$root

### Pçc M.Corgo (ar blîvuma funkcijas novçrtçjumu)

n<-100; set.seed(1)

dati<-rnorm(n); alpha1<-0.5 #jâizvçlas <1/2

tt <- seq(n^{-alpha1}+0.01,1-n^{-alpha1}-0.01,by=0.01)

kvantile <- quantile(dati,tt)

plot(tt,kvantile,xlab="x", ylab="kvantile", ylim=c(-3,3), xlim=c(0,1), type="s")

kr.v<-1.36; alpha<-0.95

nov1<-function(x){

(2*(n^{-alpha1}))^(-1)*(quantile(dati,x+n^{-alpha1}) - quantile(dati,x-n^{-alpha1}))}

nov<-Vectorize(nov1)

lines(tt,kvantile+kr.v/sqrt(n)*nov(tt),lty=4, lwd=2)

lines(tt,kvantile-kr.v/sqrt(n)*nov(tt),lty=4, lwd=2)
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### Pçc M.Corgo (taisnas vienlaicîgâs joslas)

xx <- seq(n^{-0.5}+0.09,1-n^{-0.5}-0.09,by=0.01)

kvantile2<- quantile(dati,xx)

nov2<-function(x){quantile(dati,x+kr.v*n^{-0.5})}

nov3<-Vectorize(nov2);nov4<-function(x){

quantile(dati,x-kr.v*n^{-0.5})}

nov5<-Vectorize(nov4)

lines(xx,nov3(xx)); lines(xx,nov5(xx))

kvan<-seq(0.01,0.99,by=0.01)

m<-length(kvan)

for (i in 10:m){ l1<-min(dati); l2<-quantile(dati,kvan[i])[[1]]

l3<-max(dati)

X1<-uniroot(function(x) stat(x,kvan[i])-3.94, c(l1+0.1,l2))$root

X2<-uniroot(function(x) stat(x,kvan[i])-3.94, c(l2,l3-0.1))$root

lines(c(kvan[i],kvan[i+1]),c(X1[i],X1[i+1]),type="s")

lines(c(kvan[i],kvan[i+1]),c(X2[i],X2[i+1]),type="s")}
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Diplomdarbs \Kvantiïu funkciju analîze ar pielietojumu strukturâlo attiecîbu mode-

ïiem" izstrâdâts LU Fizikas un Matemâtikas fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.

Autors: Odeta Lorence
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Rekomendçju darbu aizstâvçðanai.
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