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Apzîmejumi

σ̂RICE,n(x) lokâlais klasiskais Rice novçrtçjums

σ̂MSD,n(x) lokâlais M - novçrtçjums ar MSD funkciju

σ̂MBT,n(x) lokâlais M - novçrtçjums ar BT funkciju

σ̂n(x) novçrtçjums no Larry Wasserman grâmatas

. . .



Ievads

Nodarbojoties ar neparametrisko regresiju svarîgi ir novçrtçt kïûdu dispersiju. To var

izmantot konstruçjot ticamîbas intervâlus dispersijai. Dispersijas kïûdu var novçrtçt kâ

konstanti vai kâ funkciju. Vispârîgi regresijai ir svarîgs nosacîjums par homoskedastitâti.

Sareþìîtâkais gadîjums ir heteroskedastiska modeïa gadîjums, kad dispersija nav konstan-

ta. Larry Wasserman savâ grâmatâ [1] aprakstîja dispersijas novçrtçjumu, kuru izgudroja

Yu un Jones [2], dispersijas novçrtçjumam pielietojot divas reizes neparametrisko regresiju.

Savukârt, Brown un Levin [3] vispârinâja Rice [4] dispersijas novçrtçjumu no homoskedas-

tiska modeïa lîdz heteroskedastiskam modelim izmantojot kodola svarus. Samçrâ nesen

tika piedâvâti lokâlie M robusti, tâ saucamie M - novçrtçjumi. Kad datiem ir izlecçji,

nepiecieðams izmantot robusta statistiku kïûdas dispersijas funkcijas novçrtçjumam, lai

varçtu novçrtçt regresijas funkciju ðiem datiem. Mçs apskatîsim lokâlosM - novçrtçjumus

dispersijai. Lai novçrstu izlçcçju efektu uz neparametrisko modeli, izmantosim Rice [4]

piedâvâto izteiksmi un pârveidoto izteiksmi ar robusta statistiku, kuru piedâvâ Boente,

Fraiman un Meloche [5].

Robusta statistikas pielietojumam ir liela nozîmç ðajâ darbâ, tâpçc apskatîsim to de-

rîgumu sîkâk. Dispersijai lietojam robusta statistiku, lai ievçrotu izlçcçjus (Hanning un

Lee) [6], lai datiem bûtu iespçja izmantot regresijas funkciju(Hardle un Gasser [7], Hardle

un Tsybakov [8], Boente un Fraiman) [9], lai uzlabotu precizitâti izvçloties atbilstoðu

h garumu, kad novçrtçjam regresijas funkciju r (Boente [5], Cantoni un Ronchetti [10],

Leung [11]).

Tâtad robusta statistikas novçrtçjums, tiek plaði izmantots dispersijas funkcijas novçr-

tçðanai neparametriskâ regresijas modelî ar izlçcçjiem. Ðâds novçrtçjums ir ïoti noderîgs

rçíinot robusta M - novçrtçjumus regresijas funkcijai (to apskatîja Hardle un Gasser [7],

Hardle un Tsybakov [8], Boente un Fraiman [9]).

Ðî darba mçríi ir konstruçt vecus un jaunus novçrtçjumus programmâ R, veidojot

kïûdas lîdzîgi kâ publikâcijâ uz piesâròotiem modeïiem, salîdzinât vairâkus novçrtçjumus,

reâliem datiem pielietot augstâk minçtos novçrtçjumus.

Darbs satur trîs nodaïas. Pirmajâ nodaïâ tiek aplûkota neparametriska un paramet-

riska lineâra regresija. Otrâ nodaïa veltîta lokâliem M - novçrtçjumiem. Treðâ nodaïa

satur praktisku metodes pielietojumu.
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1. Neparametriska un parametriska lineâra regresija

1.1. Parametriska lineâra regresija

Lai problçmu labâk saprastu apskatîsim parametrisko lineâro regresiju. Pieòemsim,

ka mums ir dati (x1, Y1), ..., (xn, Yn)), kur Yi ∈ R un xi = (xi1, ..., xip)
T ∈ Rp. Lineâras

regresijas modelis ir:

Yi = r(xi) + εi ≡
p∑
j=1

βjxij + εi, i = 1, ..., n,

kur E(εi) = 0 un D(εi) = σ2. Bûtiski ir novçrtçt parametrus βj. Lai to izdarîtu ieviesîsim

matricu: 
x11 x12 ... x1p

x21 x22 ... x2p

... ... ... ...

xn1 xn2 ... xnp

,

kur xi1 = 1.

Pârrakstîsim Y , ε un β vektor formâ: Y = (Y1, ..., Yn)T , ε = (ε1, ..., εn)T un β =

(β1, ..., βp)
T . Tad iegûst

Y = Xβ + ε.

Izmantosim mazâko kvadrâtu metodi, lai iegûstu β̂ = (β̂1, ..., β̂p)
T , kurð minimizç RSS

(atlikumu kvadrât summa):

RSS = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) =
n∑
i=1

(
Yi −

p∑
j=1

xijβj

)2

.

Tâ kâ XTX ir ar pilnu rangu, t.i., matrica XTX nav deìenerçta ⇒ ∃
(
XTX

)
inversa

matrica. Lîdz ar to

β̂ =
(
XTX

)−1

XTY.

r(x) novçrtçjums pie x = (x1, ..., xp)
T ir

r̂n(x) =

p∑
j=1

β̂jxj = xT β̂.

No tâ seko, ka (r̂n(x1), ..., r̂n(xn))T varçtu bût pierakstîts, ðâdi

r = Xβ̂ = LY,
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kur

L = X
(
XTX

)−1

XT .

Savukârt izteiksmi ε̂ = Y − r sauc par kïûdu vektoru, matrica L ir simetriska L = LT

un idempotenta L2 = L. Parametrus skaits p tiek noteikts no matricas L pçdas, kas ir

diagonâl elementu summa pçc izteiksmes:

p = tr(L).

Jebkuram x = (x1, ..., xp)
T varam rakstît

r̂n(x) = `(x)TY =
n∑
i=1

`i(x)Yi,

kur

`i(x)T = xT
(
XTX

)−1

XT .

σ2 nenovirzîts novçrtçjums ir

σ̂2 =

∑n
i=1(Yi − r̂n(xi))

2

n− p
.

1.2. Neparametriska regresija

Doti n novçrojumu pâri (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Yn). Skaidrojoðais mainîgais Y ir at-

karîgs no x pçc vienâdojuma

Yi = r(xi) + εi, Eεi = 0, i = 1, ..., n, (1.1)

kur r(x) ir regresijas funkcija. Regresijas funkcijas r(x) novçrtçjumu apzîmçsim ar r̂n(x).

Pieòemsim, ka dispersija D(εi) = σ2 ir atkarîga no x. Pçc modeïa (1.1) uzskatam, ka

xi ir fiksçti. Savukârt mçs varam aplûkot novçrojumus (x1, Y1), (x2, Y2), ..., (xn, Yn) kâ

gadîjuma lielumu ðâda gadîjumâ mçs rakstîsim datus, kâ (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn)

un r(x) tiek interpretçts, kâ nosacîta matemâtiska cerîba:

r(x) = E(Y |X = x).

Definîcija 1. Novçrtçtâjs r̂n ir r lineârais gludinâtais, ja ∀x ∃l(x) : l(x) = (l1(x), ..., ln(x))T

tâds, ka

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi.
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Piezîme: ∀x :
∑n

i=1 li(x) = 1.

Definîcija 2. Pieòemsim, ka h > 0, kuru sauc par gludinoðo parametru. Nadaraya -

Watsona kodola novçrtçtâjs ir definçts sekojoði

r̂n(x) =
n∑
i=1

wi(x)Yi,

kur K ir kodols un wi(x) ir svari

wi(x) =
K
(x− xi

h

)
∑n

j=1K
(x− xj

h

) , (1.2)

ðeit K(x) =
1√
2π
e
−x2

2 . Gludinoðâ parametra h izvçle ir svarîga problçma. Eksistç daudz

metodes kâ to var izdarît, piemçram, cross-validation, rules of thumb, bootstrap un plug-

in metodes.

Ideâlâ gadîjumâ parametru h izvçlas tâda veidâ, lai minimizçtu izteiksmi

R(h) = E
( 1

n

n∑
i=1

r̂n(xi)− r(xi)
)2

.

Bet R(h) ir atkarîgs no nezinâmas funkcijas r(x). Tâpçc òemsim R̂(h), tâdu lai minimi-

zçtu:

R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂n(xi))
2.

Savukârt izmantojot plug-in metodi gludinoðo parametru h novçrtç ðâdi

ĥ =
( R(h)

µ2(K)2ψ̂4(r)n

) 1
5
,

kur µ2(h) =
∫
z2(h)dh un ψ̂4(r) ir kodola novçrtçjums. Pçc bûtîbas plug-in metode balstâs

uz to, ka izteiksmç nezinâmo parametru, aizvieto ar novçrtçjumu.

1.3. Dispersijas novçrtçjums

Apskatîsim aprakstîtu Larry Wasserman [1] grâmatas standart metodi σ2 novçrtçju-

mam, kuru izgudroja Yu un Jones [2]. Pieòem, ka

Yi = r(xi) + σ(xi)εi.

Apzîmçsim, ka Zi = log(Yi − r(xi))2 un δi = log(ε2
i ).

Tâdçjâdi dispersijas novçrtçðanas procedûra ir sekojoða:
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a) Novçrtç regresijas funkciju r(x) ar Nadaraya-Watsona neparametrisko metodi, lai

iegûtu novçrtçjumu r̂n(x).

b) Aprçíinam Zi = log(Yi − r̂n(xi))
2.

c) Veic regresiju Zi pret xi, iegûst log(σ2(x)) novçrtçjumu σ̂2

Yi − r(xi) = σ(xi)εi,

(Yi − r(xi))2 = σ2(xi)ε
2
i ,

log(Yi − r(xi))2 = log(σ2(xi)ε
2
i ),

log(Yi − r(xi))2 = log(σ2(xi)) + log(ε2
i ),

tâ, kâ Zi = log(Yi − r(xi))2 un δi = log(ε2
i )

=> Zi − δi = log(σ2(xi)),

σ̂2(xi) = eZi−δi ,
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2. Dispersijas lokâlie M - novçrtçjumu

Lai labâk saprastu, kas irM - novçrtçjumi aplûkosim populârus Hubera novçrtçjumus

un lokâlos M novçrtçjumus.

2.1. Hubera novçrtçjumi

Pieòemsim, ka novçrojumi xi ir atkarîgi no ”îstas vçrtîbas” un gadîjuma kïûdas ui, µ

ir nezinâmais parametrs. Pieòemsim, ka kïûdas ir aditîvas, t.i,

xi = µ+ ui, i = 1, ..., n,

kur u1, ..., un ir neatkarîgi gadîjuma lielumi ar sadalîjumu funkciju F0. Tad ðâdu konstruk-

ciju sauksim par lokâlo modeli. Lîdz ar to x1, ..., xn ir neatkarîgi ar sadalîjuma funkciju

F (x) = F0(x− µ)

un mçs sâkam, ka xi ir neatkarîgi identiski sadalîti gadîjuma lielumi.

M - novçrtçjumi ir plâða statistisko novçrtçjumu klase. M - novçrtçjumi, piemçram, ir

mazâko kvadrâtu novçrtçjumi. 1964. gadâ Peter Huber [12] piedâvâja minimizçt izteiksmi

n∑
i=1

ρ(xi, µ),

kur funkciju ρ izvçlas tâda veidâ, lai datiem òemtiem no zinâma sadalîjuma nodroðinâtu

vçlamas novçrtçjumu îpaðîbas (nenovirzîtibu un bûtiskumu) un pietiekoði lielu izturîbu

pret izlçcçjiem.

Pieòemsim, ka F0 ir ui sadalîjuma funkcija ar blîvuma funkciju f0 = F
′
0. Kopçja

blîvuma funkcija (likehood funkcija) novçrojumiem ir

L(x1, ..., xn;µ) =
n∏
i=1

f0(xi − µ).

Ðîs problçmas atrisinâjums ir µ̂(x1, ..., xn) un tas izskatâs ðâdi

µ̂ = µ̂(x1, ..., xn) = argmax
µ

L(x1, ..., xn;µ).

Definîcija 3. Par M novçrtçjumu sauksim

µ̂ = argmin
µ

n∑
i=1

ρ(xi − µ), (2.1)
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kur

ρ = − log f0.

Piemçram, ja F0 = N(0, 1), tad

f0(x) =
1√
2π
e
−
x2

2 ,

kur ρ(x) =
x2

2
. Lîdz ar to (2.1) ir vienâds ar

µ̂ = argmin
µ

n∑
i=1

(xi − µ)2.

Ja ρ ir diferencçjams, tad (2.1) var parakstît

n∑
i=1

ψ(xi − µ̂) = 0,

kur ψ = ρ
′
. Ja ρ(x) =

x2

2
, tad ψ(x) = x un (2.1) kïûst

n∑
i=1

(xi − µ̂) = 0,

kur µ̂ = x ir atrisinâjums.

Pieòemsim, ka F0 ir dubults eksponenciâlais sadalîjums, tad

f0(x) =
1

2
e−|x|,

kur ρ(x) = |x| un izteiksme (2.1) ekvivalenta ar

µ̂ = argmin
µ

n∑
i=1

|xi − µ|.

Ja ρ(x) = |x|, tad jebkura mediâna no x bûs atrisinâjums. Pie tam ψ(x) = sgn(x)

sgn(x) =


−1, ja x < 0

0, ja x = 0

1, ja x > 0.
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Hubers [12] ieviesa ψ(x, t) = ψ0(x− t), kur

ψ0(z) =


c, ja z ≥ c

z, ja |z| < c

−c ja z ≤ −c.

Ar tâdu nolûku, ka neierobeþotâm ψ funkcijâm piemît nevçlamas îpaðîbas (izlçcçju ietek-

me) un ja c→∞ iegûst vidçjo vçrtîbu, bet ja c→ 0, iegûst mediânu.

2.2. Dispersijas lokâlie M - novçrtçjumi

Pievçrsîsim uzmanîbu jauniem dispersijas M - novçrtçjumiem σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x)

un σ̂MBT,n(x). Lokâlo M - novçrtçjumu metodes bûtîba balstâs uz rezultâtu, no ho-

moskedastiskâs neparametriskâs regresijas modeïa, kuru ieguva Hall[13]. Viòð dispersiju

novçrtçja ðâdâ veidâ:

σ̂2
r,n =

1

n− r

n−m2∑
i=m1+1

( m2∑
k=−m1

dkYi+k

)2

,

kur Yi+k jâbût sakârtotam. {di}m2
i=−m1

ir virkne veidota no starpîbâm uz reâliem skaitïiem,

kura apmierina
∑m2

i=−m1
di = 0 un

∑m2

i=−m1
d2
i = 1 ar d−m1 6= 0, d−m2 6= 0 priekð m1,m2 ∈

Z+. Pie tam r = m1 + m2. Kad r = 1, σ̂2
r,n = σ̂2

Rice,n, kas ir labi zinâms, kâ novçrtçjums

pçc Rice[4]:

σ̂2
Rice,n =

1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Yi+1 − Yi)2.

Ðîs dispersijas funkciju klases paplaðinâja lîdz heteroskedastiskas neparametriskas regre-

sijas modeïiem 2007. gadâ Brown un Levin [3], kuri apskatîja lokâlo novçrtçjumu bâzçtu

uz kodola svariem.

Vispâr, homoskedastiskiem neparametriskiem modeïiem, Ghement[14] novçrtçja σ̂2
Rice,n

izmantojot M - novçrtçjumu, definçtu, kâ atrisinâjumu σ̂0 izteiksmei

1

n− 1

n−1∑
i=1

χ
(Yi+1 − Yi

aσ̂0

)
= b,

kur χ ir score funkcija, a pozitîva konstante, b pozitîva konstante, kura dod robust lîmeni

novçrtçjumam. Apskatîsim sekojoðo neparametriskas regresijas modeli:

Yi = g(xi) + Uiσ(xi), 1 ≤ i ≤ n, (2.2)
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kur x0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn ≤ 1, σ nezinâma dispersijas funkcija, g nezinâma regresijas

funkcija, kïûdas ir Ui ∼ F0 un U1, U2, ..., Un ir iid.

Mûsu mçríis ir novçrtçt σ kâ funkciju no x. Izrâdîjâs, ka problçma novçrtçt fun-

kciju σ heteroskedastiskiem modeïiem ir tik pat svarîga, kâ regresijas funkciju g izvçle.

Heteroskedastitâte nozîme, ka ∀i D(Ui) 6= const.

Reprezentçsim funkciju no dispersijas σ(x) caur robust statistiku. Ðo σ(x) novçrtçjumu

sauksim par lokâlos M - novçrtçjumus no starpîbâm. Aplûkosim datus, kuri apmierina

2.2 modeïa nosacîjumus. Sâkumâ ìenerçsim datus ar daudziem izlecçj punktiem. Lai to

izdarîtu apskatîsim sekojoðu apakðkopu:

Pε(F0) = {G|G(y) = (1− ε)F0(y) + εH(y);H ∈ D, y ∈ R},

kurD ir visu sadalîjuma funkcijas kopa, F0 ir normâlais sadalîjums, H ir jebkura patvaïîga

sadalîjuma funkcija, kurâ modelç piesâròojumus un ε ∈ [0, 1/2).

Vispârîgâ veidâ definçsim x ∈ (0, 1) dispersijas funkcijai σ(x) lokâlos M - novçrtçju-

mus, no starpîbâm:

σ̂M,n(x) = inf{s > 0|
n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
(Yi+1 − Yi

as

)
≤ b}, (2.3)

kur wn,i(x)n−1
i=1 ir svaru funkcijas virkne(piemçram, kodols), χ ir score funkcija, a ∈ (0,∞)

un b ∈ (0, 1) pie tam

E(χ(Z1)) = b un E
(
χ
Z2 − Z1

a

)
= b,

kur {Zi}i=1,2 ir i.i.d. ar sadalîjumu Z1 ∼ F0. Parasti χ : R→ R.

Izteiksmç (2.3) nepiecieðams aprçíinât infinimumu tikai, ja funkcija χ ir pârtraukta,

bet ja χ ir nepârtraukta, tad viegli redzçt, ka σ̂M,n(x) apmierina izteiksmi

n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
(Yi+1 − Yi
aσ̂M,n(x)

)
= b.

Aplûkosim trîs lokâlos M - novçrtçjumu piemçrus, pçc kuriem tâlâk konstruçsim σ(x)

novçrtçjumu:

1) Pieòemsim, ka χ(x) = x2, a =
√

2, b = 1, tad mçs iegûsim klasisko local Rice

novçrtçjumu

σ̂RICE,n(x) =

√√√√n−1∑
i=1

wn,i(x)
(Yi+1 − Yi√

2

)2

.
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2) Pieòemsim, ka χ(y) = Iu:|u|>Φ−1(3/4)(y), a =
√

2, b = 1/2, tad σ̂MSD,n(x) apmierina

vienâdojumu
n−1∑
i=1

wn,i(x)χ
( Yi+1 − Yi
aσ̂MSD,n(x)

)
−b = 0,

kuras saknes, bûs σ̂MSD,n(x) vçrtîbas.

3) Pieòemsim, ka ∀c > 0 izpildâs

χc(y) =


{3
(y
c

)2

−3(
y

c

)4

+
(y
c

)6

, ja |y| ≤ c

1, ja |y| > c,

tad paòemot c = 0.70417, a =
√

2, b = 3/4 iegûsim vienâdojumu pret σ̂MBT,n(x) vçrtîbas

n−1∑
i=1

wn,i(x)χc

( Yi+1 − Yi
aσ̂MBT,n(x)

)
−b = 0.
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3. Praktiska daïa

3.1. Pielietojums simulçtiem datiem

Iepriekðçjâ nodaïâ tika aprakstîts, kâ iegût dispersijas novçrtçjumu caru daþâdiem M

- novçrtçjumiem. Ðajâ nodaïâ aplûkosim ðîs metodes pielietojumu simulçtiem datiem.

Sâkumâ, apskatîsim neparametriskâs regresijas modeli

Yi = g(xi) + Uiσ(xi), 1 ≤ i ≤ n, (3.1)

kur x0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn ≤ 1, σ nezinâma dispersijas funkcija, g nezinâma regresijas

funkcija, kïûdas ir Ui ∼ F0 un U1, U2, ..., Un ir iid. Pie tam g(x) = 2sin(4πx), σ(x) = ex,

xi = i/(n+ 1), 1 ≤ i ≤ n un kïûdas Ui ir sadalîtas pçc G(y)

G(y) = (1− ε)Φ(y) + εH(y),

kur Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ C(0, 42), n = 100, ε = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.35, 0.4.

Klasiskajam un robust novçrtçjumam, izmantosim Nadaraya - Watsona svarus

wn,i =
K
(x− xi

hn

)
∑n−1

j=1 K
(x− xj

hn

) ,
kurK ir standarts Gausa kodols. Mçs izvçlamies hn = 0.2 priekð mûsu simulçtiem datiem.

Lai ìenerçtu G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ C(0, 42) datus

izmantosim sekojoðus apgalvojumus, alternatîvu gadîjuma lielumu ìenerçðanai:

1. apgalvojums: Ja X1, X2, ..., Xn ir vienâdi neatkarîgi sadalîti (i.i.d.) gadîjuma lielumi

un Xi ∼ F , tad Y1 = F (X1), Y2 = F (X2), ..., Yn = F (Xn) ir i.i.d. un pie tam Yi ∼ v.s.[0, 1]

Pierâdîjums. FY (y) = y?

FY (y) = P (X ≤ y) = P (F (X) ≤ y) = P (X ≤ F−1(y)) = F (F−1(y)) = y�

2. apgalvojums: Ja doti Y1, Y2, ..., Yn;Yi ∼ v.s.[0, 1], tad X1 = F−1(Y1), ..., Xn =

F−1(Yn) ir i.i.d. un Xi ir sadalîts pçc F .

Paòemot ε = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.35, 0.4, iegûstam datus
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1. att. Datu grafiks pie ε = 0 un ε = 0.1.
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2. att. Datu grafiks pie ε = 0.2 un ε = 0.3.
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3. att. Datu grafiks pie ε = 0.35 un ε = 0.4.

Redzams, ka simulçtiem datiem dispersija ir konstante ar izlçcçjiem.

No 1.att lîdz 3.att ir kïûst skaidrs, ka palielinot ε vçrtîbu datiem simulçjis vairâk

izlçcçji. Ðî procesa uzvedîbu uzdot loceklis 1− ε.

Uzzîmçsim îstas dispersijas funkcijas grafiku ex simulçtiem datiem G(y) = (1 −

ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ C(0, 42) ar σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x), σ̂MBT,n(x),

14



σ̂n(x) un σ̂const,n(x).
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4. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0 un ε = 0.1.

Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x)

sarkana, σ̂const,n(x) zila un σ̂n(x) oranþa.
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5. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0.2, σ̂const,n(x) =

27.63 un ε = 0.3, σ̂const,n(x) = 63.18. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x)

dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana un σ̂n(x) oranþa.
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6. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0.35, σ̂const,n(x) =

86.93 un ε = 0.4, σ̂const,n(x) = 114.72. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x)

dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x) sarkana un σ̂n(x) oranþa.

Vislabâk aproksimç îsto dispersiju σ̂MSD,n(x), jo tâ lînija iet pietiekoði tuvu un daþâs

vietâs sakrît ar exp(x) lîniju. Vissliktâk aproksimç σ̂const,n(x), jo zila lînija iet ïoti tâlu

no îstas dispersijas lînijas.

Publikâcija ir dota kïûda vçrtîb

ÎSEL =
1

n

n∑
i=1

(
log
( σ̂jn(xi)

σ(xi)

))2

,

kur σ̂(j)
n ir dispersijas novçrtçjums pçc j-tas metode(σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x), σ̂MBT,n(x),

σ̂n(x) vai σ̂const,n(x)). Salîdzinâsim, publikâcijâ dotas kïûdas vçrtîbas ar mûsu iegûtiem

pçc simulâcijas.

1. tabula: ÎSEL vçrtîba, kadG(y) = (1−ε)Φ(y)+εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1),H(y) ∼ C(0, 42)

novçrtçjums ε = 0 ε = 0.1 ε = 0.20 ε = 0.3 ε = 0.35 ε = 0.4

σ̂RICE,n(x) 0.021 3.89 6.63 8.70 9.61 10.43

σ̂MSD,n(x) 0.036 0.074 0.20 0.47 0.67 0.92

σ̂MBT,n(x) 0.052 0.082 0.18 0.36 0.49 0.65

Veicot simulâcijas ar programmu R tika iegûta sekojoða tabula:
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2. tabula: ÎSEL vçrtîba, kadG(y) = (1−ε)Φ(y)+εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1),H(y) ∼ C(0, 42)

novçrtçjums ε = 0 ε = 0.1 ε = 0.20 ε = 0.3 ε = 0.35 ε = 0.4

σ̂RICE,n(x) 0.043 0.49 1.51 2.56 3.057 3.54

σ̂MSD,n(x) 0.023 0.011 0.085 0.20 0.28 0.41

σ̂MBT,n(x) 0.028 0.037 0.11 0.23 0.33 0.46

σ̂n(x) 0.13 0.068 0.055 0.13 0.20 0.39

σ̂const,n(x) 0.14 2.45 8.029 13.38 15.80 18.081

Abas tabulas rezultâti atðíiras, bet kopçjâ tendence saglabâjas. Palielinot ε vçrtîbu,

palielinâs arî ÎSEL vçrtîba. Jo mazâka ir ÎSEL vçrtîba, jo labâk. Redzams, ka vismazâ-

kâs vçrtîbas ir σ̂MSD,n(x) un σ̂MBT,n(x), bet vislielâkâs σ̂RICE,n(x) un σ̂const,n(x). To arî

apstiprina ieprikð apskatîtais 3.att.

Simulçsim datus G(y) = (1− ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(µ, σ2), kur

σ = 0.1
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7. att. Datu grafiks pie ε = 0.1 un ε = 0.2, µ = 10.
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8. att. Datu grafiks pie ε = 0.3 un ε = 0.35, µ = 10.
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9. att. Datu grafiks pie ε = 0.4, µ = 10.

Uzzîmçsim îstas dispersijas funkcijas grafiku ex simulçtiem datiem G(y) = (1 −

ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(µ, σ2) ar σ̂RICE,n(x), σ̂MSD,n(x), σ̂MBT,n(x),

σ̂n(x) un σ̂const,n(x).
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10. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0.1 un ε =

0.2, µ = 10. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa,

σ̂MBT,n(x) sarkana, σ̂n(x) oranþa, σ̂const,n(x) zila, pie ε = 0.2 σ̂const,n(x) = 48.023.
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11. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0.3 un ε =

0.35, µ = 10. Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa,

σ̂MBT,n(x) sarkana, σ̂n(x) oranþa, pie ε = 0.3 σ̂const,n(x) = 80.11, ε = 0.35 σ̂const,n(x) =

86.26.
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12. att.: Simulçtiem datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas pie ε = 0.4, µ = 10.

Melna lînija ir îsta dispersija exp(x), σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x)

sarkana, σ̂n(x) oranþa, σ̂const,n(x) = 80.11.

Izlasei G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼ N(µ, σ2) publikâcijâ

ÎSEL vçrtîbas ir ðâdas

3. tabula: ÎSEL vçrtîba, kad G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼

N(µ, σ2)

µ novçrtçjums ε = 0.1 ε = 0.20 ε = 0.3 ε = 0.35 ε = 0.4

10 σ̂RICE,n(x) 1.35 2.060 2.45 2.57 2.66

σ̂MSD,n(x) 0.11 0.39 1.14 1.54 1.79

σ̂MBT,n(x) 0.099 0.20 0.32 0.37 0.39

100 σ̂RICE,n(x) 11.53 13.74 14.90 15.13 15.34

σ̂MSD,n(x) 0.12 0.83 5.24 6.38 8.33

σ̂MBT,n(x) 0.11 0.30 1.00 1.23 1.64

1000 σ̂RICE,n(x) 32.41 36.10 37.83 38.34 38.68

σ̂MSD,n(x) 0.15 1.20 10.92 16.82 21.56

σ̂MBT,n(x) 0.12 0.60 3.092 5.25 7.44
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Veicot simulâciju ar programmu R tika iegûta sekojoða tabula:

4. tabula: ÎSEL vçrtîba, kad G(y) = (1 − ε)Φ(y) + εH(y), Φ(y) ∼ N(0, 1), H(y) ∼

N(µ, σ2)

µ novçrtçjums ε = 0.1 ε = 0.20 ε = 0.3 ε = 0.35 ε = 0.4

10 σ̂RICE,n(x) 0.79 1.91 2.68 2.84 2.78

σ̂MSD,n(x) 0.026 0.25 3.03 4.46 4.18

σ̂MBT,n(x) 0.063 0.18 0.29 0.15 0.097

σ̂n(x) 0.11 2.023 9.61 12.24 12.71

σ̂const,n(x) 5.050 11.45 15.16 15.74 15.43

100 σ̂RICE,n(x) 9.62 13.54 15.61 16.025 15.81

σ̂MSD,n(x) 0.026 0.25 13.88 19.95 19.04

σ̂MBT,n(x) 0.063 0.24 0.53 0.55 0.63

σ̂n(x) 14.22 41.35 62.14 66.84 68.073

σ̂const,n(x) 45.049 63.91 72.52 74.042 72.93

1000 σ̂RICE,n(x) 29.20 35.82 39.14 39.79 39.43

σ̂MSD,n(x) 0.026 0.30 33.48 45.84 44.16

σ̂MBT,n(x) 0.063 0.26 0.78 1.47 2.10

σ̂n(x) 71.046 125.92 156.034 163.41 165.33

σ̂const,n(x) 128.11 158.85 172.22 174.60 172.80
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3.2. Pielietojums reâliem datiem

Pielietosim visas piecas aplûkotas metodes reâliem datiem CMB un LIDAR, kurus

òemam no Larry Wasserman grâmatas [1].

CMB ir kosmiskas radiâcijas dati. Kuri rodas lielo sprâdzienu rezultâtâ. Xi dati

attçlo temperatûras fluktuâcijas frekvenci un Yi dati reprezentç fluktuâcijas spçku katrâ

frekvencç. Fluktuâcija ir fizikâla lieluma nejauða novirze no vidçjâs vçrtîbas. Fluktuâcija

parâdâs procesos, kas pakïauti statistikas likumiem (molekulu, atomu, elektronu u. c.

daïiòu kustîba daþâdâs sistçmâs). Daudzas fizikâlas parâdîbas var izskaidrot tikai ar

fluktuâcijas palîdzîbu, piemçram, Brauna kustîbu, gaismas molekulâro izkliedi, kas nosaka

debesu zilo krâsu.

LIDAR dati ir iegûti no gaismas detektçðanas un apgabalu noteikðanas. LIDAR da-

ti tiek lietoti, lai noteiktu piesâròojumu. Xi dati attçlo mçrîjuma distanci un Yi dati

reprezentç mçrîjuma âtrumu.

CMB un LIDAR visu datu izkliedes grafiks redzams 13. attçlâ. No tâ varam secinât, ka

starp visas izlases atlikumiem pastâv neliela funkcionâla sakarîba. CMB datiem dispersija

pçc 400. datu punkta strauji pieaug. CMB izkliedes grafiks pirmajiem 400 datiem ir ar

konstantu dispersiju, kas redzams 13. attçlâ, bet par visiem atlikumiem to nevar pateikt.
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13. att. CMB un LIDAR dati.

Savukârt dispersijas funkcijas CMB un LIDAR datiem ir sekojoðas:
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14. att.: CMB datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x)

sarkana, pie, σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂n(x) oranþa un σ̂const(x) ir zila.
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15. att.: LIDAR datiem, dispersijas novçrtçjums, kâ funkcijas, σ̂MSD,n(x) zaïa, σ̂MBT,n(x)

sarkana, pie, σ̂RICE,n(x) dzeltena, σ̂n(x) oranþa un σ̂const(x) ir zila.
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Secinâjumi

Darbâ tika konstruçti dispersijas novçrtçjumi simulçtiem un reâliem datiem, izman-

tojot daþâdas pieejas. Tika apskatîti dispersijas lokâlie M - novçrtçjumi (σ̂MSD,n(x),

σ̂MBT,n(x), σ̂RICE,n(x)) salîdzinâjumâ ar Yu un Jones [2] piedâvâto metodi σ̂n(x). Simu-

lçtiem datiem pie daþâda sadalîjumaH izvçles, dispersijas funkciju labâk aproksimç lokâlie

M - novçrtçjumi. Tas izskaidrojams, ar to, ka lokâlajos M novçrtçjumos tiek izmantota

robusta statistika, bet σ̂n(x) tâ netiek izmantota. Apskatot dispersijas novçrtçjumu ar

konstanti σ̂const(x), esam pârliecinâjuðies, ka tâ neattaisno sevi, jo gan simulçtiem datiem,

gan reâliem, tâ atrodas pârâk tâlu no îstâs dispersijas lînijas.

Dispersijas funkcijas σ(x) novçrtçjums pçc robusta ir svarîga problçma neparamet-

riskâs regresijas analîzç. Viennozîmîgi no salîdzinâtajâm M - novçrtçjuma metodçm

σ̂MSD,n(x) ir vislabâkâ, jo visos simulçtajos datu grafikos tâ atrodas tuvâk îstajai dis-

persijas funkcijai nekâ parçjâs lînijas un kïûdas ÎSEL vçrtîbas ir vismazâkâs.

Runâjot par lokâliem M - novçrtçjumiem, jâpievçrð uzmanîbu gludinoðâ parametra

h un svaru wi(x) izvçlei. Simulçtiem datiem mçs òemam h = 0.2, tâ kâ bija apskatîts

publikâcijâ. Reâliem datiem h izvçlas ar plug-in metodes palîdzîbu. Potenciâli h var izvç-

lçties arî pçc citâm metodçm un paskatîties vai rezultâti uzlabosies. Òemot svarus wi(x)

ar Nadaraya-Watsona metodi redzam, ka galos funkcijas uzvedas dîvaini. Ðo trûkumu var

izlabot òemot polinomiâlus svarus.

Darba turpinâjumâ varçtu nodarboties ar ticamîbas joslas konstruçðanu un lokâlo M

- novçrtçjumu uzlabojumu, òemot citu χ funkciju, gludinoðo parametru h un svarus wi(x)

ar citiem paòçmieniem.
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Programmas R kods

n<-100 #izlases apjoms

x.dati<-c(100) #definejam vektoru ar 100 koordinatem

x.dati<-1:n/(n+1) #definejam kopas X elementus

g<-function(x) #regresijas f-jas g(x) defineshana

{

2*sin(4*pi*x)

}

g(x.dati)

sigma<-function(x) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana

{

exp(x)

}

sigma(x.dati)

#atlukumu Ui genereshana

set.seed(1)

#H - koshi sadalijums ar mju=0 un sigma^2 = 4

#Yi vertibas defineshana

eps<-0 #parametrs epsilon

eps<-0.1

eps<-0.2

eps<-0.3

eps<-0.35

eps<-0.4

n<-100

x<-runif(n,0,1)

Gc<-c()

for (i in 1:n)

{

Gc[i]<-uniroot(function(y) (1-eps)*pnorm(y,0,1)+eps*pcauchy(y,0,4)-x[i],c(-500,500))$root

}

y.dati<-g(x.dati)+Gc*sigma(x.dati) #lidz ar to ir ieguti x un y dati

plot(x.dati,y.dati)

#############################################################################
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#1. metode

#Novertejeam sigma, ar Rice metodi, ka f-ju no x: (sigma^2=(sigma(x))^2)

#Rice metodee datiem jabut sakartotiem

a<-sqrt(2)

b<-1

library(KernSmooth)

#Svaru novertejums izmantojot Nadarya-Wats, zinams, ka publikacija glud. parametrs h ir 0.2

#dpill ir prognoze ar neparametrisku f-ju, kura dod optimalo h-vertibu

dpill(x.dati,y.dati) #iebuveta f-ja noverteja joslas platumu h = 0.0289, pie eps=0

h.xy<-0.2 #ar h=0.2 labak aproksime nevis ar h garumu iegutu no dpill iebuvetas f-jas

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x") #novertejam f-ju r(x)

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar Rice palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigLRE<-function(x,x.dat,y.dat,h)

{

n<-length(x.dat)

sum(NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*((diff(y.dat))/a)^2)

}

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

sigLRE<-Vectorize(sigLRE,vectorize.args="x")

plot(x,sigma(x),ylim=c(0,8)) #uzzimejam istas disperijas(exp(x)) grafiku ar musu ieguto

lines(x,sqrt(sigLRE(x,x.dati,y.dati,h.xy)),col="yellow")#novertetas sigma vertibas izmantojot LRE

#katram xi bus sava sigma

#############################################################################

#2.metode

a<-sqrt(2)

b<-1/2

Q<-qnorm(0.75,0,1) #75 % kvantile

I<-c(99) #vieniba vektors

for (i in 1:length(y.dati)-1)

I[i]<-1

O<-c(99) #nulles vektors
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for (i in 1:length(y.dati)-1)

O[i]<-0

Hic<-function(yy,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[i]/sig)>Q)

I[i]

else

O[i]}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-0.2

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar MT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigMSD<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)

sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b

}

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

sig2<-Vectorize(sigMSD,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot(function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10))$root

}

sigMSD<-Vectorize(nov.sig)

#katram xi bus sava sigma

lines(x,sigMSD(x),col="green") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#############################################################################

#3.metode
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#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT f-ju

c<-0.70417

a<-sqrt(2)

b<-0.75

I<-c()

for (i in 1:length(y.dati)-1)

I[i]<-1

Hic<-function(y.dati,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[i]/sig)<=c)

3*(yy[i]/(sig*c))^2-3*(yy[i]/(sig*c))^4+(yy[i]/(sig*c))^6

else

I[i]}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-0.2

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums

NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")

sigMBT<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)

sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b

}

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.01)

sigMBT<-Vectorize(sigMBT,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot(function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10))$root

}

sigMBT<-Vectorize(nov.sig)
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#katram xi bus sava sigma

lines(x,sigMBT(x),col="red") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#############################################################################

#4. metode

#uzskata sigma par konstanti (rice metode)

# Nadaraya-Watsona kodolu regresija

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.arg="x")

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.009)

library(KernSmooth)

h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

#novertesim sigma kaa konstante ar rice

n<-length(y.dati)

sig1<-sum(diff(y.dati)^2)/2/(n-1) #atrodam dispersijas vertibu kaa konstante

t<-length(x)

sigCONST<-c()

for (i in 1:length(x))

sigCONST[i]<-sig1

lines(x,sigCONST,col="blue")

###########################################################################

#ISEL

#prieksh muusu simuletiem datiem, kad H(y)=C(0,4^2)

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=0.0099)

t1<-sqrt(sigLRE(x,x.dati,y.dati,h.xy)) #visas sigma vertibas no 1. metodes

t2<-sigMSD(x) #visas sigma vertibas no 2. metodes

t3<-sigMBT(x) #visas sigma vertibas no 3. metodes

t4<-sigCONST ##visas sigma vertibas no 4. metodes

ISEL<-function(signov,x.dati,i)

{

n<-length(x.dati)

(1/(n))*sum((log((signov[i])/(sigma(x.dati)[i])))^2)

}
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#sigma(x.dati) ir taa istas disperijas f-jas vertiba, t.i. sigma(x.dati)=exp(x.dati)

ISEL(t1,x.dati,1:n)

############################################################################

#dispersijas novertejums prieksh lidar datiem

#vispirms atrodisim atlikumus, lai uz tiem uzzimetu dipserisjas funkcijas

dati<-read.table(file="lider.txt",header=T)

x.dati<-dati$range

y.dati<-dati$logratio

plot(x.dati,y.dati)

#Nadarya-Wats kodolu regresija, raksta ar roku

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/

sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.args="x") #novertejam f-ju r(x)

x<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=1.5)

library(KernSmooth)

h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

lines(x,NW.reg(x,x.dati,y.dati,h)) #uzzimejam regresiju likne datiem

rez<-y.dati-NW.reg(x,x.dati,y.dati,h) #no atlikumiem var redzet ka disp nav konstanta

plot(x.dati,rez)

#######################################################################3

#sigma ka funkcija no x pec Nonparametric gramatas

#ta ir taada funkcija ar kuru mees salidzinam parejos metodes, jebkuriem datiem

library(KernSmooth)

sig2<-function(x,x.dati,y.dati)

{

h.YX<-dpill(x.dati,y.dati)

z.dati<-log((y.dati-NW.reg(x.dati,x.dati,y.dati,h.YX))^2)

h.ZX<-dpill(x.dati,z.dati)

exp(NW.reg(x,x.dati,z.dati,h.ZX))

}

xx<-seq(min(x.dati),max(x.dati),by=1.5)

sig2<-Vectorize(sig2,vectorize.args="x")

plot(xx,sig2(xx,x.dati,y.dati),ylim=c(0,0.1),type="l") #ista dispersijas f-ja lidar datiem
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darbs \Neparametriskâs regresijas kïûdas dispersijas novçrtçðana" izstrâdâts LU Fi-

zikas un Matemâtikas fakultâtç.
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