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Apzimejumi

oricen(x) lokalais klasiskais Rice novertéjums
omspn(z) lokalais M - novertejums ar MSD funkciju
ompra(z) lokalais M - novertejums ar BT funkciju

on(z) novertejums no Larry Wasserman gramatas



Ievads

Nodarbojoties ar neparametrisko regresiju svarigi ir novertet klidu dispersiju. To var
izmantot konstruejot ticamibas intervalus dispersijai. Dispersijas kludu var novertet ka
konstanti vai ka funkciju. Visparigi regresijai ir svarigs nosacijums par homoskedastitati.
Sarezgitakais gadijums ir heteroskedastiska modela gadijums, kad dispersija nav konstan-
ta. Larry Wasserman sava gramata [I] aprakstija dispersijas novertéjumu, kuru izgudroja
Yu un Jones [2], dispersijas novertejumam pielietojot divas reizes neparametrisko regresiju.
Savukart, Brown un Levin [3] visparinaja Rice [4] dispersijas novertejumu no homoskedas-
tiska modela lidz heteroskedastiskam modelim izmantojot kodola svarus. Saméra nesen
tika piedavati lokalie M robusti, ta saucamie M - novertejumi. Kad datiem ir izleceji,
nepieciesams izmantot robusta statistiku klidas dispersijas funkcijas novertejumam, lai
varétu novertét regresijas funkciju siem datiem. Meés apskatisim lokalos M - novértéjumus
dispersijai. Lai noverstu izlecgju efektu uz neparametrisko modeli, izmantosim Rice [4]
piedavato izteiksmi un parveidoto izteiksmi ar robusta statistiku, kuru piedava Boente,
Fraiman un Meloche [5].

Robusta statistikas pielietojumam ir liela nozimeé saja darba, tapéc apskatisim to de-
rigumu sikak. Dispersijai lietojam robusta statistiku, lai ieverotu izlecejus (Hanning un
Lee) [6], lai datiem butu iespeja izmantot regresijas funkciju(Hardle un Gasser [7], Hardle
un Tsybakov [§], Boente un Fraiman) [9], lai uzlabotu precizitati izveloties atbilstosu
h garumu, kad novertejam regresijas funkciju r (Boente [5], Cantoni un Ronchetti [10],
Leung [11]).

Tatad robusta statistikas novertéjums, tiek plasi izmantots dispersijas funkcijas nover-
tesanai neparametriska regresijas modeli ar izlecgjiem. Sads novertéjums ir loti noderigs
rekinot robusta M - novertejumus regresijas funkcijai (to apskatija Hardle un Gasser [7],
Hardle un Tsybakov [§], Boente un Fraiman [9]).

S1 darba meérki ir konstruet vecus un jaunus novértéjumus programma R, veidojot
kladas lidzigi ka publikacija uz piesarnotiem modeliem, salidzinat vairakus novéertéjumus,
realiem datiem pielietot augstak minetos novertejumus.

Darbs satur tris nodalas. Pirmaja nodala tiek aplikota neparametriska un paramet-
riska lineara regresija. Otra nodala veltita lokaliem M - novertéjumiem. Tresa nodala

satur praktisku metodes pielietojumu.



1. Neparametriska un parametriska lineara regresija

1.1. Parametriska lineara regresija

Lai problemu labak saprastu apskatisim parametrisko linearo regresiju. Pienemsim,
ka mums ir dati (z1,Y1), ..., (xn,Ys)), kur Y; € R un z; = (@, ...,7;)" € RP. Linearas

regresijas modelis ir:
Y; +€z § ﬂ]ng +5’L> - a"'? n,

kur E(e;) = 0 un D(g;) = 0. Butiski ir novertet parametrus ;. Lai to izdaritu ieviesisim

matricu:
11 T2 ... Tip
To1r T2z ... Ty
>
Tn1 Tp2 -« Tpp
kur x;; = 1.

Parrakstisim Y, € un (3 vektor forma: Y = (V1,...,Y,)T, ¢ = (e1,...,e,)T un 8 =

(B, ..., Bp)T. Tad iegiist
Y =Xp+e.

Izmantosim mazako kvadratu metodi, lai iegustu B = (B\l, ...,ﬁAp)T, kur$ minimizée RSS

(atlikumu kvadrat summa):

RSS = (Y — XB)T(Y — XB) = Z( Z%ﬁ]).

=1

Ta ka XTX ir ar pilnu rangu, t.i., matrica X7 X nav degenereta = EI(XTX) inversa
matrica. Lidz ar to

. -1

3 :<XTX> xTy.

r(z) novertejums pie z = (x1,...,x,)7 ir

p
ra(z) = Zﬁjxj =27
j=1
— ~ ~ T — _ . — v — .
No ta seko, ka (7,,(z1), ..., 7 (x,))" varétu but pierakstits, sadi

r=Xj3=LY,
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kur

-1
L= X(XTX> X7,
Savukart izteiksmi £ = Y — r sauc par kladu vektoru, matrica L ir simetriska L = LT

un idempotenta L? = L. Parametrus skaits p tiek noteikts no matricas L pedas, kas ir

diagonal elementu summa pec izteiksmes:

p=tr(L).

T

Jebkuram = = (z1,...,x,)" varam rakstit

n

To(z) = 0(2)TY = Zei@;m,

kur

o? nenovirzits novertejums ir

52 — Z?:I(Yi - ?n(xz»Q
n—p '

1.2. Neparametriska regresija

Doti n noverojumu pari (z1,Y7), (22, Y2), ..., (x,, Yy,). Skaidrojosais mainigais Y ir at-

karigs no x péc vienadojuma

Y, = T(ﬂh) +e, bei=0,i=1,...,n, (1'1)

kur r(z) ir regresijas funkcija. Regresijas funkcijas r(x) novertejumu apzimesim ar 7, (z).

2 ir atkariga no z. Pec modela (1.1) uzskatam, ka

Piepemsim, ka dispersija D(e;) = o
x; ir fikseti. Savukart més varam aplikot novérojumus (x1, Y1), (22, Y2), ..., (z,, Yy,) ka
gadijuma lielumu sada gadijuma mes rakstisim datus, ka (X1,Y1), (Xs,Y2), ..., (X, Y2)

un r(x) tiek interpretéts, ka nosacita matematiska ceriba:
r(z) = E(Y|X = x).

Definicija 1. Novertetajs 7, ir r linearais gludinatais, ja Vz J(z) : [(z) = (I1(2), ..., l(z))T

tads, ka

() = Z li(z)Y;.
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Piezime: Vo : Y " | li(z) = 1.

Definicija 2. Pienemsim, ka h > 0, kuru sauc par gludinoso parametru.

Watsona kodola novertetajs ir definéts sekojosi
) = Y wi2)Y;,
i=1

kur K ir kodols un w;(z) ir svari

K(5)

= Z;L:lK(:z;—hx])»

w;(x)

1
V2T

Seit K(z) =

Nadaraya -

(1.2)

712 . . . .
e2 . Gludinosa parametra h izvele ir svariga problema. Eksiste daudz

metodes ka to var izdarit, pieméram, cross-validation, rules of thumb, bootstrap un plug-

in metodes.

Ideala gadijuma parametru h izvélas tada veida, lai minimizéetu izteiksmi

R(h) = E(% ifn(m - r(:ci)>2.

Bet R(h) ir atkarigs no nezinamas funkcijas r(z). Tapec nemsim R(h), tadu lai minimi-

zétu:
n

~ 1 .
R(h) = - Z(Y; — ()2
i=1
Savukart izmantojot plug-in metodi gludinoso parametru h noverte sadi
/]; _< R(h) ) 5
(K20 (r)n/

kur po(h) = [ 22(h)dhun ¢,(r) ir kodola novertejums. Pec butibas plug-in metode balstas

uz to, ka izteiksme nezinamo parametru, aizvieto ar novertejumu.

1.3. Dispersijas noveértéjums

Apskatisim aprakstitu Larry Wasserman [I] gramatas standart metodi o noverteju-

mam, kuru izgudroja Yu un Jones [2]. Pienem, ka
Y; = ’l“(ﬂfl) + U(l’i)gi.

Apzimesim, ka Z; = log(Y; — r(z;))* un ; = log(e7).

Tadejadi dispersijas novertesanas procediira ir sekojosa:
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a) Noverte regresijas funkciju r(x) ar Nadaraya-Watsona neparametrisko metodi, lai
legitu novertejumu 7, (x).
b) Aprekinam Z; = log(Y; — 7, (z;))?.

¢) Veic regresiju Z; pret z;, iegust log(c?(z)) novertejumu 52
Vi~ rla) = 0w
(Y; = r(2:))* = o™ (x:)e],
log(Y; — r(2:))* = log(o*(w:)e7),
log(Y; — r(x;))* = log(o*(x:)) + log(e}),
ta, ka Z; = log(V; — r(x;))? un §; = log(e?)
=> 7; — 6; = log(o?(xy)),

o2 (2;) = %70,



2. Dispersijas lokalie M - novertéjumu

Lai labak saprastu, kas ir M - novértéjumi aplikosim popularus Hubera novértéjumus

un lokalos M novertejumus.

2.1. Hubera noveértéjumi

Pienemsim, ka noverojumi x; ir atkarigi no "istas vertibas” un gadijuma kludas u;, p

ir nezinamais parametrs. Pienemsim, ka klidas ir aditivas, t.i,
Ti=p+u,t=1..n,

kur uq, ..., u, ir neatkarigi gadijuma lielumi ar sadalijumu funkciju F,. Tad sadu konstruk-

ciju sauksim par lokalo modeli. Lidz ar to xy, ..., z, ir neatkarigi ar sadalijuma funkciju
F(z) = Fo(x — )

un mes sakam, ka x; ir neatkarigi identiski sadaliti gadijuma lielumi.
M - novertéjumi ir plasa statistisko novertéjumu klase. M - noveértéjumi, pieméram, ir

mazako kvadratu novertejumi. 1964. gada Peter Huber [12] piedavaja minimizét izteiksmi

> ol ),
=1

kur funkciju p izvelas tada veida, lai datiem nemtiem no zinama sadalijuma nodrosinatu
velamas novértéjumu Ipasibas (nenovirzitibu un butiskumu) un pietiekosi lielu izturtbu
pret izlecejiem.

Pienemsim, ka [} ir u; sadalfjuma funkcija ar blivuma funkciju f, = F,. Kopgja

blivuma funkcija (likehood funkcija) noverojumiem ir

L(zy,.cyxp;p) = Hfo(l’i — 1b).
i=1

Sis problemas atrisinajums ir i(xq, ..., x,) un tas izskatas sadi

= p(xy,...,x,) = argmax L(xq, ..., Tp; pt).
I

Definicija 3. Par M novertejumu sauksim
= argmﬂinz,o(xi — ), (2.1)
i=1
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kur

p = —log fo.
Piemeram, ja Fy = N(0, 1), tad
22
o) = = 2
x) = e 2,
° 2m
22
kur p(x) = 5 Lidz ar to (2.1) ir vienads ar

~ . 2
= argmin T — )7,
i = argmi ;( 1)

Ja p ir diferencejams, tad (2.1) var parakstit

S (s — i) = 0,
=1

2

kur ¢ = p. Ja p(z) = %, tad ¢¥(z) = x un (2.1) klust

n

Z(% —ﬁ) =Y

=1

kur i1 = 7 ir atrisinajums.
Pienemsim, ka Fj ir dubults eksponencialais sadalijums, tad

1

Jolz) = §€_|$‘,

kur p(x) = |z| un izteiksme (2.1) ekvivalenta ar
[l = arg min x; — .
i = argmi 2; i —

Ja p(x) = |z|, tad jebkura mediana no x bis atrisinajums. Pie tam ¢ (z) = sgn(z)

.
—1,jax <0

sgn(x) = 0,jaz=0

1,jaxz>0.
\



Hubers [12] ieviesa ¢ (x,t) = to(xz — t), kur
(

c,jaz>c
Yo(2) = 2, ja |z < ¢

—cjaz < —c.

\

Ar tadu nolaku, ka neierobezotam ¢ funkcijam piemit nevelamas ipasibas (izleceju ietek-

me) un ja ¢ — oo iegiist vidéjo vertibu, bet ja ¢ — 0, iegtist medianu.

2.2. Dispersijas lokalie M - novértéjumi

Pieversisim uzmanibu jauniem dispersijas M - novertéjumiem orrepn (), Grmspn ()
un oypr,(x). Lokalo M - novértéjumu metodes biitiba balstas uz rezultatu, no ho-
moskedastiskas neparametriskas regresijas modela, kuru ieguva Hall[13]. Vins dispersiju
noverteja sada veida:

n—ms ma
1

Za= e > (X avia)’

i=mi1+1 k=—m;

ma2
i=—m

kur Y;, jabut sakartotam. {d;
kura apmierina > 2 d;=0un >."* d?=1ard_,,, #0,d_ ., # 0 prieks m;,my €

i=—m1 i=—mq %

| It virkne veidota no starpibam uz realiem skaitliem,

2

S . 1 a2 o~
Z . Ple tam T = ml + m2- Kad r = ]-7 g X0 - O‘Ric@n?

T

kas ir labi zinams, ka novértéjums
pec Rice[4]:

~2 1 - 2

Thicen = 30— 1) ;(Yiﬂ - Yi)".
Sis dispersijas funkciju klases paplasinaja lidz heteroskedastiskas neparametriskas regre-
sijas modeliem 2007. gada Brown un Levin [3], kuri apskatija lokalo novertejumu bazetu
uz kodola svariem.

Vispar, homoskedastiskiem neparametriskiem modeliem, Ghement[14] novertéja %, ,

izmantojot M - noverteéjumu, definetu, ka atrisinajumu o izteiksmei

n—1

1 Yiai - Y
el L B X
n—lz;x< aoy ) ’

1=

kur y ir score funkcija, a pozitiva konstante, b pozitiva konstante, kura dod robust limeni

novértéjumam. Apskatisim sekojoso neparametriskas regresijas modeli:
Yi=g(x;) + Uio(z:),1 <i <, (2.2)
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kur xg < 27 < ... < 2, < 1, 0 nezinama dispersijas funkcija, g nezinama regresijas
funkcija, kluadas ir U; ~ Fy un Uy, Us, ..., U, ir iid.

Mdasu merkis ir novertet o ka funkciju no z. Izradijas, ka probléma noveértét fun-
kciju o heteroskedastiskiem modeliem ir tik pat svariga, ka regresijas funkciju g izvele.
Heteroskedastitate nozime, ka Vi D(U;) # const.

Reprezent@sim funkeiju no dispersijas o(z) caur robust statistiku. So o(z) novertgjumu
sauksim par lokalos M - novértéjumus no starptbam. Aplukosim datus, kuri apmierina
modela nosacijumus. Sakuma generesim datus ar daudziem izlecej punktiem. Lai to

izdaritu apskatisim sekojosu apakskopu:
P-(Fo) ={G|G(y) = (L —e)Fo(y) +eH(y); H € D,y € R},

kur D ir visu sadalijuma funkcijas kopa, Fj ir normalais sadalijums, H ir jebkura patvaliga
sadalijuma funkcija, kurd modelé piesarnojumus un € € [0,1/2).
Vispariga veida definesim = € (0,1) dispersijas funkcijai o(z) lokalos M - noverteju-

mus, no starpibam:

Yiin =Y
- I< .
—)<), (23)

n—1
Omn(x) =1inf{s > 0] Zwm(a:)x< -
i=1

kur wn,i(:p):.:ll ir svaru funkcijas virkne(piemeram, kodols), x ir score funkcija, a € (0, 00)

un b € (0,1) pie tam
ZQ —Zl)_ b

E((2) = bun B(x==
kur {Z;}i212 ir i.1.d. ar sadalijumu Z; ~ Fy. Parasti x : R — R.

Izteiksme (2.3)) nepieciesams aprekinat infinimumu tikai, ja funkcija x ir partraukta,
bet ja y ir nepartraukta, tad viegli redzet, ka o, (2) apmierina izteiksmi

Z wm($)x<u> =b.

i1 aa]wm(l’)

Apliakosim tris lokalos M - novértéjumu piemérus, péc kuriem talak konstruésim o(z)
novertejumu:
1) Pienemsim, ka y(z) = 2%,a = v/2,b = 1, tad mes iegisim klasisko local Rice

novertéjumu

OricEnR(T) = ' Wy i () <T



2) Pienemsim, ka x(y) = Lyju>o-1(3/2)(y), a = V2,0 = 1/2, tad Garsp.n(z) apmierina

vienadojumu

Y. - Y
Z%,A@X(#)—b =0,
i1 aUMSD,n(ﬂC)

kuras saknes, bus oygp () vertibas.

3) Pienemsim, ka Ve > 0 izpildas

) = {3<%>2_3(%>4+<%>6’ jalyl <e

L ja ly| > c,

XC(y

tad panemot ¢ = 0.70417, a = v/2,b = 3/4 iegsim vienadojumu pret Gy pr, (7) vertibas
n—1

Z wnz(x)Xc<Yz+l—_Yz)> —-b=0.

i1 ao MBT,n(x

12



3. Praktiska dala

3.1. Pielietojums simulétiem datiem

Iepriekseja nodala tika aprakstits, ka iegut dispersijas novertejumu caru dazadiem M
- novertejumiem. Saja nodala aplikosim §is metodes pielietojumu simuletiem datiem.

Sakuma, apskatisim neparametriskas regresijas modeli
Vi = g(z;) + Uso(;),1 < i <, (3.1)

kur 2o < 1 < ... < x, < 1, 0 nezinama dispersijas funkcija, g nezinama regresijas
funkcija, kludas ir U; ~ Fy un Uy, Us, ..., U, ir iid. Pie tam g(z) = 2sin(47x), o(x) = €7,
x;=1/(n+1), 1 <i<nun kludas U; ir sadalitas pec G(y)

G(y) =(1—-¢)®(y) +eH(y),

kur ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ C(0,4%), n = 100, e = 0,0.1,0.2,0.3, 0.35, 0.4.

Klasiskajam un robust novertejumam, izmantosim Nadaraya - Watsona svarus
hn

- n—1 r— Xy ’
S ()

W, ;

kur K ir standarts Gausa kodols. Meés izvelamies h,, = 0.2 prieks misu simulétiem datiem.
Lai generetu G(y) = (1 — e)®(y) + eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ C(0,4?) datus

izmantosim sekojoSus apgalvojumus, alternativu gadijuma lielumu genereSanai:

1. apgalvojums: Ja X, Xy, ..., X, ir vienadi neatkarigi sadaliti (i.i.d.) gadijuma lielumi

un X; ~ F,tad Yy = F(X4),Ys = F(Xy),...,Y, = F(X,) iriid. un pie tam Y; ~ v.s.[0, 1]
Pieradijums. Fy(y) = y?

Fy(y) = P(X <y)=P(F(X)<y)=P(X <F'(y) = F(F'(y)) = yO

2. apgalvojums: Ja doti Y1,Y,,....Y,;Y; ~ v.s.[0,1], tad X; = F7Y(V}),..., X, =
F7(Y,) ir i.i.d. un X; ir sadalits pec F.
Panemot ¢ = 0,0.1,0.2,0.3,0.35,0.4, iegistam datus

13
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3. att. Datu grafiks pie ¢ = 0.35 un ¢ = 0.4

Redzams, ka simuletiem datiem dispersija ir konstante ar izlecejiem.

No 1l.att lidz 3.att ir klust skaidrs, ka palielinot ¢ vertibu datiem simulejis vairak

izleceji. ST procesa uzvedibu uzdot loceklis 1 — e.

Uzzimesim 1stas dispersijas funkcijas grafiku e” simuletiem datiem G(y)

1-

€)<I>(y) -+ €H(y), q)(y) ~ N(O, 1), H(y) ~ 0(0,42) ar aR[CE,n((%), GMSDm(x), aMBT’n(l’),
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b\—n<x> un a\const,n(qf)) .

sigma(x)
sigma(x)
4
L

4. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novértéjums, ka funkcijas pie ¢ = 0 un ¢ = 0.1.
Melna linija ir ista dispersija exp(x), Oricpn(x) dzeltena, Garsp,(z) zala, Gypra(T)

sarkana, Oconstn () zila un o, (z) oranza.

sigma(x)
4
I
sigma(x)
6
I

5. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertejums, ka funkcijas pie € = 0.2, Geonst.n(z) =
27.63 un € = 0.3, Geonst.n(r) = 63.18. Melna linija ir ista dispersija exp(z), Gricpn(2)

dzeltena, orsp.n(x) zala, oppr,(z) sarkana un 7,(x) oranza.

15



10 12 14

8

sigma(x)

10 12 14

8

sigma(x)

6. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertejums, ka funkcijas pie ¢ = 0.35, Goonst.n () =
86.93 un € = 0.4, Geonst.n(r) = 114.72. Melna linija ir ista dispersija exp(z), Gricp.n(T)

dzeltena, oyspn () zala, Oppr,(r) sarkana un 7,(x) oranza.

Vislabak aproksime isto dispersiju oysp.n (), jo ta linija iet pietickosi tuvu un dazas
vietas sakrit ar exp(x) liniju. Vissliktak aproksimé Geonstn(2), jo zila linija iet loti talu
no istas dispersijas linijas.

Publikacija ir dota kluda vertib

n

— 1 o7 () \\ 2
ISEL = - (z (” ))
n; 9 o(x;)
kur 64 ir dispersijas novertejums péc j-tas metode(Tricrn(®), Ormspn(T), Oppra(),

0n(x) val Geonstn(z)). Salidzinasim, publikacija dotas kludas vertibas ar misu iegiitiem

pec simulacijas.

1. tabula: ISEL vertiba, kad G(y) = (1—e)®(y)+eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ C(0,4?)

novertejums [ e =0 =01 =020 =03 =035 =04
Oricen(z) | 0.021  3.89 6.63 8.70 9.61 10.43
omspn(x) | 0.036  0.074 0.20 0.47 0.67 0.92
omsra(z) | 0.052  0.082 0.18 0.36 0.49 0.65

Veicot simulacijas ar programmu R tika iegtta sekojosa tabula:
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2. tabula: ISEL vertiba, kad G(y) = (1—2)®(y)+eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ C(0,42)

novertejums | e =0 =01 =020 =03 =035 =04
Gricen(z) | 0.043  0.49 1.51 2.56 3.057 3.54
Guspn(r) | 0.023  0.011  0.085 0.20 0.28 0.41
Gupra(z) | 0.028  0.037 0.11 0.23 0.33 0.46
on(2) 0.13 0.068  0.055 0.13 0.20 0.39
Teconst.n(

Tconst.n(T) 0.14 2.45 8.029 13.38 15.80 18.081

Abas tabulas rezultati atskiras, bet kopéja tendence saglabajas. Palielinot e vértibu,
palielinas ar1 ISEL vertiba. Jo mazika ir ISEL vertiba, jo labak. Redzams, ka vismaza-
kas vertibas ir 0prsp () un oy pra(x), bet vislielakas oricpn () Un Geonstn(x). To ari
apstiprina iepriks apskatitais 3.att.

Simulesim datus G(y) = (1 — &)®(y) + eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(u,c?), kur
oc=0.1

20

15
10 15 20 25

5

3
0

-5
5

7. att. Datu grafiks pie e = 0.1 un ¢ = 0.2, p = 10.
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8. att. Datu grafiks pie e = 0.3 un ¢ = 0.35, p = 10.

Uzzimesim istas dispersijas funkcijas grafiku e” simulétiem datiem G(y)

25

20

15

090 @ 00

9. att. Datu grafiks pie ¢ = 0.4, p = 10.

1 -

e)®(y) +eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(p,07) ar Gricpn(r), Ormspn(r), Orrpra(z),

a\'n (:U) un a\const,n <ZL') .
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10. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertéjums, ka funkcijas pie ¢ = 0.1 un ¢ =
0.2, p = 10. Melna linija ir 1sta dispersija exp(z), Orrcpn(x) dzeltena, Gyspn(x) zala,

omBTn(T) sarkana, 7, (x) oranza, Geonstn () zila, pie € = 0.2 Teonstn(z) = 48.023.

sig2(xx, x.dati, y.dati)
10
sig2(xx, x.dati, y.dati)

XX XX

11. att.: Simuletiem datiem, dispersijas novertéjums, ka funkcijas pie ¢ = 0.3 un ¢ =
0.35, = 10. Melna linija ir ista dispersija exp(x), Gricpn(r) dzeltena, orspn(x) zala,
omBrn(7) sarkana, 0, (z) oranza, pie € = 0.3 Teonst.n(z) = 80.11, € = 0.35 Teonstn(r) =

86.26.
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sig2(xx, x.dati, y.dati)

5 10 15 20 25 30 35

0

12. att.: Simulétiem datiem, dispersijas novertéjums, ki funkcijas pie € = 0.4, u = 10.

Melna linija ir ista dispersija exp(x), Oricpn(x) dzeltena, oaysp,(z) zala, Gyprn(T)

sarkana, o,(x) oranza, Oeonstn(z) = 80.11.

Izlasei G(y) = (1 — &)®(y) + eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~ N(u,o?) publikacija

@ vertibas ir sadas

3. tabula: ISEL vertiba, kad G(y) = (1 — e)®(y) + cH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~

N(p,0?)

p | novertejums =01 =020 =03 =035 =04

10 OricEn(T) 1.35 2.060 2.45 2.57 2.66

omspn(T) 0.11 0.39 1.14 1.54 1.79

ormBTA(T) 0.099 0.20 0.32 0.37 0.39

100 | Oricen(x) 11.53 13.74 14.90 15.13 15.34

omsDn () 0.12 0.83 5.24 6.38 8.33

omBTA(T) 0.11 0.30 1.00 1.23 1.64

1000 | Gricen(T) 32.41 36.10 37.83 38.34 38.68
Ormspn(T) 0.15 1.20 10.92 16.82 21.56

ormBTA(T) 0.12 0.60 3.092 5.25 7.44
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Veicot simulaciju ar programmu R tika iegtta sekojosa tabula:

4. tabula: ISEL vertiba, kad G(y) = (1 — e)®(y) + eH(y), ®(y) ~ N(0,1), H(y) ~
N(u,0?)

@ | novertejums =01 =020 =03 =035 =04
10 | Tricen(2) 0.79 1.91 2.68 2.84 2.78

omspn(z)  0.026 0.25 3.03 4.46 4.18
Gupra(z)  0.063 0.18 0.29 0.15 0.097

on(T) 0.11 2.023 9.61 1224 1271
Geonstm(z) 5050 1145 1516  15.74  15.43

100 | Oricen(x) 9.62 13.54 15.61 16.025 15.81

Guspa(x) 0026 025  13.88  19.95  19.04

Gupra(r) 0063 024 0.53 0.55 0.63
G() 1422 4135 6214  66.84  68.073

Goomstn(x)  45.049 6391 7252 74.042  72.93

1000 | Gricen(T) 29.20 35.82 39.14 39.79 39.43
( 0.026 0.30 33.48 45.84 44.16
ormBTa (T 0.063 0.26 0.78 1.47 2.10
On(z) 71.046  125.92 156.034 163.41  165.33
Oeonstn(x) 12811  158.85  172.22  174.60  172.80

UMSDn x

)
)
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3.2. Pielietojums realiem datiem

Pielietosim visas piecas aplukotas metodes redliem datiem CMB un LIDAR, kurus
nemam no Larry Wasserman gramatas [1].

CMB ir kosmiskas radiacijas dati. Kuri rodas lielo spradzienu rezultata. X, dati
attelo temperataras fluktuacijas frekvenci un Y; dati reprezenté fluktuacijas speku katra
frekvence. Fluktuacija ir fizikala lieluma nejausa novirze no vidéjas vertibas. Fluktuacija
paradas procesos, kas paklauti statistikas likumiem (molekulu, atomu, elektronu u. c.
dalinu kustiba dazadas sistemas). Daudzas fizikalas paradibas var izskaidrot tikai ar
fluktuacijas palidzibu, pieméram, Brauna kustibu, gaismas molekularo izkliedi, kas nosaka
debesu zilo krasu.

LIDAR dati ir iegtti no gaismas detektesanas un apgabalu noteiksanas. LIDAR da-
ti tiek lietoti, lai noteiktu piesarnojumu. X; dati attelo merjjuma distanci un Y; dati
reprezenté merjjuma atrumau.

CMB un LIDAR visu datu izkliedes grafiks redzams attela. No ta varam secinat, ka
starp visas izlases atlikumiem pastav neliela funkcionala sakariba. CMB datiem dispersija
péc 400. datu punkta strauji pieaug. CMB izkliedes grafiks pirmajiem 400 datiem ir ar

konstantu dispersiju, kas redzams attéla, bet par visiem atlikumiem to nevar pateikt.

| st i ans b
g C R AL

20000
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10000
I
y.dati

0
I

-10000
8
B
®

0 200 400 600 800 400 450 500 550 600 650 700

x.dati

13. att. CMB un LIDAR dati.

Savukart dispersijas funkcijas CMB un LIDAR datiem ir sekojosas:
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sqri(sigLRE(x, x.dati, y.dati, h.xy))

14. att.: CMB datiem, dispersijas novertejums, ka funkcijas, opsp () zala, Gypra(T)

sarkana, pie, Orrcp.n(x) dzeltena, 7, (x) oranza un Gepst () ir zila.

15. att.: LIDAR datiem, dispersijas novertejums, ka funkcijas, oarsp () zala, oyprn ()

sarkana, pie, Orrcgn(x) dzeltena, 7, (x) oranza un G () ir zila.
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Secinajumi

Darba tika konstruéti dispersijas novértéjumi simulétiem un realiem datiem, izman-
tojot dazadas pieejas. Tika apskatiti dispersijas lokalie M - novertejumi (0prspn(x),
omBTA(T), Oricen()) salidzinajuma ar Yu un Jones [2] piedavato metodi 7, (z). Simu-
letiem datiem pie dazada sadalijuma H izvéles, dispersijas funkciju labak aproksimeé lokalie
M - novertéjumi. Tas izskaidrojams, ar to, ka lokalajos M novértéjumos tiek izmantota
robusta statistika, bet 7, (z) ta netiek izmantota. Apskatot dispersijas novertejumu ar
konstanti 0,5 (), esam parliecinajusies, ka ta neattaisno sevi, jo gan simulétiem datiem,
gan realiem, ta atrodas parak talu no istas dispersijas linijas.

Dispersijas funkcijas o(x) novertejums pec robusta ir svariga problema neparamet-
riskas regresijas analize. Viennozimigi no salidzinatajam M - novertejuma metodem
omspn(z) ir vislabaka, jo visos simuletajos datu grafikos ta atrodas tuvak istajai dis-
persijas funkcijai neka paréjas linijas un klidas ISEL vertibas ir vismazakas.

Runajot par lokaliem M - novertejumiem, japievers uzmanibu gludinosa parametra
h un svaru w;(x) izvelei. Simuletiem datiem mes pemam h = 0.2, ta ka bija apskatits
publikacija. Realiem datiem h izvélas ar plug-in metodes palidzibu. Potenciali h var izve-
leties ari pec citam metodem un paskatities vai rezultati uzlabosies. Nemot svarus w;(z)
ar Nadaraya-Watsona metodi redzam, ka galos funkcijas uzvedas divaini. So trakumu var
izlabot nemot polinomialus svarus.

Darba turpinajuma varétu nodarboties ar ticamibas joslas konstruésanu un lokalo M
- novertejumu uzlabojumu, nemot citu x funkciju, gludinoso parametru h un svarus w;(x)

ar citiem panémieniem.
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Programmas R kods

n<-100 #izlases apjoms
x.dati<-c(100) #definejam vektoru ar 100 koordinatem
x.dati<-1:n/(n+1) #definejam kopas X elementus

g<-function(x) #regresijas f-jas g(x) defineshana
{
2%sin(4*pi*x)

}
g(x.dati)

sigma<-function(x) #dispersijas f-jas sigma(x) defineshana
{

exp(x)

}

sigma(x.dati)

#atlukumu Ui genereshana

set.seed(1)
#H - koshi sadalijums ar mju=0 un sigma~2 = 4

#Yi vertibas defineshana
eps<-0 #parametrs epsilon
eps<-0.1

eps<-0.2

eps<-0.3

eps<-0.35

eps<-0.4

n<-100

x<-runif(n,0,1)

Ge<-c()

for (i in 1:n)

{

Ge[i]<-uniroot(function(y) (1-eps)*pnorm(y,0,1)+eps*pcauchy(y,0,4)-x[i]l,c(-500,500))$root
}

y.dati<-g(x.dati)+Ge*sigma(x.dati) #lidz ar to ir ieguti x un y dati

plot(x.dati,y.dati)
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#1. metode

#Novertejeam sigma, ar Rice metodi, ka f-ju no x: (sigma~2=(sigma(x))~2)
#Rice metodee datiem jabut sakartotiem

a<-sqrt(2)

b<-1

library (KernSmooth)

#Svaru novertejums izmantojot Nadarya-Wats, zinams, ka publikacija glud. parametrs h ir 0.2
#dpill ir prognoze ar neparametrisku f-ju, kura dod optimalo h-vertibu

dpill(x.dati,y.dati) #iebuveta f-ja noverteja joslas platumu h = 0.0289, pie eps=0

h.xy<-0.2 #ar h=0.2 labak aproksime nevis ar h garumu iegutu no dpill iebuvetas f-jas

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums
NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to

{

dnorm((x-x.dat[i])/h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x") #novertejam f-ju r(x)

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar Rice palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")
sigLRE<-function(x,x.dat,y.dat,h)

{

n<-length(x.dat)

sum(NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1: (n-1))*((diff(y.dat))/a)"~2)
}

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

sigLRE<-Vectorize(sigLRE,vectorize.args="x")

plot(x,sigma(x),ylim=c(0,8)) #uzzimejam istas disperijas(exp(x)) grafiku ar musu ieguto
lines(x,sqrt(siglRE(x,x.dati,y.dati,h.xy)),col="yellow")#novertetas sigma vertibas izmantojot LRE

#katram xi bus sava sigma

#2.metode

a<-sqrt(2)
b<-1/2

Q<-qnorm(0.75,0,1) #75 % kvantile
I<-c(99) #vieniba vektors
for (i in 1:length(y.dati)-1)

Ifil<-1

0<-c(99) #nulles vektors
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for (i in 1:length(y.dati)-1)
0[il<-0

Hic<-function(yy,sig,i)
{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yy[il/sig)>Q)
Ifi]

else

0[0il}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-0.2

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums
NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to
{

dnorm((x-x.dat[i]) /h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x"

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar MT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i")
sigMSD<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)
sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b
}

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

sig2<-Vectorize(sigMSD,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot (function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10))$root
}

sigMSD<-Vectorize(nov.sig)

#katram xi bus sava sigma

lines(x,sigMSD(x),col="green") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

#3.metode
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#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT f-ju
c<-0.70417

a<-sqrt(2)

b<-0.75

I<-c()
for (i in 1:length(y.dati)-1)
Ifil<-1

Hic<-function(y.dati,sig,i)

{

yy<-diff(y.dati)/a

{if (abs(yyl[il/sig)<=c)

3% (yy[il/(sig*c))"2-3*(yy[11/(sig*c)) "4+ (yy[il/(sig*xc)) "6
else

I[il}

}

Hic2<-Vectorize(Hic,vectorize.args="i") #katrai i-tai vertibai bus sava f-jas Hic vertiba

h.xy<-0.2

#Nadarya-Watsona kodolu novertejums
NW.svari<-function(x,x.dat,y.dat,h,i) #nem katro i-to
{

dnorm((x-x.dat[i]) /h)/sum(dnorm((x-x.dat)/h))

}

NW.svari<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="x")

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

#novertesim pashu f-ju sigma(x), ta ka sigma(x) defineta publikacija ar BT palidzibu

NW.svari2<-Vectorize(NW.svari,vectorize.args="i"
sigMBT<-function(x,x.dat,y.dat,h,sig)

{

n<-length(x.dat)
sum((NW.svari2(x,x.dat,y.dat,h,1:(n-1))*(Hic2(y.dat,sig,1:(n-1)))))-b
}

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.01)

sigMBT<-Vectorize(sigMBT,vectorize.args="sig")

#atrodisim visas saknes

nov.sig<-function(x)

{

uniroot (function(sig) sig2(x,x.dati,y.dati,h.xy,sig),c(0,10))$root
}

sigMBT<-Vectorize(nov.sig)
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#katram xi bus sava sigma

lines(x,sigMBT(x),col="red") #uzzimejam novertetas disperijas grafiku

SRR R R R SRR AR R R AR R R R R R
#4. metode

#uzskata sigma par konstanti (rice metode)

# Nadaraya-Watsona kodolu regresija
NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)

{
sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/sum(dnorm((x-x.dati)/h))
}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.arg="x"
x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.009)
library(KernSmooth)

h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

#novertesim sigma kaa konstante ar rice
n<-length(y.dati)

sigl<-sum(diff(y.dati)~2)/2/(n-1) #atrodam dispersijas vertibu kaa konstante

t<-length(x)
sigCONST<-c ()

for (i in 1:length(x))
sigCONST[i]<-sigl

lines(x,sigCONST,col="blue")

HERHHRRRRERRRRRRRRRR SRR BB BB BB BB ERRERRRRRHR BB R RERRRRRRR SRR R BB R RS RSB RRRER
#ISEL

#prieksh muusu simuletiem datiem, kad H(y)=C(0,4"2)

x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=0.0099)

t1<-sqrt(sigLRE(x,x.dati,y.dati,h.xy)) #visas sigma vertibas no 1. metodes
t2<-sigMSD(x) #visas sigma vertibas no 2. metodes
t3<-sigMBT(x) #visas sigma vertibas no 3. metodes

t4<-sigCONST ##visas sigma vertibas no 4. metodes

ISEL<-function(signov,x.dati,i)

{

n<-length(x.dati)
(1/(n))*sum((log((signov[i])/(sigma(x.dati) [1])))"~2)
}
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#sigma(x.dati) ir taa istas disperijas f-jas vertiba, t.i. sigma(x.dati)=exp(x.dati)

ISEL(t1,x.dati,1:n)

#dispersijas novertejums prieksh lidar datiem

#vispirms atrodisim atlikumus, lai uz tiem uzzimetu dipserisjas funkcijas

dati<-read.table(file="lider.txt",header=T)

x.dati<-dati$range
y.dati<-dati$logratio

plot(x.dati,y.dati)

#Nadarya-Wats kodolu regresija, raksta ar roku

NW.reg<-function(x,x.dati,y.dati,h)
{

sum(dnorm((x-x.dati)/h)*y.dati)/
sum(dnorm((x-x.dati)/h))

}

NW.reg<-Vectorize(NW.reg,vectorize.args="x"

) #novertejam f-ju r(x)
x<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=1.5)

library(KernSmooth)

h<-dpill(x.dati,y.dati)

h

lines(x,NW.reg(x,x.dati,y.dati,h)) #uzzimejam regresiju likne datiem

rez<-y.dati-NW.reg(x,x.dati,y.dati,h) #no atlikumiem var redzet ka disp nav konstanta

plot(x.dati,rez)

HEBHHRBRFERRRRRHRRRRRRRRRRRRRRRRRRERRRRR BB RRERRRRRRRERBERRRRR R RS RRHHS

#sigma ka funkcija no x pec Nonparametric gramatas
#ta ir taada funkcija ar kuru mees salidzinam parejos metodes, jebkuriem datiem

library(KernSmooth)

sig2<-function(x,x.dati,y.dati)

{

h.¥X<-dpill(x.dati,y.dati)
z.dati<-log((y.dati-NW.reg(x.dati,x.dati,y.dati,h.YX))"2)
h.ZX<-dpill(x.dati,z.dati)
exp(NW.reg(x,x.dati,z.dati,h.ZX))

}

xx<-seq(min(x.dati) ,max(x.dati),by=1.5)

sig2<-Vectorize(sig2,vectorize.args="x")

plot(xx,sig2(xx,x.dati,y.dati),ylim=c(0,0.1),type="1") #ista dispersijas f-ja lidar datiem
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darbs “Neparametriskas regresijas kludas dispersijas novertesana” izstradats LU Fi-

zikas un Matematikas fakultate.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie

informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Maksims Korotejevs

(paraksts) (datums)

Rekomendéju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: doc. Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents: Dr.math. Sandra Vucane

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu pienema)

Darbs aizstavéets gala parbaudijuma komisijas sedée

prot. Nr. , VErtejums

(datums)

Komisijas sekretars/-e:

(Vards, Uzvards) (paraksts)
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