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Anotacija

Darba ir aprakstits butstrapa metodes pielietojums atkarigiem datiem. Ir apskatita
bloku butstrapa metozu konstruésana, paradita un salidzinata to darbibas efektivitate.
Tapat apskatiti ipasi gadijumi, kad novertejamais parametrs ir izsakams, ka gluda funkcija
no izlases vidgjas vertibas, ka kdadu vienadojumu atrisinajums un ka diferencéjams fun-
kcionalis. Darba nobeiguma ir apskatits butstrapa metodes pielietojums neparametriskas
regresijas gadijuma, kad klasiskas metodes, kas balstitas uz neatkarigiem noverojumiem,
nedarbojas.

Atslegas vardi: datu parkartosana, bloku butstraps, atkarigi dati, laikrindas, nepara-

metriska regresija.



Annotation

This paper is concerned with the application of bootstrap for dependent data. Block
bootstrap methods are analyzed and compared to each other. Some general classes of
estimators that may be represented as smooth function of sample means, as solution of
equations and as differentiable functionals are reviewed. Finally, block bootstrap methods
are introduced in the context of nonparametric regression where common methods are not
effective or do not work.

Key words: resampling, block bootstrap, dependent data, time series, nonparametric

regression.
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1. Ievads

Lidz ar musdienu datoru attistibu, ari statistikas nozaré nozimigu vietu ir ienémusas
metodes, kas balstitas uz pastiprinatu datoru resursu izmantosanu. Viena no tadam ir
butstrapa metode. Butstrapa metodi piedavaja un noformuleja Efron (skatit [1]). Kops
tas paradisanas, butstrapa metode ir devusi iespéju risinat statistiskas problémas ar vien-
karsotiem modelu pienémumiem. Butstrapa metodes biutiba ir konstruét attiecibu starp
populaciju un izlasi. Ta pienem doto izlasi X;,..., X, ka labi reprezentejosu prieks po-
pulacijas, un veido butstrapa izlases X7, ..., X, ka realizacijas no populacijas. Visbiezak
butstrapa izlases elementi tiek iegiiti, ki gadijuma izlase ar atkartojumiem no sakuma
Xi,..., X, ar vienadam varbuitibam (neparametriskais butstraps). Tacu ir iesp&jams
konstruet parametrisku butstrapa metodi, kad butstrapa izlase tiek veidota pec kada zi-
nama sadalijjuma likuma. Intereséjosais parametrs 6, pieméram, § = E X;, tiek novéertets
ar butstrapa izlasu palidzibu. Patiesiba butstrapa metodes galvena ideja ir apskatit no-
verteta # sadalijuma likumu, nevis pasu parametra 6 novertéjumu. Pie tam ir paradits,
ka butstrapa aproksimacija sadalijuma funkcijai ir precizaka, ka klasika Centralas robezas
teorémas aproksimacija.

Ta ka iespéjamo butstrapa izlasu skaits ir n”, tad tiesa butstrapa noveértéjuma apre-
kins ir sarezgits, pat neiespejams. Saja vieta liela loma tiek uzticeta datora aprekiniem,
lietojot Monte-Carlo simulacijas. Ar Xf(j), X9 apzimesim vienas butstrapa izlases
realizaciju j = 1,..., B, kur B ir butstrapa izlasu skaits. Tad péc lielo skaitlu likuma, ap-
rekinot katras butstrapotas izlases interesejoso parametru, videjais parametrs dod precizu
parametra novertejumu.

Singh ([2]) paradija piemeéru, kad, augstak mineta, butstrapa metode dod aplamus
rezultatus atkarigiem novérojumiem. Tacu ir butstrapa metodes, kas dod rezultatus ari
datiem ar atkaribas struktaru. Saja gadijuma butstrapa metodes merkis ir nepazaudet
datu atkaribas strukturu, parkartojot elementus. Vienas no vienkarsakajam un efektiva-
kajam ir bloku butstrapa metodes, ko piedavajusi Hall ([3]), Carlstein ([4]), Kunsch ([5]),
Liu un Singh ([6]) un citi. Bloku butstrapa metodes parkarto blokus ar elementiem ta,
lai bloki sava starpa butu neatkarigi. Bloku butstrapa metodes balstas uz nosacijumiem
par vaji atkarigiem novérojumiem Xy, ..., X,,, ko raksturo jaukto procesu koeficienti.

Viens no butstrapa pielietojumiem ir neparametriskas regresijas joslas platuma jeb
gludinasanas parametra izvele. Neparametriskas regresijas gludinasanas parametrs ir at-

karigs no regresijas atlikumu strukttras. Gadijuma, kad atlikumi ir atkarigi, parastas



metodes nav pielietojamas. Nelieli So metozu uzlabojumi ar bloku butstrapu dod apmie-
rinosus rezultatus.

Turpmakais darbs ir veltits bloku butstrapa metodém ar atkarigiem datiem. 2. un 3.
nodala tiks dotas pamatdefinicijas un formuléjumus, ka ari butstrapa metodes aprakstu
neatkarigiem un vienadi sadalitiem datiem. 4. nodala tiks paradits piemers, kad butstrapa
metode dod aplamus rezultatus atkarigiem datiem, un definetas metodes, kas paredzéetas
atkarigiem datiem. Talak 5. nodala tiks apskatitas bloku butstrapa metodes ipasibas
izlases videjai vertibai un 6. nodala tiks visparinatas bloka butstrapa metodes ar kon-
kretiem modeliem. Praktiski tiks paraditas divas butstrapa pieejas un salidzinati iegtitie
rezultati. 7. nodala teoretiski tiks salidzinatas cetras bloku butstrapa metodes un veikts
salidzinajums ar simulétiem datiem. Péedéja nodala tiks veltita butstrapa pielietojumam
neparametriskaja regresija. Secinajumu dala apkoposim galvenas idejas un iespéjamas
talakas darbibas. Pielikuma ir dotas praktisko uzdevumu programmas.

ST darba teorijas izklasts tiks nemts pamata no [7], kura sobrid ir viena no retajam
gramatam par butstrapa metodem atkarigiem datiem. Praktiska dala tiks veikta ar prog-

rammas R palidzibu.



2. Apziméjumi un definicijas

Saja nodala dosim apziméjumu un definiciju formulejumus, kuri tiks izmantoti darba.

Sakuma definésim dazas virknu Ipasibas.

Definicija 1. Gadijumu vektoru virkne {X,},cz ir stacionara, ja katriem i; < ... <

ik, k€ Nunm e Z virknu {X;,,..., X;, } un {X;,1m, ..., Xi+m} sadalijumi ir vienadi.

Definicija 2. Gadijumu vektoru virkne { X, },cz ir m-atkariga kadam m > 0, ja virknes

{., Xi} un {Xpimy1, ...} ir neatkarigas visiem k € Z.
Talak dosim definicijas dazam konvergencem.
Definicija 3. Piepemsim, ka X, {X,,},>1 ir gadijuma lielumi un a € R ir konstante.

e Saka, ka {X,},>1 konverge uz a pec varbutibas, pieraksta X, 2, a, ja katram € > 0

lim P(|X,, —a| >¢€) =0.

n—oQ

e Pienemsim, ka { X, },,>1 un X ir defineti viena un taja pasa varbutibu telpa (2, F, P).
Tad saka, ka {X,,},>1 konverge uz X péc varbiitibas, pieraksta X,, 2> X, ja katram
e>0

lim P(|X,, — X| >¢) =0.

n—oo

Definicija 4. Pienemsim, ka {X,, },>; un X ir defineti viena un taja pasa varbutibu telpa
(Q,F, P). Tad saka, ka {X,,},>1 konverge uz X gandriz drosi (pret P), ja eksisté kopa
A € F tada, ka P(A) =0 un

lim X,(w) = X(w) visiem = € A°.

n—oo

Definicija 5. Pienemsim, ka {X,},>; un X ir R? vertibu gadijuma vektori. Saka, ka
{X,}n>1 konverge uz X péc sadalijuma, pieraksta X, LR X, ja
nanC}O P(X,€A)=P(X € A)
katrai A € B(R?) ar P(X € 0A) =0, kur A ir A robeza.
Apzimesim dazas virknu attiecibas.

Definicija 6. Virknem {a,},>1 C R, {b,}n>1 C (0, 00) teiksim, ka

a, = o(b,), kad n — oo, ja a,/b, — 0, kad n — oo,

a, = O(b,), kad n — oo, ja lim sup|a,|/b, < occ.

7



Lidzigi gadijumu lielumu virknei {X,,},>1 un virknei {b, },>1 C (0, 00) teiksim,

X, = 0p(by), kad n — 00, ja Xn/bniO, kad n — oo,

X, =0,(b,), kad n — 00, ja {X,/b,}n>1 ir bliva virkne,
tas ir, katram e > 0 eksiste M € (0, 00) tads, ka sup,,»; (P(X,/by) > M) < e.

Parejie nepieciesamie apziméjumi tiks doti teorijas izklasta laika.

ka



3. Butstrapa metode neatkarigiem un vienadi sada-
litiem datiem

Saja nodala isi aprakstisim butstrapa metodi neatkarigiem un vienadi sadalitiem da-
tiem. Pienemsim, ka X, Xo,... ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar
sadalijumu F. X, = (X3,...,X,) ir dota izlase un T,, = t,(X,, F) ir funkcionalis, kurs
atkarigs no datiem un sadalijuma F. Vienkarsakais piemers ir T, = /n(X — u)/o, kur
X =n'Y" X, p=FEX;un o®> = DX;. Statistika ir svarigi noteikt 7, sadalijjumu
vai kadu citu ta raksturlielumu, pieméram, standartnovirzi. Ar G, apzimesim 7, sada-
ljumu, G,(x) = P(T, < x). Butstrapa metode lauj risinat sada veida problemas bez
nosacijumiem uz sadalijumu F. So metodi piedavaja Efron ([1]).

Dotai izlasei &,, = (X1, ..., X,,) veidosim jaunu izlasi X = (X7, ..., X},) ar atkarto-
jumiem, kur m < n (parasti m = n). Ta ka &,, = (X3,...,X,) ir neatkarigi un vienadi

sadaliti, tad X = (X7, ..., X)) ari ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar
P(X{=X;)=n"", 1<j<n,

kur P, apzimé varbutibu butstrapotai &,,. Tadejadi, X; ir dots ar sadalijjumu

n
-1
Fn =n E 5Xi7
i=1

kur 0, apzime Diraka varbutibas meru ar vertibu 1 punkta y un 0 citur.

Talak definesim butstrapa versiju T.n 0o Ty, aizvietojot X, ar X, un F' ar F,,
Ton= tm (X, F).

Apzimesim T |, sadaljjumu, dotam A, ar Gmm, kas ir butstrapa metodes novertejums
nezinamam 7, sadalijumam G,. Ja meés intereseésimies par kadu 7, sadalijuma fun-
kcionali ¢(G,,), tad atbilstosais butstrapa novertéjums ir iegiistams, ievietojot G, vieta
Gmm tas ir, ¢(G),) butstrapa novertéjums ir @(ém,n)- Pieméram, ja ¢(G,) = DT, =
[ 22dG,(z) — ([ ©dGy(2))?, tad DT, butstrapa novertejums ir ¢(Gynn) = D(T7 | X,) =
fxzdém,n(x) — (f xdém,n(a:))z.

Paradisim galvenas idejas statistikai T}, = /n(X,, — p)/o. p = EX; ir parametrs,
kuru velamies aprakstit. Pec ieprieks minetas proceduras, definesim butstrapa 7}, ,, no

butstrapa izlases ar apjomu m
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kur X7, = m~1Y" X7 ir videja vertiba no butstrapa izlases X7,..., X7, F. un D, ir
nosacita matematiska ceriba un nosacita dispersija butstrapa izlasem, dotam &,,. Katram

k>1
B (X})F = /xden(x) =n"' )y X}
=1

Tatad E. X} = X, D.X; =s*>=n"1>" (X; — X,,)? un tadejadi
Ton = Vm(Xy, = X,)/sn.
Pie nosacijuma m = n ir spéka sekojosa teoréma.

Teoréma 1. Ja X, X, ... ir neatkarigi un vienadi sadaliti, EX? < oo, 0> = DX, €

(0,00), tad

sup |P(T ,, < x) — ®(z)| = o(1) gandriz drosi, kad n — oo,

kur ®(-) ir N(0,1) sadalijuma funkcija.

Teorémas pieradijums atrodams [7].
Pé&c Centralrobezas teorémas 7T,, konverge uz sadalijumu N (0, 1) péc sadalijuma. No

ta seko, ka

A, =sup|P(T,, <x)— P(T, < x)| = o(1) gandriz drosi, kad n — oo,

tas ir, nosacitais 1), sadalijums énn dod labu aproksimaciju 7, sadalijumam G,,.

Pie papildus nosacijumiem Singh ([2]) paradija, ka

A, = O(n"'(loglogn)'/?) gandriz drosi, kad n — oo.

Tatad butstrapa aproksimacija P(T,, < -) ir precizaka ka klasiska aproksimacija ar

Centralo robezteoremu, kurai klida ir O(n~'/2) (skatit Berry-Esseen teorému no [7]).

10



4. Butstrapa metodes atkarigiem datiem

4.1. Butstrapa neatbilstiba atkarigiem datiem

3. nodala aprakstita butstrapa metode ir pietiekami vienkarsa un viegli realizéjama,
tacu tas pielietojums nav universals. Singh ([2]) paradija, ka butstrapa metodei ir tru-
kumi, lietojot to atkarigiem datiem. Saja nodala paradisim rezultatus un piemerus, kad
butstrapa metode dod aplamus rezultatus. Pienemsim, ka Xi, Xs,... ir m-atkariga ga-
dijumu lielumu virkne ar EX; = p un EX? < co. Atgadinasim, ka virkni sauc par
m-atkarigu, ja divas virknes {Xi,..., Xz} un {Xyimy1, ...} ir neatkarigas kadam m > 0

un visiem k£ > 1.

Piemérs 1. Neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi {¢,},>1 ir O-atkarigi. Ja
apskatam procesu X,, = ¢, + 0.5¢,_; ar neatkarigiem un vienadi sadalitiem {¢,},>1, tad
virkne {X,, },,>1 ir 1-atkariga.
Piemers no nemts no [7].
Apzimesim
m—1

on, = DX;+2) Cov(Xy, X14),

=1

Xn = n_liXi. (].)
i=1

[\

Teoréma 2 (Centralrobezas teoréma m-atkarigam virknem). Piepemsim, ka gadijumu
lielumu virkne { X, }iez ir stacionara, m-atkariga kadam m > 0. Ja EX? < oo un o2, > 0,
tad .

n"V2N (X - EXy) 5 N(0,02). (2)

i=1
Teorémas pieradijums atrodams [7].
Novertesim T, = /n(X,, — p), lietojot butstrapa procediru neatkarigiem un vienadi

sadalitiem datiem. Pienemsim, ka m = n. ), butstrapa versija ir

kur X:=n"tY" X7

Teoréma 3. Piepemsim, ka gadijumu lielumu virkne {X;}i>1 ir stacionara, m-atkariga

kadam m >0 ar EX; = p un 0> = DX, € (0,00), tad

sup P.(T,, ,, < x) — ®(z/0) = o(1) gandriz drosi, kad n — oo.

11



Teoremas pieradijums atrodams [7].

Sekas 1. Ja ir speka Teoremas 3 nosacijumi un Y ;- Cov(Xy, X14;) # 0 un o2, # 0, tad
katram x # 0

lim (P(T;, <z)— P(T, <z)) =®(x/o) — P(z/0x) # 0 gandriz drosi.

nn —
n—oo

Pieradijums seko no Teoremas 3 un (2).

Sekas 2. T, sadalijums tiecas uz normalo sadalijumu, bet ar nepareizu dispersiju. Vi-
siem x # 0, sadalijuma P(T, < x) butstrapa novertejuma P.(Ty; , < x) videja kvadratiska

klada netiecas uz 0.

Tatad butstrapa metode atkarigiem datiem nav piemerota, ta dod aplamus rezultatus,

jo ignoré A&, atkaribas struktiru.

Piemeérs 2. Paradisim $os teorétiskos rezultatus ar datu simulaciju palidzibu. Apskatisim
ARMA(1,1) modeli
Xi = O.2Xi_1 + € — 0.461'_1, (3)

kur ¢; ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar N (0, 1) sadalifjumu. Aprekinasim teoretisko o2,

kur kovariacijas nemsim forma

¥(0) = oZ(1+0¢+06%)/(1—¢%),
y(h) = ol(1+08)(6+0)0"1/(1-¢%), (4)

kur h > 1 un o? ir ¢; dispersija (rezultati no [8]). Musu gadijuma § = —0.4, ¢ = 0.2

un o2 = 1. o2 aprékinam atmetisim kovariacijas, kuras ir mazakas par 0.001. Mai-

su modelim (3) pec (1), (4) teoretiska o, = 0.645. Pec (2) ir sagaidams, ka sta-
tistika 77, = /n(X; — p) tiecas uz N(0,0.645). Simulesim datus ar apjomu n =
50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, izmantojot programmas R procediiru arima.sim. Kat-
rai no izlasem pielietosim butstrapa metodi neatkarigiem un vienadi sadalitiem datiem.
Veidosim otru butstrapa procediiru, kura esoso izlasi sadalisim blokos, katra pa 10 elemen-
tiem. Sos blokus nejausa seciba izvelesimies ar atkartojumiem n/10 reizes. Jauno bloku
elementi biis viena butstrapa izlase. Abam metodém veidosim 10000 butstrapa izlases.
Par centréjoso vertibu s izvelesimies sakotnéjas izlases videjo verttbu X,,. Aprekinasim

butstrapa izlasu videjo vertibu un dispersiju. Butstrapa rezultati paraditi 1. tabula.

12



1. tabula: Statistikas T} ,, butstrapotie rezultati ARMA(1, 1) procesam (3). 1. metode ir butstrapoti

n,n

izlases elementi, 2. metodé ir butstrapoti elementi, sadaliti blokos.

1.metode 2.metode

Izlases apjoms Videja vertiba Dispersija Videéja vertiba Dispersija

50 -0.003 1.334 -0.003 0.544
100 -0.016 0.966 0.042 0.358
200 0.024 0.913 0.014 0.389
500 -0.019 1.087 0.003 0.625
1 000 -0.033 1.035 0.040 0.637
2 000 0.016 0.972 0.004 0.672
5 000 -0.028 0.965 0.013 0.679

Ka redzams, tad 1. metodes rezultati videjai vertibai ir tuvi 0, kas ar1 sagaidams, tacu
dispersijas novertéjumi ir talu no sagaidamas vertibas 0.645. To ari teorétiski sagaidam
no Sekam 1 un 2. Butstraps, kas lietots neatkarigiem un vienadi sadalitiem datiem, nav
piemerots atkarigu datu analizei. Apskatot 2. metodi, secinam, ka tas vidéejas vertibas
ir tuvas 0 un dispersijas novertejumi pie lielakiem n ir tuvi teorétiskajam rezultatam.
Si ir viena no bloku butstrapa metodem, kuras tiks apskatitas nakamaja nodala. Velak
paradisim, ka pie dazadiem izlasu apjomiem n, ir dazadi optimalie bloku garumi [, pie
kuriem §is metode dod precizakos rezultatus, kas izskaidro rezultatu svarstibas ari 2.
metodei.

St uzdevuma programmas R kods ir atrodams pielikuma.

4.2. Slidoso bloku butstraps

Iepriekseja nodala apskatita butstrapa metode ir lietojama gadijumos, kad apstiprina-
ta hipotéze par datu neatkaribu. Gadijumos, kad pétniekam nav pietickamas informacijas
par datu strukturu, metodes, kas balstitas uz neatkarigu un vienadi sadalitu datu but-
strapu metodém, nav piemérotas. Kunsch ([5]) un Liu un Singh ([6]) piedavaja jaunu
metodi-slidoso bloku butstrapu (no anglu valodas ,,moving block bootstrap”, turpmak
teksta lietosim saisinajumu MBB), kura ir lietojama atkarigiem datiem bez parametris-
ka modela pienemumiem. Preteji ieprieks aprakstitajai procedurai, kad tika parkartoti
izlases elementi, MBB metode parkarto izlases elementus, sakartotus blokos. Rezultata,
bloka ieksiene datu atkariba ir saglabata. Bloka garums ir tiesi atkarigs no izlases apjoma,
pieaugot izlases apjomam, bloka garums pieaug.

Pienemsim, ka X7, Xs, ... ir stacionara gadijuma lielumu virkne un &,, = (X3,..., X,,)

13



ir dota izlase. Definesim MBB novertejumus forma 6, = T(F,), kur F,, apzime empirisko
sadalijumu funkciju dotiem X3,..., X, un T'(:) ir funkcionalis no F,. | = [, € [1,n] ir
vesels skaitlis. B; = (X;,..., X;1;—1) ir bloks garuma [ sakot ar elementu X;, 1 < i <
N, kuar N = n — [+ 1. Lai iegitu MBB izlasi, izvelamies vajadzigo bloku skaitu no
Bi,...,By un parkartojam gadijuma izlase B7, ..., B, kur katrs no izveletajiem blokiem
i =1,..., k. Tadejadi

e * * *
satur [ elementus. Apzimesim B} elementus ar X(i_l)lﬂ, XD,

X7, ..., X}, sastada MBB izlasi ar apjomu m = kl. MBB versija novértéjumam 0, ir

o0r = T(F: ),

m,n m,n
kur £ ir empiriska sadalijuma funkcija X7,..., X} .

Dosim ekvivalentu formuléjumu MBB metodei. Atzimeésim, ka izveléties blokus B} no
By, ..., By ir tas pats, ka izveleties k indeksus no kopas 1, ..., N. Pienemsim, ka I, ..., Iy
ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar diskréto vienmeérigo sadalijumu no
1,...,N. Ja apziméjam B; = By, kur ¢ = 1,...,k, tad Bf,..., B} raksturo gadijuma
izlasi no By, ..., By. Butstrapa izlase X7,..., X} no B, ..., B} tiek defineta, ka ieprieks.
Piezimesim, ka izlases bloki (X7, ..., X[),..., (X(*k‘—l)l-&-l? ..., X} ir neatkarigi un vienadi

sadaliti [-dimensionali gadijuma vektori ar
P((X{, ., X)) = (X5, Xjp1)) = Pu(ly = j) = N1, (5)

kur 1 < 57 < N un P, apzimeé varbiitibu, dotai &,,. Gadijuma, kad [ = 1 jeb bloks
sastav no viena elementa, MBB reducgjas uz butstrapa metodi neatkarigiem un vienadi
sadalitiem gadijuma lielumiem, kas apskatita 3. nodala.

Lidzigi, ka butstrapa metodei ar neatkarigiem un vienadi sadalitiem gadijuma lielu-
miem, MBB izlases apjoms parasti ir izvéléts ar tadu pasu kartu, ka sakotnéjas izlases
apjoms. Ja b ir mazakais veselais skaitlis, kur§ apmierina bl > n, tad iespéjams izvéléties
b, ka MBB izlases apjomu, un lietot tikai pirmos n elementus, lai noteiktu butstrapa T,,.
Tomer dazkart sastopami gadijumi, kad mazaka izlase dod labakus rezultatus (skatit [7]).

Lai gan novertejumi forma 6, = T(F,) ietver biezi lietotus novértéjumus, pieméram,
izlases videja vertiba, tomer tie nav pietiekami plasi, lai butu lietojami laikrindu analize,
jo 0, ir atkarigs tikai no viendimensionala empiriska sadalijuma Fj,. Tas neieklauj bie-
71 lietotas statistikas, pieméram, izlases korelacijas koeficientus. Definésim visparinatu
MBB, kas lauj apskatit sada veida problémas.

Dotiem noverojumiem X, definesim p-dimensionalu empirisko meru

n—p+1

Fpn=Mm—-p+1)"* Z dy;,
j=1
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kurY; = (X;,..., X,+p-1) un katram y € R?, §, nosaka varbutibas meru uz R? ar vertibu

1 punkta y. Visparinatais MBB veids ietver novertejumus forma
O, = T(Fpm)v (6)

kur 7°(+) ir funkcionalis, kurs definéts visu varbitibu méru R? kopas apakskopa.

Piemeérs 3. Izlases kovariacijas novertejums ar kartu £ > 0 ir

Ea

n—

(k) = (n = k)71 Y (Xje — Xow) (X5 — Xok),

1

<.
Il

kur X, = (n—k)~* Z;L;lk X;. Novertejums 4, (k) ir forma (6) ar p = k + 1.

Piemers no [7].

Lai definetu MBB jauno 0, versiju, fiksesim bloku garumu [, 1 <! <n—p+ 1 un

definesim blokus attieciba pret Y;, ka
Bj: (1/}',...73/}+l,1), 1§j Sn_p_l—i_Q

Izvelésimies nejausi £ > 1 blokus no {1’5'] 1 <i<n-—p-—1+2} lai veidotu MBB izlasi
Y., Y5 m = Ekl. MBB (6) versija ir defineta

Orn = T(E},0), (7)

kur F;fw =m! Z;”:l (5yj* ir Y, ..., Y empiriska sadalijjuma funkcija. Tatad noverte-
jumiem forma (6) MBB versija ir definéta, ka Y vertibu bloku parkartosana, nevis X

vertibu. Definetais (7) attiecas uz gadijumiem, kad p ir fiksets, gan kad p ar n tiecas uz

bezgalibu.
Ta ka novértejumu én vienmeér var izteikt ka funkciju no dotiem Xi,...,X,, tad ir
iespejams dot alternativu definiciju én, parkartojot tiesi Xy, ..., X,,. Pienemsim, ka bloka

butstrapa izlase X;,..., X} ir ieguta, parkartojot blokus B; = (X, ..., X1 1), i =
1,...,N. Definesim butstrapa p-dimensionalu lielumu Y; = (X;,..., X;1,1), ka V™ =
(X7 Xf ), i =1,...,m—p+1no X7,..., X;. Tad butstrapa 0, alternativa
versija ir

O = T(Fri), (8)

~ _ —p+1 x .. e A R .
kur F** = (m—p+1)"! Z;”:lﬁ dy=+. So pieeju MBB versijai 6, sauksim par ,naivo”
pieeju, bet sakotnejo pieeju (7) sauksim par ,,vienkarso” pieeju.

Lai salidzinatu ,,naivo” un ,,vienkarso” pieeju, piepemsim, ka {X,},>; ir stacionara

gadijumu lielumu virkne. Katram ¢, gadijuma lieluma vektors Y; = (X;,..., Xi1p1) ir
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ar tadu pasu sadalijumu, ka X,,..., X,. Parkartotie vektori Y;* ar ,vienkarSo” pieeju
vienmer saglaba Xy, ..., X, atkaribas strukturu. Kad lietojam ,,naivo” pieeju, butstrapa
izlases elementi X, kuri viens no otra ir mazak ka p vertibu attaluma un ir tuvu pie robe-
zas diviem blokiem B} un B}, ir neatkarigi. Tapéc Y;** komponentes, iegitas ar ,,naivo”
pieeju, nesaglaba X;,..., X, atkaribas strukturu. Rezultata ,,naiva” pieeja dod papildus
novirzi 6, butstrapa versijai ¢, ,. Abu pieeju praktiskais pielietojums tiks paradits 6.1.
nodala.

MBB rezultati ir butiski atkarigi no bloku garuma [ izveles. Lai saglabatu {X,,},>1
atkaribas strukturu, tad [ jatiecas uz bezgalibu, kad izlases apjoms n tiecas uz bezgalibu.

Biezi [ izvele ir forma [ = Cn®, kur C ir konstante un § € (0,1/2). 7.3.2. nodala teorétiski

tiks paraditi bloku garumi, pie kuriem MBB metode dod labakos rezultatus.

4.3. Neskeloso bloku butstraps

Saja nodala apskatisim jaunu bloku butstrapa veidu. Carlstein ([4]) piedavaja neske-
oo bloku butstrapa metodi (no anglu valodas ,,nonoverlapping block butstrap” (NBB)).
Paradisim rezultatus situacija, kad p = 1.

Galvena NBB ideja ir lietot blokus, kuri neskelas. Piepemsim, ka | = [,, € [1,n] ir
vesels skaitlis un b > 1 ir lielakais veselais skaitlis, kurs apmierina (b < n. Definesim
blokus

B = (Xg-1ys1s-- - Xa), i =1,...,b,

kur apzimejumu ,,(2)” lietosim saistiba ar NBB metodi, lidzigi, turpmak lietosim indeksu
1, apzimejot MBB metodi, un 3, 4 lietosim velak apskatitajam metodem. Piezimesim, ka,
ja MBB izveletie bloki skelas, tad NBB jeb BY neskelas. Rezultata, iespejamais atskirigo
bloku skaits ir mazaks, neka MBB metodei.

Talaka procedura ir identiska MBB metodei. Veidojam gadijuma izlasi ar atkar-
tojumiem Bf(z), . ,BZ@) 1no BP,...,BISQ), kur & > 1. Apzimesim butstrapa izlases
X510, X3 +2)

mu ar F;Z(,Z). Butstrapa versija novertejumam 6, = T(F,) ir

kura iegiita no blokiem BT(Q), ..., B un m = kl, empirisko sadaliju-

,m?

052 = T(F2). (9)
Lai gan butstrapa novertejumu definicijas MBB un NBB ir lidzigas, tomer 6y, , un 6;}5272

sadaltjumu 1pagibas ir dazadas. Paradisim vienkarsako gadijumu, kad 6, = n~! Z?Zl X
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ir izlases videja vertiba. 0, butstrapa versijas abam metodem ir attiecigi
m m
* -1 * *(2 —1 *
O =m ZXj un Qm(,z =m ZXZ]-.
j=1 j=1

No (5) iegusim, ka

l
E.0;,, = E. (z-l > X)
=1

Lai iegutu E.0;\7, ieverosim, ka NBB metodei (X3, ..., X3,), .., (X5 i1y Xim
ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar
P*((X;,lv s 7X;,l) = (X(j—1)1+17 s 7Xﬂ)) = 717
kur j =1,...,b. No ta seko, ka
B0 = E, (z—l > X§7i>
=1
b l
-3 ()
j=1 i=1
= (b)7! (an -y XZ) : (11)
i=bl41

kas ir vienads ar X,,, ja n dalas ar [ bez atlikuma. Tatad butstrapa novertéjumiem ir
dazadas videjas vertibas. Tomer var paradit, ka, ja process {X,},>1 apmierina dazus
momentu un jauktos nosacijumus, tad E(E.0;, , — E*Qfﬁ)b) = O(I/n?). Tas nozime, ka

pie lieliem izlasu apjomiem, atskiriba ir nenozimiga.

4.4. Visparinatais bloku butstraps

Nodefinesim visparinata bloku butstrapa ideju un metodi, ar kura palidzibu var vis-
parinati nodefinet bloku butstrapus, ieskaitot MBB un NBB. Dotiem X, = (X1,...,X,),
definesim periodisku attiecibu Y,,;, ¢ > 1 . Piezimeésim, ka katram ¢ > 1 eksisté vese-
li skaitli k&, > 0 un j; € [1,n] tadi, ka ¢ = kmn + j;. Tad i = j;(mod n). Definesim
elementus Y,,;, © > 1 ar attiecibu Y, ; = Xj;,. Tas ir tapat, ka novietot X;,..., X,

periodiski uz bezgaligas taisnes un katru elementu apzimet ar Y,,;. Definesim blokus
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B(i,j) = (Yoo, Ynitj—1), kur ¢ > 1, j > 1. Ar I';, apzimesim parejas varbutibas
funkciju kopa R" x @, ({1,...,n} x N), tas ir, katram = € R", T, ir varbutibas mers
uz @, ({1,...,n} x N) = {{ir, ;}2, : 1 < iy <n, 1 <l < oo katram ¢ > 1}, un
katrai kopai A C @, ,({1,...,n} x N), I, ir Borela mérojama funkcija no R™ uz [0, 1].
Tad visparinatais bloku butstraps parkarto blokus no {B(i,j) : i > 1, j > 1} pec parejas
varbitibas funkcijas T, sekojosi. Pienemsim, ka (11, .J;), (I, Jo), ... ir gadijumu vektoru
virkne ar nosacito kopéjo sadalijumu I',,(X,,, ), dotam X,,. Bloki, kuri izveleti ar vispa-
rinato bloku butstrapa metodi, ir B(1y, J1), B(1s, J2), ..., kuri var nebut neatkarigi. Ar
X& 1, X - - apzimesim parkartoto bloku elementus. Butstrapa versija novertejumam
0, = T(F,) ar visparinato bloku butstrapa metodi ir 6}?&? = T(F;(g)) ar atbilstosu m > 1
izveli, kur F5)) ir empiriskais sadaljums X, ..., X& ..

Gandriz visas literatira sastopamas bloku butstrapa metodes var tikt izteiktas, ka

specials gadijums no visparinata bloku butstrapa. Piemeram, MBB ar bloku garumu [

parejas varbiaitibas funkcija I',, ir

To(z,) = é) ((N1 345 x 5l>, zeR",

j=1
kar N =n — [+ 1 un §, ir varbiitibu meérs ar vertibu 1 punkta y. Saja gadijuma I',,(x, -)
nav atkarigs no x € R” un gadijuma vektori ([y, J1), (2, J2), ... ir nosaciti neatkarigi un
vienadi sadaliti gadijuma vektori ar nosacito sadalijumu

. Nl 1<j<Nuunk=I;
P*(Il =]>J1:k?) =

0, citadi.
Rezultata, parkartotie bloki B(Iy, J1), B(Ia, Js),. .. ir no {B(i,7): 1 <i < N, j =1}, kas
vienads ar By, ..., By, kas definets 4.2. nodala. Lidzigi varam definet art NBB metodi ar
visparinato bloku butstrapu.

Pec MBB metodes definicijas seko, ka MBB ir problémas ar elementiem, kuri atrodas
izlases sikuma un beigas, tatad pie robezam. MBB sakuma un beigu izlases elementiem
pieskir mazaku varbutibu tikt izveletiem butstrapa izlase, neka elementiem, kuri atrodas
izlases vidu. X, | < j < n—Ielements tiesi [ reizes ir izlase By, ..., By, savukart elementi
Xjun X, 41, 1 <j <[—1 paradas tikai j reizes. Ta ka parasti mes nevaram palielinat
izlasi pirms X5 un péec X,, elementa, tad nav iespéjams definét jaunus blokus, lai izvairitos
no §1 robezu efekta. Lidziga problema eksiste NBB metodei. NBB neieklauj butstrapa

izlasé pédéjos elementus, ja izlases apjoms n, dalits ar bloku garumu [/, nav vesels skaitlis.
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Politis un Romano ([9]) piedavaja vienkarsu risinajumu robezu problemam. Vinu
ideja bija izveidot ,,rinki”, uz kura ir novietoti izlases elementi, un veidot blokus pa
So ,,rinki”. Vini attistija 2 jaunas bloku parkartosanas metodes, balstitas uz rinpkveida

blokiem: ripkveida bloku butstraps un stacionarais butstraps.

4.4.1. Rinkveida bloku butstraps

Rinkveida bloku butstrapa (no anglu valodas ,,circular block bootstrap” (CBB)) metode
parkarto Skelosus un periodiski sakartotus blokus ar dotu garumu [ no B(i, 1), ..., B(n,l).
Parejas funkcija I',, CBB ir

C(x,-) = ® <(n_1 Z(Sj) X 5l> , v € R". (12)

i=1 j=1

Apzimesim CBB parkartoto bloku indeksus ar I35, I35, . ... Tad pec (12) seko, ka I3, I3, . ..
ir nosaciti neatkarigi un vienadi sadaliti ar P,(I3; = i) = n~' un P,(J; =) = 1 visiem
i =1,...,n. Ta kd katrs no X; ir ieklauts B(1,1),...,B(n,l) tiesi | reizes un CBB
metode parkarto visus blokus ar vienadu varbutibu, tad visi elementi no sakotnejas izla-
ses X1,...,X, ir ar vienadu svaru. Si ipasiba atskir CBB no MBB un NBB metodem,
kuram ir problemas pie izlases robezam. Si CBB ipasiba izriet arl no sekojosa rezul-
tata. Ar X3,,..., X3, apzimésim CBB elementus, ieglitus no parkartotajiem blokiem
{B(l3;,1) : i > 1}, un ar X apzimesim CBB izlases videjo vertibu, iegutu no m but-

strapa noverojumiem, kur m = kl, kadam k > 1. Tad péec (12) seko, ka

E0® = FE, (m—l i)@)
=1
l
= I"'E, (Z X3>
=1
n l
= ! (”_1ZZYTL,J‘+¢—1>

=1 i=1

Tatad CBB metodes butstrapa izlases sagaidama vidéja vertiba ir vienada ar izlases X,
videjo vertibu. ST Ipasiba nav speka MBB un NBB gadijumos. Politis un Romano ([9])
atziméja, ka CBB gadijuma ir vieglak definét butstrapa versiju forma T,, = t,(X,, 1),
kur p = EX;. CBB gadijuma, T, , = tm()_(;,kfg),)_(n) ir atbilstosa T, butstrapa versija.

Tomer, aizvietojot parametru p ar X, lai definetu butstrapa versiju 7,, MBB un NBB

metodém, tiks izveidota papildus novirze.
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4.4.2. Stacionarais butstraps

Stacionarais (bloku) butstraps (no anglu valodas ,,stationary bootstrap” (SB)), atski-
riba no ieprieks apskatitajam MBB, NBB un CBB metodém, neizmanto fiksétu bloka
garumu [/, bet nosaka to ar gadijuma lielumu palidzibu. p = p, € (0,1) tads, ka p — 0 un
np — 00, kad n — oo. Tad SB parkarto blokus B(ly1, Jui1), B(142, Js2), ..., kur indeksu
vektori (41, J11), (Is2, Ja2), ... iv nosaciti neatkarigi un vienadi sadaliti, kur I, ir ar
diskretu vienmerigo sadalijumu kopa 1,...,n un Jy, ir ar geometrisko sadalijumu v, ar

parametru p, tas ir,

P*(Jll,l :]) = Vn(j) :p(l _p)j717 .7 = 1727"'7

turklat I,; un Jy; ir neatkarigi. Tatad SB atbilst visparinata bloku butstrapa nosaciju-

miem ar parejas funkciju I',,(+, ) tadu, ka

Lp(x,-) = ® ((nl Z(Sj) X un>, r e R"

i=1 j=1
Piezimeésim, ka I',,(x, ) nav atkarigs no z € R™.

SB metodi var formulet savadak. Pienemsim, ka X}, X7,,... ir SB metodes izlases
elementi, sakartoti virkne un ieguti no parkartotiem blokiem B(ly1, Ji1), B(I42, Js1); - - -
Virkne {X};}ien ir ieglstama no sekojosas procediras. Izvelesimies X}, elementu ne-
jausi no Xy,..., X, tas ir, X7, = Y, ,,, kur Iy ir definéts, ka ieprieks. Lai iegiitu
nakamo elementu Xj,, mes veidosim binaru proceduru, kur ,,veiksmigs” iznakums ir ar
varbutibu p. Ja sis proceduras rezultats ir ,,veiksmigs”, tad izvelesimies X, atkal ne-
jausi no Xy,..., X,. Ja preteji, tad izvelesimies Xj, = Y}, 1,,41, nakamo elementu péc
X}, =Y, 1, no periodiskas virknes {Y,,; };>1. Visparéja gadijuma, ja X7, ir izvelets un ir
vienads ar kadu Y, ;, kadam i > 1, tad nakamais SB izlases elements X, tiek izvelets,
ka Y, j,41 ar varbatibu 1 — p, bet ar varbutibu p X7, tiek nejausi izvelets no X,.

Paradisim, ka abi formuléjumi ir ekvivalenti. Ar W, apzimésim binaras procediras
rezultatu, lai izveletos elementu Xj,, ¢ > 2. Tad attieciba uz X,,, W;, i > 2 ir neatkarigi
un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar P,(W; = 1) = p = 1 — P.(W; = 0), un virkne
{W, : i > 2} nav atkariga no virknes {I,; : ¢ > 1}. Talak defineésim mainigo M;, j > 0
tadu, ka My =1 un M; =inf{i > M,;_; +1: W; =1}, j > 1. Tatad M;, j € N nosaka
kartas numuru virkne {W; : ¢ > 2}, kur rezultats ir bijis ,,veiksmigs”. Pie tam M;, j € N
ir ar negativo binomialo sadaljjumu ar parametriem j un p. Tad atbilstoSie SB metodes

: Covs e e ,
izlases elementi X7,/ ir nejausi izveleti no Xy,..., X, ka Xi, = Yoy ,,, j =1 No
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otras puses, katram ¢ starp M;_; + 1 un M; — 1, binaras proceduras rezultats ir bijis
,,neveiksmigs” un atbilstosie SB metodes izlases elementi ir izveleti, nemot M; — M;_; —1
elementu no virknes {Y},;}ien péc Y, 1, ,. Binarie iznakumi {W; : ¢ = M;_,,..., M; — 1}
dod SB bloka elementus (XI,MJ;N . 7XZ,A1j—1) = Yo, Yor+Mm-M_-1), J > 1.
Tad, definejot Jy ; = M;—M;_1, j > 1 unlietojot negativa binomiala sadalijuma ipasibas,
varam secinat, ka Jy 1, Jso, ... ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar geometrisko sadalijjumu
ar parametru p. Esam paradijusi, ka abi SB metodes formuléjumi ir ekvivalenti.

Svariga SB metodes ipasiba ir ta, ka butstrapa izlases elementi {XL}ieR ir stacionari,
no ka radies metodes nosaukums. Pieradisim $o ipasibu, izmantojot otro SB metodes
formulejumu. Pienemsim, ka {Z;};en ir Markova kede ar stavokliem {1,...,n} tada,
ka sakuma stavoklis ir ar varbatibam = = (n™!,...,n" 1) un {Z;};en parejas varbiitibu

matrica ir Q = ((gi;)), kur

(

p+ntl-p), 1<i<n, j=i+1;

n‘l(l—p), 1<i<n, j#i+1;
qi; = (13)
n'(1-p), i=n2<j<m

p+nt(l-p), i=n, j=1

Tad Z; pienem vertibas 1,...,n, katru ar varbitibu n~!. Pie tam katram & > 1 un dotam
Zy =1, 1 <1 < n, nakamais Z, pienem vertibu i+ 1(mod n) ar varbutibu p+n~—'(1—p)
un pienem katru no palikugajam n — 1 vertibam ar varbiittbu n=!(1 — p). Tad pec otra

SB metodes formulgjuma izriet, ka SB elementi { X}, }ien var tikt veidoti no {Z;}ien ka
Xi, =Xy, i>1 (14)

Lai paraditu, ka {X},}ien ir stacionara, atzimesim, ka péc definicijas matrica @ ir div-
kart stohastiska un ta apmierina 7'Q = #'. Tadel 7 ir stacionars {Z;}ien sadalijums un
{Z;}ien ir stacionara Markova kede. Esam pieradijusi sekojosu teoremu. Gadijumu vek-
toriem {X; : i € I'} no varbutibu telpas (Q, F, P) ar o({X; : i € I}) apzimésim o-algebru
no F, generetu ar {X; : i € I}. Gadijuma vektoram X un c-algebrai G ar £(X) un
L(X|G) apzimesim X varbutibu sadalijumu un nosacito X varbutibu sadalfjumu ar dotu

G.

Teoréma 4. Piepemsim, ka Fy, ir o-algebra, dota ar Z;, un X, i > 1. Tad { X}, Fin}ien
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wr stacionara Markova kéde katram n > 1, tas ir,

L(X5,|X,) = L(X3,|X,), katram i > 1
un

Talak no (13) un (14) seko, ka, dotam parkartotas izlases apjomam m, nosacita sagai-

dama SB metodes izlases videja vertiba Xj? = m=1 3", X, ir

EX:W =EX;, =X,
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5. Bloku butstrapa metodes izlases vid€jai vertibai

Saja sadala paradisim bloku butstrapa Ipasibas izlases vidéjai vertibai. Sakuma ievie-
sisim dazus atkaribas mérus, kuri noderés turpmakam teorijas izklastam.

Pienemsim, ka (€2, F, P) ir varbutibu telpa un A un B ir o-algebras no F. Ja A un B ir
neatkarigi, tad visiem A € A un B € B eksisteé sakariba Ay = P(ANB)— P(A)P(B) =0
un Ay = P(A|B) — P(B) = 0, pienemot, ka P(A) # 0. Ja A un B nav neatkarigi, tad
varam novertet atkaribas meru starp A un B, ka maksimalas vertibas no A; un A, vai arl

lietot lidzigus merus. Apskatisim atkaribas jauktos koeficientus, kurus ieviesa Rosenblatt
([10]).

e «a-jauktais koeficients:

a(A,B) = {|P(ANB) — P(A)P(B)|: A< A, B e B); (15)

o ¢-jauktais koeficients:

qb(A,B):{‘%—P(B)‘:AGA, P(A) #0, BGB}; (16)

e 1)-jauktais koeficients:

W(A,B) = {‘%—1‘ L A€ A, P(A)#£0, BeB, P(B);«EO}; (17)

e p-jauktais koeficients:
|Cov(X,Y)|

A, B) = 2 2L
p(AB) {\/DX\/DY
kur Cov(X,Y) = EXY — EXEY, DX = Cov(X,X) un L*(A) = {X : X ir

gadijuma lielums telpa (2, A, P) ar EX? < oo}.

€ L*(A), Y € LZ(B)} , (18)

Vispariga gadijuma eksiste attieciba.
Teoréma 5.
4a(A, B) < p(A, B) < 20'2(A, B)¢'/?(B, A)
un (19)

Pieradijumu skatit [11].

Indeksu kopai I C Z, I # () laikrindas {X;};c; pie kartas m > 1 jauktie koeficienti ir
defineti, nemot koeficientu maksimalas vertibas par o-algebram A = o({X; : i <k, i €
I}) un B = o({X; : i > k+m, i € I}) katram k € [. a-jauktajos un p-jauktajos

gadijumos ir sekojosa definicija.
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Definicija 7. Piepemsim, ka {X,},en ir gadijuma lielumu virkne telpa (2, A, P) un

Fr=0o{{X;:a<i<b}), 1<a<b< oo
e a-jauktais koeficients virknei {X;};>1 ir definéts
a(m) = sup {a(Fi, Fl ) sk €N}, m > 1, (20)
kur o+, -) ir definéts ka (15). Procesu {X;};>1 sauc par a-jauktu, ja a(m) — 0, kad

m — 0Q;

e p-jauktais koeficients virknei {X;};>1 ir definets
p(m) = sup {p(ferl,f,fimH) ke N} ,m > 1, (21)

kur p(-,-) ir definets ka (18). Procesu {X;};>1 sauc par p-jaukto procesu, ja p(m) —

0, kad m — oo.

Abpuseji bezgaligai laikrindai {X }cz koeficienti a(m) un p(m), m > 1 ir definéti,
(20) un (21) aizvietojot o-algebru ™ ar F*1! = o({X; : i < k}) un N aizvietojot ar Z.
{Xi}iez ¢-jauktos un i-jauktos koeficientus define lidzigi. Katrs no ¢etriem jauktajiem
koeficientiem saka, ka procesa {X;};cz atkariba kritas, ja attalums m starp segmentiem
{X; i <k}un{X;:i>k+m+1} palielinas. Piebildisim, ka, ja process ir mg-atkarigs,
kadam mg > 0, tad visi jauktie koeficienti ir vienadi ar 0 visiem m > mg. Tatad virknes
m-atkariba ir stingraks nosacijums, neka tikko raksturotie atkaribas meéri, pie tam no (19)
seko, ka a-jauktais ir visvajakais. Sikak par jauktajiem procesiem skatit [11].

Gadijuma lielumam W un p € [1, 00] definesim p-normu

(E|WP)YP, p € 1, 00);
W, =
inf{z : P(|W|>2z) =0}, p=oc.
Apgalvojums 1. Piepemsim, ka X un'Y ir gadijuma lielumsi no varbatibu telpas (Q, F, P).
e Ja P(|X|<a) =1, P(IY| < ag) =1 kadiem ay,as € (0,00), tad
|Cov(X,Y)| < dayasa(o({X}), o ({Y}));
o picnemsim, ka p,q,r € (1,00) ir reali skaitli, kuri apmierina p~' + ¢ ' +r71 = 1.
Tad
|Cov(X,Y)| < 8(ala({X}), s ({Y D) I X[, [1Y ll4:

|Cov(X,Y)| < p(a({X}), o ({Y I IX 21V ]2
Apgalvojuma pieradijums atrodams [7].
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5.1. MBB, NBB, CBB metozu konsistence

Pienemsim, ka {X,};cz ir virkne no gadijuma vektoriem, kuri pienem vertibas no R".

Ar T,, apzimésim centrétu un normétu izlases vidéjo vertibu

T, = \/H(Xn - :u)u

kur p = EX; un X,, = n~! S X Saja nodala paradisim MBB, NBB un CBB T,

asimptotiskas kovariaciju matricas
DT, = ET, T},

un 7}, sadalijuma

Gu(z)=P(T,<z), r€R"

ipasibas. Vienkarsibas del, pienemsim, ka katra no metodem b = |n/l| bloki ir parkartoti
un no ta seko, ka parkartotas izlases apjoms ir n; = bl. Apzimesim ar X4, X;® un
)_(2(3), attiecigi MBB, NBB un CBB metozu, izlases videjas vertibas. Tad butstrapa 7T,
versija ir

T,’;(j) = \/n_l(X:;(j) _ E*X;;(j)), j=1,2,3.
(7)

Butstrapa DT, novertejums ir D, 7,", j = 1,2,3, kur E, un D, apzimé sagaidamo

nosacito matematisko ceribu un nosacito dispersiju, dotam X,,. Lidzigi, butstrapa G,(+)
(4)

novertéjums ir uzdots ar 75, nosacito sadalijumu pie dota X,, j =1,2,3.

5.1.1. Dispersijas novértéjums

Butstrapa dispersijas novertejumam D*T;(j), 7 = 1,2,3 piemit ipasiba tada, ka to
var izteikt vienkarsa forma, bez Monte-Carlo simulaciju palidzibas. Si ipasiba ir speka,
pateicoties butstrapa izlases vidéjas vertibas linearitatei parkartotajos elementos. Ar U; =
(X; + ...+ X;-1)/l apzimesim bloka X, ..., X;1,_1, ¢ > 1 vidéjo vértibu, ar UZ-(2) =
Ui—1yie1 = (Xg-1y41+ ...+ Xu)/l, © > 1 apzimesim neskeloso bloku videjo vertibu un ar
UB — (Yoi+...+Ynin-1)/l, i > 1 apzimesim periodiskas virknes {Y}, ;},>1 bloku vidgjo

7

vertibu. Lietojot parkartoto bloku neatkaribas Ipasibu, iegiisim

N
D.T;M = z(N—IZUiU;—ﬂnﬂ;»
=1

D.T;® = l(blZUPUFV —/:en,zﬂ;,z> (22)
i=1
un
D*T:{(?’) — ] (n—l Ui(S)Ui(ia)’ _ Xn ‘;) :
i=1



kar N =n—1+1, gy = NN Uy un iy = b0, U, Seit i, ir labots [7]
rezultats, kur bija neprecizitate.

Ja process { X, }iez apmierina konkretus momentu un a-jauktos nosacijumus tadus, ka
Teorema 6 (skatit zemak), tad T,, asimptotiska kovariaciju matrica ir uzdota ar bezgaligu

sumimau

Yoo = lim DT, = > EZ 7],

kur Z; = Xi; — 1, i € Z. Tadejadi butstrapa novertejumu D, 75"

, J = 1,2,3 var apskatit,
ka populacijas parametra X, novertéjumu. SekojosSais rezultats pierada gan parametra

DT, gan Y, butstrapa novertejuma konsistenci.

Teoréma 6. Pienemsim, ka eksisté tads 6 > 0, ka B|| X1[|**° < oo un ka >°°°

n=1

a(n)é/(2+6) <

0o. Pie tam, ja 1™ +n~" = o(1), kad n — oo, tad katram j =1,2,3
DT L5 kad n — oo. (23)

Teorémas pieradijums atrodams [7]. Teoremas nosacijumos ir labota gramata [7] pie-
lauta neprecizitate.

Teorema rada, ka pie samera vajiem momentu un a-jauktajiem nosacijumiem, proce-
sam {X;};>z butstrapa dispersijas novertejums D*T;(j), 7 =1,2,3 ir konsistents plasam
bloku garuma [ izvélem tadam, kur [ tiecas uz bezgalibu kopa ar n, bet ar kartu lenak, ka n.
Tatad bloku garumu izveles [ = loglogn vail = n'™¢, 0 < € < 1 ir atbilstogas, lai noverte-
jums D*T;(j), jJ = 1,2,3 butu konsistents. Velak apskatisim, ka optimalais bloka garums,
kur§ asimptotiski minimize videjo kvadratisko kladu, ir forma [ = C;n'/3(1 + o(1)), kad

n — oo, kur C; > 0 ir atbilstosa konstante, kura atkariga no populacijas parametriem.

5.1.2. Sadalijjuma funkcijas novértéjums

Saja nodala paradisim butstrapa metozu novertejumus 7}, sadalijuma funkcijai G,,.
Ar Gﬁ?), J =1,2,3 apzimeésim T;f(j) nosacito sadalijumu. Mes varam interpretét {G,, }n>1,
kda punktu virkni visu varbiitibas meéru, uzdotu uz R", telpa. Ja G, vaji konverge
uz robezsadalijumu G, tad klasiska pieeja ir G, aproksimét ar G.. Savukart but-
strapa metodes aproksime G,, generéjot gadijuma varbitibu meérus C?%j), kas atkari-
gi no n. Sekojosa teorema parada butstrapa metodes konsistenci gadijuma meériem

GY ), kad T, sadalijums ir asimptotiski normalais. Lai formulétu rezultatu, teiksim, ka

r=(x1,...,2q), y=(y1,...,04) ER, 2 <y, jax; <y katrami=1,...,d.
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Teoréma 7. Piepemsim, ka eksisté § > 0 tadi, ka E||X1]|*7° < oo un Y o0 a(n)’@+) <
c0. Pie tam pienemsim, ka Y = ) .5 Cov(Xy, X14,) ir nesingulara matrica un ka
I7Y +n7 = 0o(1), kad n — oco. Tad katram j =1,2,3

sup ‘P*(ﬂ";(j) <z)— P(T, < )| 2,0, kad n — oo.

zeRY

Pieradijums atrodams [7].

Teorema 7 rada, ka tapat, ka dispersijas novertéjumam, sadalijuma funkcijas nover-
tejums CAJ%J ) ir konsistents pie plasas bloku garuma [ izveles. Nosacijumi uz [ Teoremas
6 un 7 ir nepieciesami butstrapa novertéjumu konsistencei. Ja parametrs [ ir ierobezots,
tad bloku butstrapa metodes nav korektas, jo pazaudé sakotnéjas izlases atkaribas struk-
turu. Tadel butstrapa novertejumi konverge uz nepareizu sadalijjumu. To paradijam 4.1.
nodala. No otras puses, ja [ tiecas uz bezgalibu ar tadu pasu kartu, ka n, tas ir, neievero
nosacijumu n~ 'l = o(1), kad n — oo, tad ir nepietiekams bloku skaits, lai, parkartojot
tos, tie labi reprezentetu populaciju. Var paradit, ka Saja gadijuma novertejumi GY) kon-
verge uz kadiem zinamiem gadijuma varbutibas meriem. [7] atrodami formulejumi daudz

plasakai novertéjumu klasei, ki Teoréma 7.

5.2. SB metodes konsistence

Saja nodala paradisim SB metodes Ipasibas izlases videjas vertibas dispersijas un
sadalijuma funkcijas novertejumam. Tapat, ka ieprieks, {X;};cz ir stacionara gadijumu
vektoru no R? virkne ar y. Katram n > 1 {Y,;};> ir periodiska laikrinda, defineta
Y,: = Xj, jai = j (mod n). Atgadinasim, ka SB metode parkarto blokus ar garumu
[, kas ir gadjjuma skaitlis. Ka paradijam 4.4.2. nodala, X = X,, un statistikas
T, = /n(X, — 1) SB metodes variants ir 75 = /n(X;® — X,,).

5.2.1. Dispersijas novértéjums

Centrétai un normétai izlases vidéjai vertibai ir iespéjams bloku butstrapa dispersijas

novertejumu izteikt bez datu parkartosanas.

Apgalvojums 2. f’n(k) =n! Z?;lk XX, — XX, 0<k<n, g=1—p, go=1/2
un gup = (1 —n7 k)" + (n"tk)g" %, 1<k <n. Ja0<p<1, tad

DT = 37 uTalk) + Tu(k)). (24)
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Talak paradisim izlases videjas vertibas dispersijas novertejumu, saistiba ar populaci-

jas parametru.

Teoréma 8. Pienemsim, ka E||X,|** < oo un > 2% n®a(n)” 4+ < oo kadam § > 0,

turklat p + (n'/?p)~! — oo, kad n — oco. Tad
D.T® 2% kad n — oo. (25)

Gan Apgalvojuma 2, gan Teoremas 8 pieradijums ir atrodams [7].

5.2.2. Sadalijjuma funkcijas novértéjums

Talak paradisim SB metodes izlases videjas vertibas sadalijuma funkcijas konsistenci.
Apskatisim variantu, kad visi butstrapotas izlases elementi no pédeja bloka tiek saglabati,
nevis atmesti pec n. K = inf{t > 1: Ly + ...+ L; > n} ir minimalais bloku skaits,
lai generetu SB izlasi apjoma n, un Ny = Ly + ... + Lk ir kopéjais butstrapa izlases
elementu skaits pirmajos K blokos. Definesim SB versiju centrétai un normeétai izlases
videjai vertibai 7}, ar parkartotas izlases apjomu N;

Ny
T = NTPY (XY - X,
i=1
T2 ™ no 7™ atskiras ar papildus ieklautiem elementiem butstrapa izlases, ja eksiste tadi
elementi, kuri butstrapa izlase atrodas aiz n-ta elementa. Redzams, ka Ny — Ly < n < Ny,
tatad starpiba starp n un Nj ir vismaz Lj. Ta ka piepémums par bloka garumu [ ir tads,

ka [ ir nenozimigs pret n, tad starpiba starp abam statistikam ari ir nenozimiga pie

sekojosas teoremas nosacijumiem.

Teoréma 9. Piepemsim, ka E|| X% < oo, So, ir nesingulara un Y oo n®a(n)%/ 0+ <
oo kadam § > 0, pie tam p + (n'/?p)™! — 0, kad n — oco. Tad

sup |P, (T < z) — P(T, < z)| % 0, kad n — occ.

zeR"™

Teorémas pieradijums un tas visparinajums ir atrodams [7].
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6. Bloku butstrapa novertéjumu visparinajumi

Saja nodala paradisim visparinatu bloku butstrapa novertéjumu ipasibas un veik-
sim teorétisku salidzindjumu ar simulétiem datiem. Apskatisim novértéjumus, kurus var
izteikt, ka gludas funkcija no izlases videjas vertibas, M-novertejumus, kuri ieklauj para-
metru vislielakas ticamibas noverteéjumus. Ka ari tiks paradita diferencéjamu statistisko

funkcionalu noveértejumu konsistence bloku butstrapam.

6.1. Gludas funkcijas no vidéjas vértibas

Saja nodala apskatisim novertejumus, kurus varam ieklaut Gludas funkcijas mode-
la klase (no anglu valodas ,,Smooth function model”), ko attistijusi Bhattacharya un
Ghosh ([12]). Pienemsim, ka {Xg;}icz ir R% vertibu stacionars process, f : R%® — R
ir Borela merojama funkcija un H : R — R ir gluda funkcija. Pienemsim, ka misu
interesgjosais parametrs ir dots ar € = H(FE f(Xy;)). Dabisks 6 novértéjums ir, pieméram,
6, = H(n™* S, [(Xoi)). Tadejadi 6 un 0, ir gludas funkcijas no parveidotas virknes
{f(Xoi) }iez, attiecigi, populacijas un izlases videjas vertibas. Daudzus parametrus un to

novértéjumus var izteikt, ka gludas funkcija no vidéjas vertibas.

Piemeérs 4. Pienemsim, ka { Xy };cz ir realu vertibu laikrinda ar autokovariaciju funkciju

(k) = Cov(Xosi, Xo@+r)), @k € Z. (k) noverteéjums izlasei Xo;, ..., Xo, ar apjomu n ir

n—k

Yulk) = (n— k)™ Z XoiXo(i+k) — Xopn)» (26)

i=1
kur XO(n—k:) =(n—Fk)! Z;:lk Xo;. Pieminésim, ka novertéjums 4, (k) ir versija no izlases
autokovariacijas ar kartu k. Paradisim, ka novertejums 4, (k) un parametrs (k) atbilst
Gludas funkcijas modelim. Definesim jaunu virkni no gadijuma vektoriem

X; = (Xoi, XoiXo(i+n)'s 1 € Z.
Tad parametrs 6 = (k) ir

0 = EXo1 Xoatk) — (EX0)* = H(EX;), (27)

kur H : R? — R ir H((z,y)) = y — 2% Lidzigi, novertejums 0, = 4, (k) ir

A~ —

Op = ’A)/n(k) = H(Xn—k:)a

kur X, = (n —k)~! Z?;lk X;. Sis piemers rada, ka varam autokovariacijas parametru
un novertéjumu izteikt, ka Gludas funkcijas modeli.

Piemers no [7].
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Piemerus, ka autokorelacijas koeficientus un Jula-Volkera novertejumus izteikt, ka
Gludas funkcijas modeli, skatit [7].
Talak paradisim Gludas funkcijas modela konsistenci dazadam bloku butstrapa meto-

dém, kur novértéjumi ir centréti un norméti

~

Tln = \/ﬁ(en - 0)7

kur § = H(Ef(Xp)) un 6, = H(n™ Yoy f(Xo0i)). Ti, bloku butstrapa versiju var
definet, izmantojot 4. un 5. nodalas izklastitas idejas. Pienemsim, ka X; = f(Xy,;), i € Z,
tatad @ = H(EX,) un 6, = H(X,,). Talak, pienemsim, ka X%, j = 1,2,3 ir butstrapa
izlases ar apjomu nq, bloku garumu [ un bloku skaitu b no transformétajiem mainigajiem
X, = (Xi,...,X,), attiecigi MBB, NBB un CBB metodem, bet X;* ir izlase ar N;
noverojumiem, iegita ar SB metodi ar sagaidamo bloka garumu [~ € (1,n), kur b =
In/l], ny = bl un Ny = Ly + ...+ Lg. Ar XU 5 =1,2,3,4 apzimésim atbilstosas
butstrapa izlases vidéjo vertibu. Lidzigi, ka 5.2.2. nodala, n var nesakrist ar n; un Ny,

tacu videjo vertibu atskiriba ir nieciga. Ti, bloku butstrapa versijas ir

T =m0 —6,;), j=1,2,3
Tl*éj) = VvV Nl(e*(j) - én,j)? Jj=4,

kur 659 = H(X9) wn 6,; = HEX;Y), 1 < j < 4. Varam formulet sekojosu
rezultatu. Ja a = (aq,...,qq) € Z%, tad teiksim, ka [a| = a1 + ... + aqg, ol = H;lzl a;!

o glel
un D* = (91:(111---8:1:3‘1'

Teoréma 10. Pienemsim, ka funkcija H ir diferencéjama EX, apkartné Ng = {z €
R?: ||z — EX1|| < 2n}, kadam n > 0, > o=t ID*H(EX1)| # 0 un H pirmas kartas atva-
sinajumi apmierinag LipSica nosacijumus ar kartu k > 0 apkartné Ngy. Turklat Teoréemas
7 un 9 nosacijuma izpildas, attiecigi gadijumos 7 =1,2,3 un j = 4. Tad

sup |P(T7Y) < ) — P(Th, < 2)| 20, kad n — 0

zeR4
katram 7 =1,2,3,4.

Pieradijumu skatit [7].

Piezime 1. Daudzos pielietojumos mas var interesét parametra @ = H(EX,) novertejums

forma
B n—ki n—kg
0, =H (n—]ﬁ ZleOz ooy (n—kg)” ZdeoZ),
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kadiem fiksétiem ki, ..., kq, neatkarigiem no n, kur fi,..., fq ir funkcijas f : R — R4
komponentes. Var paradit, ka Teorema 10 ir speka novertejumam 0, ja aizvietojam 0,
ar 0, un Qz(j) ar attiecigo bloka butstrapa versiju. Pie tam, var paradit, ka bloku butstrapa
konsistence sadalijuma funkcijai saglabajas, ja funkcija f piepem vektoru vértibas, kur

katra komponente no H saglaba teoréemas nosacijumus.

Piezime 2. Tapat, ka péc Teorémam 6 un 8, bloku butstrapa metodes dod konsistentu
asimptoliskas dispersijas novértéjumu parametram én, kurs apskatits Teorema 10, tacu ir

nepiecieSami stingraki momentu un jauktie nosacijumsi, neka Teorema 10. Sie nosacijumi

ir doti [7].
Piemeérs 5. Turpinasim Pieméru 4. Apskatisim laikrindas modeli
XZ‘ = —0.5Xi—1 + € + 0.861'_1, (28)

kur ¢; ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar sadalijumu N (0, 1). Pienemsim, ka izlases apjoms
n = 102, un apskatisim otras kartas kovariacijas, £ = 2. Pec Teoremas 10 un Piezimes 2

visas bloku butstrapu metodes dod konsistentus novertejumus
Tin =V — k(0 = 0) = Vo — k(3 (k) — (k)
otras kartas momentam, kur 4, (k) un (k) ir tadi, ka Piemeéra 4. Novertésim parametru
pn = ETy, = (n — k)MSE(4,(k)),

jo ETy, = 0.

Apskatisim MBB butstrapa metodes ,,vienkarso” pieeju. Definésim jaunus vektorus
Xi = (Xoi, X0iXo(i+2)), © = 1,...,100 ar, piemeram, [ = 15. No jaunajiem X; veidosim
blokus B; = (X, ..., Xit14), @ = 1,...,86. Talak veidosim butstrapa izlases no ky =
|100/15] +1 = 7 blokiem, iegiistot B7, ..., B: un butstrapa izlasi X7, ..., Xj,;. Butstrapa

,,vienkarsas” pieejas T}, versija ir
Tl*n = v 100 (H<Xf00) - H(ﬂloo)) )

kur X7}y, ir butstrapa izlases videja vertiba no pirmajiem 100 elementiem, 100 = E. X 7o

un H((z,y)) =y — 2. Centréjoso vértibu iegiisim no [7],

fiio0 = (100)~* ((7 —1)(86)" Z V;(15) + (86) " Z w<a>) 7

31



kura =n—k— (ko —1)l =10 un V;(0) =0, V;(m) = X; + ...+ X,, ir pirmo m elementu
summa no bloka B;, 1 < m < 15. Tas seko no ta, ka X7,..., X{,, sastav no pilniem
6 blokiem un pirmajiem 10 elementiem no 7-ta bloka. Protams, 1199 visam butstrapa

izlasém ir viens un tas pats. MBB ¢,, novértéjums ir
A £ \2
Pn = E* <T1n> .

Ta ka slegta forma izteiksme ¢, nav pieejama, del 0, = H(X100) nelinearitates, tad
iegiisim ,, ar Monte-Carlo simulaciju palidzibu, ka

B
on =B (Th.,),
r=1

kur B ir butstrapa izlasu skaits un 77

.. ir vienas butstrapa izlases realizacija. Rezultati

ar [ = 15 un citiem bloku garumiem ir 2. tabula.

Talak apskatisim NBB metodi. Sadalisim elementus blokos ta, ka B; = (X(-1)15+1,
oy Xis4i), © = 1,...,0b, tas ir, bloki B; un B; sava starpa neskelas, ja ¢ # j, kur b =
|(n — k)/l] = 6. Atlikust procedira ir identiska MBB metodei, tikai pemsim véra, ka
fiio0 = (90)7' 32, X, jo pedejie 10 elementi no sakotnéjas izlases nekad neparadisies
butstrapotajas izlases.

CBB metodei definesim elementus Yjgpup+ri = X;, visiem p € Z un 7 = 1,...,100.
legiisim periodisku virkni {Y3¢0, }iez, no kuras veidosim blokus B; = (Y;,...,Yj115-1), j =
1,...,100. Atskiriba, ka jau ieprieks minets, no MBB metodes ir ta, ka visiem elementiem
X, 1 =1,...,100 ir vienada varbutiba, tikt ieklautiem butstrapa izlase, tapec fijg9 =
X100-

SB metodes atskirtba no iepriekséjam ir ta, ka bloku garums [ nav fiksets. Tapat,
ka CBB metode, definesim periodisku virkni {Yjgo;}icz. Veidosim butstrapa izlasi no
M =inf{1 <m <100: Ly + ...+ L, > 100} blokiem, kur L; ir neatkarigi un vienadi
sadaliti gadijuma lielumi ar geometrisko sadalijumu ar parametru 1/15. Katrs L; nosaka
i-ta bloka garumu. Tatad butstrapa izlasem var but dazadi apjomi, lielaki vai vienadi par
100. Statistikas 77 aprekinam nemsim tikai pirmos 100 elementus no butstrapotajam
izlasem. Tapat, ka CBB metodei, fli00 = X100

Teorétisko v(2) atradisim pec (4). Saja gadijuma v(2) = —0.120. Ar 10000 simulaciju
palidzibu atradisim ¢, = 1.332. Lietosim MBB, NBB, CBB un SB metodes, lai novertetu
parametru ¢, ar butstrapu. Nemsim B = 1000 butstrapa izlases un veiksim butstrapus

ar dazadiem bloku garumiem [ = 5, 10, 15, 20, 25.
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2. tabula Statistikas ¢ = ET?, ,,vienkarsas” pieejas butstrapa novertejumi.

Bloka garums MBB NBB SBB  SB

5 2.093 1.292 1978 1.771
10 1.286 1.645 1.515 1.457
15 0.981 1.672 1.291 1.362
20 1.241 1.339 1.433 1.362
25 1.044 1.768 1.448 1.362

Lidzigi varam veikt ,,naivo” butstrapa pieeju. MBB blokiir B; = (X, . . ., Xogt14)), @ =

1,...,86. Saja gadijuma miisu statistika 7%, ir
In = V100 (7,(2) = 4n(2)) ,

« 15100 s s - o _1 100 . .
kur 4;,(2) = (100)7' >2.0 OiXO(iJrQ) — (X{o0)? un Xiyo = (100)7* 37,7 Xo;. Tatad ,,nai-
vaja” pieeja nav nepiecieSsami papildus mainigie X;, butstraposanu veic ar sakotnejiem

Xoi- An(2) ir dotas izlases kovariacijas novertéjums. Cetru metozu rezultati ir 3. tabula.

3. tabula Statistikas ¢ = ET}, ,,naivas” pieejas butstrapa novertéjumi.

Bloka garums MBB NBB SBB  SB

) 2.447 2.634 2.383 1.921
10 1.651 2.367 1.786 1.744
15 1.553 1.632 1.588 1.402
20 1.468 2.014 1.396 1.313
25 1.621 2.234 1.673 1.108

Intuitivi aprakstisim atskiribu starp ,,vienkar$o” un ,,naivo” pieeju. Neatkarigi no
bloku butstrapa metodes, pienemsim, ka eksisté divi butstrapoto izlasu elementi X7 un

X7 12, kadam ip, un ka katrs no viniem atrodas sava butstrapotaja bloka. Tad ,naivai”

pieejai reizinajums X> X7, ieiet kovariaciju aprekina. Musu piepemums ir par bloku
neatkaribu, tatad elementi X7 un X7 ., ir neatkarigi, kas nav pareizi. Savukart ,,vienkar-
sas” pieejas butstraps bez X, parkarto arT atbilstoso reizinajumu X, X 12, kadam jg, no
dotas izlases. Tatad atkaribas struktura starp Siem elementiem ir saglabata. Teoretiski
So atskiribu jau pamatojam 4.2. nodala.

No rezultatiem varam secinat, ka ,,vienkarsa” butstrapa pieeja dod stabilakus rezul-
tatus pie dazadiem bloku garumiem [, tas ir, rezultati ir tuvak: teoretiskajam rezultatam.

,,Naivas” pieejas rezultatiem, salidzinot ar teoretisko vertibu ¢, = 1.332, ir lielakas atski-

ribas pie maziem bloku garumiem, jo ,,naiva” pieeja rada papildus novirzi novértéjumiem.
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Tomer ar1 sis uzdevums nedod atbildi uz jautajumu, kuru bloku garumu izveleties.
Par to, ka teoretiski izveleties bloka garumu, kurs dod precizakos rezultatus, apskatisim
7. nodala.

Piemeéra ideja realizéta no [7] un programmas R kods ir atrodams pielikuma.

6.2. M-novértéjumi

Pienemsim, ka {X;};cz ir stacionars process, kurs pienem R? vertibas. Misu intere-

séjosais parametrs @ ir vienadojuma
EV(Xy,...,X,,,0)=0 (29)

atrisinajums, kadai funkcijai ¥ : R+ — R*, m,s € N. M-novertejums én parametram
0 ir definets, ka atrisinajums novértéetajam vienadojumam

n—m-+1

(n—m+1) > V(X Xizm1,0,) = 0. (30)

i=1
Novertejumi, kuri defineti ar noverteto vienadojumu forma (30), tiek saukti par visparina-
tajiem M -novertéjumiem. Si novertejumu klase satur vislielakas ticamibas novertejumus
un zinamus robustus parametra novertéjumus daudzos pazistamos laikrindu modelos, ie-
klaujot autoregresivos slidosa vidéja modelus ar parametriem p,q € Z, (ARMA(p, q)).

Lai definetu 6, butstrapa versiju, pienemsim, ka Y; = (X;, ..., Xiym-1), 1 <i < ny,
kur ng =n—m+1. Ar Yl*(j), YY) apzimesim | vienkarga” bloku butstrapa izlasi ar
apjomu ng, iegiitu no vektoriem Y ar j-to metodi, j = 1,2,3,4. Dél (29) strukturaliem
ierobezojumiem, ir iespejami vairaki veidi, lai definétu butstrapa versiju visparinatam
M-novertejumam un ta centretai un normetai versijai

A

Ton = (0, — 0).
Varam definet 6, butstrapa versiju GZ(j ), ka atrisinajumu vienadojumam
ng’ i Uy g0y =0, j=1,23,4. (31)
i=1
T, butstrapa versija ir dota

T3 = V(0,9 = 0), (32)
kur vertiba 9~7(3 )iy vienadojuma

no
g > B 69) =0 (33)
=1
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atrisinajums. CBB un SB metodes, lietotas datiem Yi,...,Y,, reduce vienadojumu (33)
uz (30) un 0 = 0,, j = 3,4. Tatad sakotnajas izlases 0, tiek izmantots, lai centretu
butstrapa versiju Qz(j). Savukart MBB un NBB metodém nav teikts, ka éﬁf) ir vienads ar
én. MBB un NBB gadijumos nepieciesams risinat papildus vienadojumus, lai aprékinatu
#(4)

butstrapa versiju 7,,”” un pareizi centretu HZU ), Protams, butu erti aizvietot é,(f ) ar 6,, un

definet

~

T = V(6,9 — 0,), (34)
ka T5,, butstrapa versiju, kad 7 = 1,2. Tomer, centrejot 09 ar én, MBB un NBB metodes
tas rada papildus novirzi, kas parasti noved pie sliktakas kartas £(75,) aproksimacijas ar
L(T;T(Lj )|Xn), salidzinot ar klasisko normalo aproksimaciju.

Cita pieeja, defingjot T5, butstrapa versiju, ir M-novértéjuma butstrapa versijas de-
finicija veidot strukturalu attiecibu starp (29) un (30). Ja (30) aizvietosim 6, ar 0, tad
sagaidama vertiba kreisaja pusé bis 0. Tatad, novéerteta funkcija ir nenovirzita attieci-
ba pret . Tomeér butstrapota M-novéertéjuma definicija (31), $1 nenovirzitibas Ipasiba,
novertétajai funkcijai, ne vienmer izpildas. VienkarSu risinajumu piedavaja Shaorack
(1982), butstrapojot linearas regresijas ar neatkarigiem un vienadi sadalitiem atlikumiem
M-novertajumus. Defingsim alternativu 8, butstrapa versiju 0, ka atrisinajumu par-

veidotam vienadojumam

no

=1

kur ¢; = ng B {3, (Y'Y 4,)}. Pie tam, visiem j = 1,2,3,4, novertejot funkci-
ju > <\I/(Y;*(j),t) — z[g), sagaidama vertiba ir 0 pie ¢ = 6,. Tatad QZJj ir atbilstosa
konstante, kas dod to, ka novértéta funkcija ieks (35) ir nenovirzita, ja mes centréjam

M-novertejumus ar 0,,. Tad Ty, butstrapa versija alternativajai pieejai ir

Toi? = /(079 = 6,.). (36)

Salidzinot abas alternativas (36) un (32), (36) prieksrociba ir ta, ka, lietojot MBB

un NBB metodes, ir nepieciesams atrisinat tikai vienu vienadojumu sistému (35), nevis

divas-(31) un (33). Ta ka CBB un SB metodem ; = ng! 70, W(Y;,6,) = 0, j = 1,2,
tad abas pieejas dod vienadus T3, butstrapa novertejumus.

Sekojosais rezultats pamato bloku butstrapa aproksimacijas abam pieejam T;T(Lj ) un

Ty j =1,2,3,4. Piepemsim, Sy = lim, o D(ng /> 37, W(Y;,0)) un Dy ir s X s

matrica ar (i,j)-to elementu F <£\Ifi(Y1,9)) , 1 <1, j <s. Pie tam, pienemsim, ka
J
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noverteto vienadojumu atrisinajumi ir merojami un vieni vienigi. Apzimesim A(r,d) =
143200 n? =1/ @+9) () kur a(-) ir a-jauktais koeficients procesam {X;};cz. 7 ir vesels,

pozitivs skaitlis.
Teoréma 11. Piepemsim, ka

o U(y,t) ir diferencéjama prett gandriz visiem y (pie Fy ) un U pirmas kartas parcialie
atvasinajumi apmierina Lip§ica nosacijumus ar kartu k € (0, 1], gandriz drosi (Fy),

kur Fy r Y1 varbatibu sadalijums;
o EVU(Y1,0) =0 un Xy un Dy ir nesingularas;

o cksiste 6 > 0 tads, ka E||D*V(Y1,0)||* 7 < oo visiem a € Z5, ar |a] = 0,1, un

A(rj,0) < oo, kurr; =1 visiem j =1,2,3 unr; =3, kad j = 4;
o '+ 2l =0(1) un p+ (n*p)~! = 0(1), kad n — oo.
Tad
1. {0,}n>1 ir konsistents prieks 0 un

~

Vi, —0) % N(0, DySgDly);

2. j=1,2,3,4,

sup | P (T3 < 2) — P(Ty, < 2)| 20, kad n — oo;
z€Rs

3. 2 ir patiess, ja T;:(j) aizvietosim ar T;,Ej) no (32).

Teoremas pieradijums ir atrodams [7].

6.3. Diferencéjami funkcionali

Saja nodala paradisim MBB metodes konsistenci, aproksiméjot novertéjumus, kuri

ir empiriska procesa gludas funkcijas. Pienemsim, ka {X;}icz ir virkne no R? telpas

gadijuma vektoriem. Definésim m-dimensionalas X1, ..., X, apak§virknes empirisko sa-
dalfjumu, ka
n—m-+1
F™ =(n-m+1) > 6y,
i=1
kur V; = (X;, ..., Xipm_1), ¢ > 1, un kur 6, ir varbutibas mers ar vertibu 1 punkta y.

Varbutibas mers FT(Lm) darbojas, ka novertejums robezsadalijumam F (™ m-dimensionalai

apaksvirknei X1, ..., X,,.
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Pienemsim, ka interesejosais parametrs 6 ir s-dimensionals funkcionalis no £
6 =T(F™). (37)

Tad dabisks # novertejums ir

0 =T(Fm). (38)

Daudzus, biezi lietotus, novertéjumus var izteikt ar (38), pieméram, visparinatos M-
novertejumus, apskatitus 6.2. nodala. Visparinatajiem M-novertejumiem atbilstosais fun-

kcionalis T'(+) ir netiesi definets ar attiecibu
/qf(q;l, e T(G™))AG™ = 0, GO ¢ g

kadai atbilstogai saimei G'™ no varbiitibu meriem, kas uzdoti R¥™, atkariba no funkcijas

V. Raksturosim vél vienu nozimigu robustu novértéjumu klasi, ko var izteikt §ada forma.

Piemeérs 6. Pienemsim, ka process {X;}icz pienem realas vertibas. Tad visiem 0 < o <
1/2, a-neieklautas videja vertiba ir

|_n (1-a)]

O =(n(1=20))"" Y X, (39)

i=|nal+1

kur X1, < ... < X,., ir sakartota X1,..., X,. Seit ir labota [7] dota definicija. Apzime-
sim F\") = F, un F) = F. Tad novertejums 6, no (39) ir ekvivalents viendimensionala

empiriska sadalijuma F,, funkcionalim 7°(-)

T(F,) =(1-2a)" / N F (w)du,

kur katram varbutibu sadalijumam G uz R, G™'(u) = inf {x € R : G((—00,z]) > u}, 0 <
u < 1 ir G kvantiles parveidojums. Novertejumu 0, jeb T'(F,) lieto, lai novertetu para-

metru

0=T(F)=(1—-2a)" /1_a F~Y(u)du.

a-neieklautas videja vertiba 0, ir robusts 0 novertéjums, kurs izsledz izlecéju ietekmi.
Pie tam, ja o — (1/2)7, tad parametrs 6 ir populacijas mediana F'~'(1/2) (pienemot,
ka F~'(u) ir nepartraukta punkta v = 1/2), kamer, ja a = 0, tad iegisim § = EX,
ir populacijas vidéja vertiba. Tatad, dazadam « vértibam, 6 ir kada no biezi lietotam
statistikam.

Piemers nemts no [7].
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™) Ja fun-

Atgriezisimies pie vispareja novertéjuma (38), kurs ir funkcionalis no F,
kcionalis 7'(+) ir gluds, tad én asimptotiskais sadalijums ir iegiistams no empiriska proce-
sa {\/ﬁ <F7§m)() — F(m)()>} asimptotiska sadalijuma, atbilstosa metriska telpa, lietojot
Delta metodi. Lai paraditu bloku butstrapu konsistenci s$adu novertejumu sadalijumiem,

mums biitu jazina butstrapota empiriska procesa asimptotiska uzvediba.

6.3.1. Empiriska procesa butstraposana

Empiriska procesa asimptotiska sadalijuma rezultatus atkarigiem gadijuma lielumiem
ir paradijusi dazadi autori (piemeram, Billingsley ([13])). Lidzigi rezultati, butstra-
potam empiriskam procesam, ir zinami tikai MBB un CBB gadijumos. Ja nemsim

Yi=(Xi. ., Xitm-1), © € Z un ng = n —m + 1, tad, attieciba pret Y,

un tas reduce visparigo problemu uz gadijumu, kad m = 1, dm-dimensionaliem gadijuma
vektoriem Yi,...,Y,,. Tapec Saja nodala piepemsim, ka m = 1. Pie tam, apzimeésim
FY =F,un FO = F,

Ar D, apzimesim telpu no visam realu vertibu funkcijam, definetam [—oo, co]?, kuras
ir nepartrauktas no augsas un tam eksiste robezas no apaksas. Pievienosim Dy, (papla-
sinato) Skorohoda metriku. F,(z) un F(z) ir sadalijuma funkcijas varbutibu mériem F,

un F. Tad
F.(z) = n') 1(X; <),
i=1

F(z) = P(X;<u),
kur z € [—00, 00]%. Definesim empirisku procesu
Wn(x) = ﬁ(Fn(Q:) - F(l’)), LS [—OO, Oo]d'

Tad pie daziem likumsakarigiem nosacijumiem, empirisks process W, konverge vaji (ka

D, vertibu gadijuma elementi) uz Gausa procesu W no [—oo, 0o]?, kas apmierina

EW(z) = 0,
EW(2)W(y) = ) Cov(L(Xy <), 1(Xik <)),
PWeC)=1 .

visiem z,y € [00,00]¢, kur CY ir nepartrauktu funkciju klase no [oo,oc]¢, kuras tiecas

uz 0 pie (—o0,...,—00) un (00,...,00). Nakama teorema parada, ka lidzigi rezultati ir

38



speka butstrapotam empiriskam procesam. Ar F¥(z) apzimesim empirisku procesu no
MBB izlasem, apjoma n; ar bloku garumu [, un pienemsim, ka W;(z) = /ni(F(x) —

Teoréma 12. Piepemsim, ka { X, },>1 ir stacionaru a-jauktu R vertibu gadijuma vek-
toru virkne ar > oo %o (i)]V/? < oo un ka X, ir nepartraukts. Turklat, | — oo un

| = O(n'?>7), kad n — oo, kadiem 0 < e < 1/2. Tad

w> 4w gandriz drosi, kad n — oo.

Teorémas pieradijums un tas visparinajums, ki ari SB metodes rezultati, atrodami

7].

6.3.2. MBB konsistence diferencéjamiem statistiskiem funkcionaliem

Pienemsim, ka 6, ir novertéjums, ko var reprezentét ar gludu funkcionali no m-
dimensionala empiriska sadalijuma £ (ka (38)), ar kadu m > 1. Vispariga pieeja, lai
iegiitu sadu statistisku funkcionalu asimptotiskos sadalijumus, lietojot diferencejamibu,
ieviesa von Mises ([14]). Seit apskatisim statistiskos funkcionalus, kuri ir Fresé diferen-
cejami. Pienemsim, ka Py, ir kopa no visiem varbutibas meriem uz R* un ka S;, ir kopa
no visiem galigiem zimju meriem uz R*, k > 1. Ar | - |/ apzimesim normu Sj un
| - || apzimeésim Eiklida normu RF. Tad teiksim, ka funkcionalis 7' : P, — R? ir Frese
diferencéjams punkta F € Py pie normas | - ||x), ja eksiste funkcija TW(F,-) : Sy — R®
tada, ka

o TW(F, avy + bvy) = aTW (F,vy) 4+ bTW (F, vy) visiem a,b € R un vy, 15 € Sy;
o G Py,

IT(G) = T(F) - TOF,G - F)|
G = Flly

— 0,

Linears funkcionalis 7(W(F,-) tiek saukts par T Fresé atvasinajumu punkta F. ST Frese
diferencejamibas definicija ir atskiriga no standarta funkcionalanalizes definicijas, kur
pienem, ka funkcionalis 7" ir definéts normeéta vektoru telpa, ka Sy, neka tikai Py. Tomer,
dota definicija ir piemérota miisu gadijumam, jo més esam ieintereséti apskatit funkcionala
vertibas tikai pie varbutibu meriem.

Pienemsim, ka parametrs 6 un ta novertejums 6, ir doti, ka (37) un (38), tas ir,

0 = T(F™) un 6, = T(F™), kadam funkcionalim T : P, — R, kadiem m, s € N. Ja
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T ir Frege diferencejams pie F(™ ar Frese atvasinajumu T (F0) ) tad pec TW(F0™) )

linearitates ipasibas

n

0, —0 = T(FE™ —T(Fm))
= T(l)(F(m),Fém) _ F(m)) + R,

no
= ng' Y TW(EFE™ 5y, — F™) + R, (40)
=1

no
ng' > h(Yi) + R,
=1

kur ng = (n —m+1), h(y) = TO(F™ §, — F(™) y € R™ un R, ir atlikuma loceklis,
kurs apmierina || R,|| = o(||[FS™ — F™|gm)), kad ||F™ — F0 |4, — 0. Tad no (40)
varam iegut \/ﬁ(én — ) asimptotisko sadalijumu, paredzot, ka R, = o,(n"'/2). Talakie
nosacijumi izpildisies, ja \/ﬁHFr(Lm) — F™)|| 4y i stohastiski ierobezots pie normas ||| (gm)-

Nemsim || - ||(4m), ki Kolmogorova pustelpas normu, definétu

[V]loe = sup {|v((—00, 2])| : © € RM™}, v € Sy

Teoréma 13. Piepemsim, ka T(-) ir Freié diferencéjams pie '™ norma || - ||s un ka
E|[h(W)|* < 0o, ER(Y1) =0 un S5 = lim, oo D(n"Y2 2" h(Y;)) ir nesingulara. Pie

tam, Teorémas 12 nosacijumi izpildas. Tad
o (0, —0) 4, N(0, 5%, kad n — oo,

o Ja 0° = T(F\™*) un 6, = T(EF™"), kur F\™" ir empiriskais sadalzjums MBB

izlasei, balstitai uz by = |ng/l| parkartotiem blokiem ar garumu l. Tad

sup
zeRS

P, <\/n—0(9;; —§,) < :c) e (ﬁ(én _9) < :13)

20, kadn — co.  (41)

Pieradijumu un vajakus nosacijumus, kad §i teorema ari izpildas, skatit [7].
Tatad MBB aproksimacija /n(6, — ) parkartosanas sadalijumam ir konsistenta pie

Teoréemas 13 nosacijumiem.
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7. Bloku butstrapa metozu salidzinajums

7.1. Teoretiskie modeli

Pienemsim, ka {X;};cz ir R? vertibu stacionars process ar EX; = u. Teoretiskaja
dala stradasim ar Gludas funkcijas modeli, kas tika definets 6.1. nodala. Pienemsim,
ka parametrs 6 un ta novertéjums 0 var tikt izteikts, ka gluda funkcija no populacijas
un izlases videjas vertibas, p un X, = > or ., X;. Ka jau ieprieks paradijam, tad sada
veida var definet plasu novertéjumu klasi. Piemeéram, izlases kovariaciju novertéjumus,
autokorelaciju novertejumus un Jula-Volkera novertejumus autoregresiviem procesiem.
Talak, pienemsim, ka eksiste gluda funkcija H : RY — R tada, ka 6 = H(u) un 0, =
H(X,). ¢, ir parametrs, kas ir funkcionalis no 0, sadalijuma. Pie tam ¢, (j,1) ir ¢,
butstrapa novertejums, lietojot j-to bloku butstrapa metodi ar (sagaidamo) bloku garumu
l, 7 = 1,2,3,4. Skaidrs, ka ©,(-,l) precizitate ir atkariga no 0, sadalijuma funkcionala

©n. Pievérsisim uzmanibu diviem parametriem

¢, = Bias(d,) = Ef, — 0, (42)
Db, = E(6, — E0,)?, (43)

Pon

un salidzinasim bloku butstrapus, novértéjot sos parametrus, lietojot vidéjas kvadratiskas
kladas jeb MSE kritériju. Lidzigus rezultatus var pieradit sadalijuma funkcijas butstrapa
novertejumiem un citiem zinamiem funkcionaliem no 0, sadalijuma, piemeram, kvantiles,
tomer Sajos gadijumos biitu nepieciesami citi nosacijumi un argumenti.

Ar X7, X,
[, pienemsim, ka b = |n/l| bloki ir parkartoti metodem MBB, NBB un CBB, iegustot

apzimeésim butstrapa izlases, iegiitas ar j-to metodi. Dotai veértibai

butstrapa izlases ar apjomu n; = bl. Tad butstrapa versija, centretam lielumam 7}, =
6, — 6 MBB, NBB un CBB metodem ir

79 = (X)) - HEXY), j=1,23,

n,

kur )_(;:’(lj) =n;t Yo X3,

Talak paradisim atbilstosus rezultatus SB metodei. Ta ka [ ir sagaidamais bloka
garums, tad bloku garumi Ly, Lo, ... ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar
geometrisko sadalijumu ar parametru p = 1/I. Dotam [, K = inf{l <k <n,L; + ...+
L > n} bloki tiek parkartoti SB metode, iegustot izlasi ar apjomu Ny = Ly + ... + L.

. . o*(4 _ ] . et . .. _ . . _
Pienemsim, ka X:(z )= pt >y X7, ir videja vertiba no pirmajiem n noverojumiem. Ka
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paradits ieprieks, E*X;:(f) = X, visiem [. SB metodes T}, = 6,, — 0 butstrapa versija ir

7%= H(X) - H(X,).

n,l

Piezimesim, ka parametri (42) un (43) ir pirmie divi 7,, momenti, tas ir, ¢y, =
Bias(én) = ET, un ¢y, = Db, = DT,. Tadejadi, 1, un @9, butstrapa novertejumi
ir defineti

(faln(ja l) = Iﬁ‘A\S](l) = E*T;(l])a ] - 1a273747
pon(j, 1) = VAR;(I) =D, TV, j=1,2,3,4.

n,

Nakosaja nodala paradisim MSE izvirzijumus bloku butstrapa novertéjumiem ]ﬁA\Sj (1)

un VAR, (D), j =1,2,3,4.

7.2. MSE izvirzijumi

Lai iegutu butstrapa MSE izvirzijumus, piezimesim, ka gadijuma lielumam Y, MSE(Y') =
(Bias(Y))? + DY, tatad MSE varam iegut no novirzes un dispersijas dalas. Turpmak ap-

skatisim novirzes un dispersijas dalas atseviski un kombinésim, lai iegatu kopejo MSE.

Piepémums 1. Funkcija H : R? — R ir 7 reizes nepartraukti diferencejama un max{| D" H (z)| :

lv| =r} < C(1+ ||z||*), z € R? kadam veselam skaitlim ag > 1.
Pienémums 2. FE||X;||* " < co un A(r,d) < co kadam § > 0.

Tad $1,(7,1) un ¢9,(7,1), 7 =1,2,3,4 novirzes dalai mums ir sekojoss rezultats.
Teoréma 14. Piepemsim, ka | ir tads, ka I' +n~"21 = o(1), kad n — oo.

1. Ja Pienémums 1 ir speka ar r = 3 un Pienémums 2 ir spéka ar r = 3 + ag, kur ag

wr tads, ka Piepémuma 1, tad
Bias(BIAS;(1)) = n 1™ Ay + o(n " 17Y), j =1,2,3,4,
Bur Ay = = X0y Dt Caral( S WIEXPXT,) wn o = DOH(p)fal, € 2.

2. Ja Pienémums 1 ir spéka ar r = 2 un Pienémums 2 ir spéka ar r = 4+ 2aq, kur ag

wr tads, ka Pienémuma 1, tad
Bias(mj(l)) =n N Ay +o(n MY, §=1,2,3,4,

kur Ay = —Z;'ifoo \j\EZZHj, Z: = Z\a|=1 Ca(Xi— ), i > 1 un ¢, ir tads, ka

sis teorémas 1. dala.
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Pieradijumu skatit [7].

Tatad no Teoremas 14 seko, ka 1, un @, butstrapa novertejumiem novirzes vi-
sam cCetram bloku butstrapa metodém ir vienadas lidz konstantem. Pretéji gaiditajam,
SB metode nesamazina butstrapa novértéjumu novirzi, pie tam, asimptotiski novirzes ir
vienadas, neatkarigi no skelosu vai neskelosu bloku izmantosanas. Ta ka novirze bloku
butstrapu novertéjumiem rodas no sakotnejas izlases Xi,..., X, aizvietoSanas ar neat-
karigam blokiem, tad visas metodes dod lidzigus rezultatus, kamér bloku garumi [ ir
asimptotiski vienadi.

Talak salidzinasim ¢y, un ¢, dispersijas.

Teoréma 15. Pienemsim, ka Teoremas 14 nosacigjumi par bloku garumu | un Pienemumu

1 un 2 nosacijumi, atliecigajam teorémas dalam, ir speka.
1. Tad eksisté simetriskas, nenegativas redalu vertibu funkcijas g1, go tadas, ka

D(BIAS,(1)) = {4%g1(0)/3}n 31+ o(n™®1), j = 1,3,

D(BIAS;(1) = {2n%q:(0)}n "1+ o(n1), j =2

DWVAR;()) = {472g:(0)/3}n 31 + o(n™31), j = 1,3,
DWVAR;(I)) = {27%g:(0)}n 31+ o(n™>1), j = 2.

Funkcijas definiciju gx(-), £ = 1,2 un teoremas pieradijumu skatit [7].

Tomer ari bez detalizétas gx(-), k = 1,2 definicijas, varam salidzinat dispersijas dalas
dazadam bloku butstrapa metodem. No Teoremas 15 1. un 2. dalas redzams, ka MBB
un CBB ¢y, = Bias(én) un g, = D0, novertejumiem ir 2/3 reizes mazakas dispersi-
jas ka NBB novértejumam. Ta ka MBB un CBB metodés bloki parklajas, tad variacija
starp parkartotajiem blokiem ir mazaka, kas dod mazaku dispersiju Siem novertejumiem.
So MBB prieksrocibu par NBB pirmais paradija Kunsch ([5]). SB metodes gadijuma,
Nordman ([15]) paradija, ka [7] dotais rezultats nav korekts. Nordman paradija, ka asim-
ptotiski SB un NBB metozu rezultatu precizitate ir vienada. Tapéc labosim [7] rezultatus,
tas ir, atstasim nepublicetus SB metodes rezultatus no [7], bet teiksim, ka SB rezultati
sakrit ar NBB. Tatad pretéji Lahiri paustajam, ka SB metodei novértéjumu dispersija
ir asimptotiski vislielaka starp ¢etram metodém, Nordman paradija, ka SB novértejumu

dispersija un NBB novertejumu dispersija ir asimptotiski vienadas.
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7.3. Teoretiskie salidzinajumi
7.3.1. Asimptotiska efektivitate

Saja nodala apkoposim Teoremu 14 un 15 rezultatus. Divam novertéjumu virknem

{01 st un {Wa, bnsy definesim asimptotiski relatwvo efektivitati
ARE($10, a0) = Tim (MSE(f0) /MSE(d1,)).

Tatad, ja ARE(zﬂln,i}gn) < 1, tad virkne {1/;171}7121 ir mazak efektiva, ka {ﬁ)gn}nzl, proti,

{1/3171}”21 novértéjumiem ir lielaka MSE, neka {7722n}n21 pie lieliem n.
Teoréma 16. Piepemsim, ka Teoremu 14 un 15 nosacijumi izpildas un ka Ap # 0,
g #0, k=1,2.
1. 7V 4 nYB3l = o(1), katram i,j =1,2,3, k= 1,2,
ARE (@kn (7, 1), Pra(is 1)) = 15
2. 1703 =0o(1), k=1,2,
ARE (@kn(2,1), Pkn(4,1)) = 2/3, j =1,3;

3. 1=Cn?(140(1)), C € (0,00), k=1,2,
344w CP A% g1, (0)
34 6m2C3 A, %k (0)

Teorémas pieradijums ir atrodams [7].

Saja gadijuma atkal labosim [7] rezultatus SB metodei, atstajot tos nepublicetus, bet
teiksim, ka NBB metodes rezultati ir asimptotiski vienadi ar SB metodes rezultatiem,
atsaucoties uz [15]. Teoremas 16 1. un 2. dalas attiecas uz gadijumiem, attiecigi, kad I
vertiba ir maza un MSE, galvenokart, nosaka novirzes dala (1. dala) un kad [ vertiba ir

liela un MSE, galvenokart, nosaka dispersijas dala (2. dala).

7.3.2. Optimalais bloku garums

No Teorémam 14 un 15 redzams, ka katrai no butstrapa metodém, palielinot [, bloku
butstrapa novertejuma novirze samazinas, kamer to dispersija palielinas. Ta rezultata,
eksiste kritiska bloka garuma vertiba I, pie kuras MSE sasniedz savu minimumu. So

minimumu sauksim par MSE-optimalo bloku garumu. Apzimésim ar

l(l)j = argmin{MSE(]ﬁA\Sj(l)) nf << n(l—e)/z}7

lgj = argmln{MSE(@j(Z)) nt<l < n(l—e)/2}7
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1 < 75 < 4 MSE-optimala bloku garumus, noveértetaja 6, novirzei un dispersijai, kur
e € (0,1/3) ir dots. Sekojosais rezultats dod optimalo l,gj, k=12, j=1,2234,

novertejot ¢y, un pq,.

Teoréma 17. Piepemsim, ka Teoremas 16 nosacijums ir spéka. Ja k = 1,2, tad
llgj ~ (3‘4%/(27T29k(0)>>1/3n1/37 j: 1,3,
By ~ (A (FPg(0) P!, j =2.

Teoremas pieradijums ir atrodams [7].

Nepublicésim SB rezultatus no [7], bet teiksim, ka tie ir vienadi ar NBB metodes

rezultatiem. No teorémas redzams, ka optimalais bloku garums MBB metodei ir (3/2)'/3

reizes lielaks ka NBB metodei.
Pec 9, definicijas ir skaidrs, ka katra bloku butstrapa metode dod vislabakos parametra
Yrn Novertéjuma rezultatus, ja ta lietota ar optimalo bloka garumu. Talak salidzinasim

bloku butstrapa metodes, ja tas lietotas ar optimalo bloku garumu.
Teoréma 18. Pienemsim, ka Teorémas 16 nosacgjumi ir spéeka.
o Jak=1,2, tad

MSE(@rn, lf;) = 373(27°g1(0)AR)*Pn5% + o(n™%7), j =1,3;

MSE(@pn, 1) = 3(m2gr(0)Ar)**n%3 4+ o(n™/%), j =2

ARE (1 (2, 1), @i (4, 1)) = (2/3)*3, j =1,3.

Teorémas pieradijums ir atrodams [7].

Teiksim, ka SB metodei ir vienadi rezultati ar NBB metodi. Teoréma 18 rada, ka, ja
katra no metodem ir veikta ar optimalo bloka garumu, tad MBB un CBB optimala MSE
ir (2/3)%3 reizes mazaka ka optimala MSE NBB metodei.

7.4. Datu simulacijas

Ieprieksejas nodalas paradijam teoretiskus bloku butstrapa metozu salidzinajumus.

Saja nodala veiksim praktisku metozu salidzinasanu ar simuléetiem datiem.
Piemeérs 7. Izvelesimies ARIMA(1,1) modeli
Xi = 0.6Xi_1 + € — 0.161'_1, (44)
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kur €; ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar N(0,1) sadalijumu. Apskatisim parametru
¢, = nDX,. Méginasim novertet §1 parametra MSE dazadam bloku butstrapu metodem

ar dazadiem bloku garumiem [. Butstrapota statistika bts forma

T, = Vn(X; — E.X}), (45)

n

kur centréjosas vertibas E, X atradisim péc (10) un (11) metodem MBB un NBB, bet
CBB un SBB E,X! = X,,. Apskatisim videjo kvadratisko kladu bloku garumiem [ =
2,...,20 ar soli 1. Simulétos datus nemsim ar apjomu n = 400. Katra no soliem veiksim

2000 simulacijas, kur katra no simulacijam veidosim 500 butstrapa izlases. Pienemsim,

ka
Ty = V(XD — B.XD),
ir j-tas butstrapa izlases realizacija i-tai simulacijai. MSE novertejums ir

2000

MSE() = (20003 (8n — gn)?
= (2000} (<5oo>-1z<nfj,n>2—%) ,

kur teoretiskais ¢, = nDX, = DX, + 22;:11 Cov(Xy, X144). Kovariacijas iegisim no
(4), atmetot tas, kuras mazakas par 0.001. Tad saja gadijuma iegtsim ¢, = 5.153, ko

izmantosim MSE aprekinam. legitie rezultati paraditi 1. attela.

MSE

SB
CBB
o o MBB

1. att. Parametra ¢, = nDX, MSE novertejumi modelim (44).

Redzams, ka MBB, NBB un CBB metodem ir vienadi rezultati pie maziem bloku
garumiem [, kas ar1 ir sagaidams no teorijas. Tatad no Teoremas 14 zinam, ka novirzes

dalas visam metodém ir vienadas un ka MSE pie maziem [ tiek, galvenokart, noteiks ar

46



novirzes dalu. SB metodes uzvediba pie maziem [ ir skaidrojama ar to, ka $1 metode
ir mazak jutiga pret bloku garumu izveli neka parejas tris metodes. Tapec, iespejams,
SB metode saja pieméra darbojas labak ar maziem bloku garumiem. Pie lielakiem bloku
garumiem NBB metode klast nestabila, kas izskaidrojams ar sakotnéjas simulétas izlases
ipatnibam un to, ka NBB bloku izveles skaits ir mazs. Pie [ > 20 mes sagaiditu, ka MBB
un CBB metodes darbojas labak neka NBB un SB (skatit Teoremas 15 un 16), kas daleji
manams jau pie [ = 20.

No §1 piemera varam secinat par modela (44) ar n = 400 optimalo bloku garumu
parametra ¢, noverteSanai. Pec MSE grafikiem SB metodes optimalais bloku garums
ir aptuveni [ = 10, bet paréjam metodem [ = 15. So rezultatu varam salidzinat ar
metodi, ko piedavaja Politis, White un Patton ([16] un [17]). Autori deva R program-
mu, lai noteiktu optimalu bloku garumu MBB un SB metodem. Programma atroda-
ma http://www.economics.ox.ac.uk/members/andrew.patton/code.html. Iegisim,
ka MBB metodes optimalais bloka garums ir 11, bet SB metodes optimalais bloka ga-
rums ir 10, kas sakrit ar misu atrasto optimalo bloka garumu. Protams, MSE izpratne
iegtit optimalo bloka garumu ir iespejams gadijumos, kad teoretiska parametra vertiba ir
zinama, kas praksé ir reti sastopams. Literatira eksisté metodes, pieméram, jau mine-
ta Politis, White un Patton metode, kuras dod optimalo bloka garumu bez teorétiskas
vertibas zinaganas. Citas metodes skatit [7] un [18].

Vel piebilstams, ka gadijuma, kad ¢, = nDX,,, ir iespegjams MSE noveértéjumus iegit
bez butstrapa procediras, jo katras metodes vidéjas vertibas dispersijas novértéjumi pie
katra [ ir iegustami no (22) un (24).

Piemera ideja nemta no [7] un atbilstosais programmas R kods atrodams pielikuma.

Ieprieksejo nodalu rezultati rada, ka MSE izpratne MBB un CBB novertéjumi ir pre-
cizaki, ka NBB un SB novertejumi. Sis apgalvojums ir speka, kamer bloku garums aug
ar atrumu ne zemaku, ka optimalais bloku garums. Lai novértétu funkcionalu ¢y, un @9,
novirzi un dispersiju, $is optimalais atrums ir Cn'/3, kur n ir izlases apjoms. Gadijuma,
ja bloka garums aug ar zemaku atrumu neka optimalais atrums, tad MSE galvenokart
nosaka novirzes dala. Saja gadijuma starp visam metodem ARE ir 1. Tas ir sekas no fak-
ta, ka asimptotiski butstrapa novértéjumu novirzes visam metodém ir vienadas. Tatad,
ja bloka garums ir tuvs optimalajam bloku garumam, tad MBB un CBB metodes dod
visprecizakos rezultatus butstrapa novertejumiem.

Ir iespéjams salidzinat bloku butstrapa metodes daudz komplicetakiem 0, sadalijuma
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funkcionaliem. Lai novertetu sadalijjuma funkciju un kvantiles 6., stjudentizetai versijai,

1/4 yisam Getram bloku butstrapa metodem. Ari saja

optimalais bloka garums ir forma Cn
gadijuma precizakas izradas MBB un CBB metodes.

lepriekséjie rezultati parada salidzindjumu starp ¢etram bloku butstrapa metodém.
Carlstein, Do, Hall, Hesterberg un Kunsch ([19]) piedavaja saskanoto bloku butstrapa
metodi (no anglu valodas ,,matched block bootstrap” (MaBB)), kur bloki tiek parkarto-
ti, izmantojot Markova kédes. Pretéji zinamajam c¢etram metodem, MaBB parkartotie
bloki ir atkarigi. Pie zinamiem procesa strukturaliem nosacijumiem, tas ir, AR(p) vai
Markova, Carlstein paradija, ka MaBB izlases videjas vertibas dispersijas novertejumam
dispersija ir salidzinama ar NBB dispersijas novértéjumu, bet novirze ir ar mazaku kartu.
Tatad MaBB MSE ir ar mazaku kartu, ka cetram apskatitajam metodém. Rezultata,
procesos ar Markova strukturu MaBB darbojas labak pie optimalajiem bloku garumiem.
Visparigakam laikrindam, kuram nav obligata Markova struktira, Paparoditis un Politis

([20]) piedavaja konusveida bloku butstrapu (no anglu valodas ,,tapered block bootstrap”
(TaBB)) un paradija, ka TaBB darbojas labak ka MBB un CBB.
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8. Butstrapa pielietojums neparametriskaja regresija

Neparametriska regresija ir plasi pielietota metode statistika, kur nav nepieciesama
parametriska modela izvéle. Metodes galvena ideja ir novertet m(x) = E(Y|X = z), kur
X var biit gan viendimensionals, gan vairak dimensionals lielums. Saja nodala dosim isu
ieskatu regresijas konstruésana un divas gludinasanas parametra izvéles metodés. Apska-
tisim regresijas atlikumu struktiiru atkariba no regresijas modela. Talak paradisim ar
piemeru, ka ipasos gadijumos biezi lietotas metodes, gludinasanas parametra noteiksanai,

dod nepareizus rezultatus.

8.1. Neparametriskas regresijas konstrukcija

Apskatisim modeli Y; = m(X;) + €, kur {¢;} ir stacionara virkne ar videjo vertibu 0.
Parasta pieeja, novértéjot m(z), ir lietot kodolu gludinasanu un izvéléties atbilstosu svaru

funkciju w;. Nemsim
m(z) = wi(@)Y,
i=1

ka m(z) novertejumu, kur n ir dotas izlases apjoms. Viena no pieejam ir w; nemt, ka

Nadaraya-Watson kodolu novértéjumus

wi(r) = K ((z — Xi)/h) (Z K ((z — Xi)/h)> :

kur K (z) ir kodola funkcija ar ipasibam [ K(z)dz =1, [2K(x)dz =0, [2*K(z)dz > 0,
pie tam K (x) ir gluda. h ir gludinasanas parametrs.

Otra pieeja ir lietot lokalas linearas regresijas gludinataju, ko piedavaja Fan (1993),

kur

vi(z) = K((z—Xi)/h) (52— (x — X;)s1),
svo= Y K((z—X))/h)(x— X)) k=12
j=1
Abu metozu galvena problematika ir parametra h izvéele. Kodolu K izvele nav izskirosa.
m(z) atbilstibas kriteriji ir

MSE(z) = E (im(z) — m(z))* un MISE = /X E (i(x) — m(x))” dz.
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Talak aplukosim divas optimala gludinasanas parametra izveles metodes. Viena no
piedavatajam metodem ir krosvalidacijas metode. Definesim visparinatu atstat 20+ 1 ara
krosvalidacijas metodi ar lokalajiem linearajiem gludinatajiem. Merkis ir minimizet MISE

novertéjumu
n

MISE(h) =n" Y (1 (X;) — ¥))?

mi(X;) = ) wi(X;)V,

kur, lidzigi, ka ieprieks,

-1

wij = (@) | D wgle)+n?]

lk—j[>1
vij(z) = K((z = X;)/h) (525 — (z — Xi)sq ),
so= > K((X;=X)/h) (X; = X)F, k=1,2.

li—7]>1

Tad hop = minarg{mS\E(h)}. Visbiezak lietota ir atstat vienu ara jeb | = 0 kros-
validacija. ST metode dod labus rezultatus lielakaja dala no gadijumiem. Teorija par
neparametrisko regresiju nemta no [21].

Apskatisim otru h izveles metodi, balstitu uz butstrapu, kas aprakstita [22]. Pienem-
sim, kadu sakuma veértibu hg. Dazreiz hy izvélas péc augstak minétas krosvalidacijas
metodes. legisim My, (z) regresijas novertéjumu ar gludinasanas parametru hy. Katra

X; punkta iegusim atbilstosos atlikumus
€; :Y; —th(Xi), 1= 1,...,TL.

Sos atlikumus centresim

n

€i:ei—n*12q, izl,...,n
i=1
un normesim
€& =¢/(1—K()/nh), i=1,...,n,
kur K (z) ir kodola funkcija. Talak butstraposim iegiitos €j,. .., €, un iegsim butstrapa

izlasi €], ..., €. No butstrapotajiem atlikumiem iegiisim butstrapa izlasi Y7*,...,Y*

Y =iy (Xa) + €, i=1,...,n.

7
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Atkartosim butstraposanu B reizes un iegiisim B butstrapotas izlases. Katrai butstrapotai
izlasei novertesim savu mj;. Tad MISE novertejums ir

MISE(h) = (nB)™* Z Z (700 (X)) = g (X)), i =1,....m

Optimalais hp = minarg{l\ﬁS\E(h)}. Ir iespejams veidot iterativu proceduru, kur hg tiek
izvelets, ka ieprieksejas iteracijas hoy. Ka noradijis Faraway ([22]), tad $i procedara ir
lietojama ari heteroskedastiskiem atlikumiem.

Salidzinasim $1s metodes praktiski. No [23] iegusim CMB datus (saisinajums no anglu
valodas ,,cosmic microwave background radiation”). X; dati attelo temperatiras fluktu-
acijas frekvenci un Y; dati reprezenté fluktuaciju spéku katra frekvence. Dati paraditi 2.

attela.

20000
1

Spéks
10000
|

0
1

-10000
1

T T T T
0 200 400 600 800

Frekvence

2. att. CMB dati.

Noteiksim optimalos gludinasanas parametrus ar krosvalidacijas un butstrapa meto-
dem. Krosvalidacijas atstat vienu ara metodei meklésim optimalo h intervala no 2 lidz
70 ar soli 1. Atradisim katra sola noverteto MISE un izvelesimies to h, pie kura mS\E(h)

sasniedz savu minimumu.

51



MISE
10600000

10200000
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1

3. att. CMB datu @(h) krosvalidacijas atstat vienu ara metodei.

Krosvalidacijas metodes RTIS\E(h) sasniedz savu minimumu pie h = 47. Sis aif ir
krosvalidacijas optimalais gludinasanas parametrs.

Siem pasiem datiem aplikosim butstrapa metodi, optimala parametra h izvelei. Vei-
dosim divus iterativos procesus, kur pirmaja sakuma hy = 2, bet otraja hy = 50. Veiksim
10 iteraciju solus. Katra no iteracijam veidosim 500 butstrapa izlases un h soli nemsim

vienadu ar 1. Rezultati paraditi 4. attela.

50

a0

10

o -
[
~ -
@ -
o -
= 4

lteracijas

4. att.: CMB datu iteraciju rezultati butstrapa metodei. Pie iteracijas sola 0 h vertibas ir vienadas ar

sakuma hg izveéli.

Ka redzams, tad abas liknes tiecas uz vienu h = 40 vertibu. Tatad nemot jebkuru
sakuma vertibu no intervala [2, 50], iegtsim optimalo gludinasanas parametru 10 iteraciju
solos. Ka redzams, iteraciju rezultats nav atkarigs no sakuma hg izvéles, tacu iteraciju
solu skaitam jabit pietiekami lielam. Nemot mazaku soli un lielaku butstrapa izlasu

skaitu, rezultatus ir iespejams iegut precizakus.
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Attelosim datus ar iegiitajam regresijam un uzzimesim atlikumu autokorelaciju grafi-

kus. Seit un turpmak izmantosim lokalas linearas regresiias modeli.

20000
L

10000
L

20000
8

Spaks
10000
ACF

0

-10000
0

5. att.: CMB dati: (a) ar krosvalidacijas metodi izveletais h = 47 un (b) atlikumu autokorelaciju grafiks;

(c) ar butstrapa metodi izveletais h = 40 un (d) atlikumu autokorelaciju grafiks.

Abas metodes dod optimalu h izveli, un regresijas, kas balstitas uz Siem hgp, ir ar
nekoreletiem atlikumiem. Pie tam interesanti, ka butstrapa metode strada ari Saja gadi-
juma, kad atlikumi ir heteroskedastiski. Biitiba dota butstrapa procedira ir konstruéta
homoskedastiskiem atlikumiem, bet autors noradijis, ka tai vajadzétu darboties ari hete-

roskedastisku atlikumu gadijuma.

8.2. Regresijas atlikumu nozime modela izvéle

Saja nodala apskatisim regresijas atlikumus un paradisim to, ka no atlikumu neatka-
ribas nevar viennozimigi noteikt modela atbilstibu.

Konstruesim modeli y; = sin(37x;) + ¢; intervala z; € [0,1] ar ¢ = 1,...,100. Sim
modelim izvelesimies €;, kuri ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar videjo vertibu 0 un disper-
siju 0.01. Izmantosim programmas R procediru polyloc, kur gludinaSanas parametru
izvelesimies A = 0.1, un konstruesim noverteto regresiju. Veidosim otrus ¢; tadus, ka
E(e,€5) = e~ 0=l tatad atkarigus gadijuma lielumus ¢; ar videjo vertibu 0 un disper-

siju 1. So atkaribas struktiiru iegiisim ar GaussRF procediiru no programmas R. Ari saja
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gadijuma lietosim polyloc, lai konstruetu regresijas funkciju, pie tam gludinasanas para-
metru izvéelesimies h = 0.02. Regresijas un to atlikumu autokorelaciju grafiki ir apskatami

6. attéla.

.
ACF

Kara

ACF
0

6. att.: Simuletie dati: (a) lokalas linearas regresijas veidota regresijas likne ar parametru h = 0.1; (b)
atlikumu autokorelacijas; (c) lokalas linearas regresijas veidota regresijas likne ar parametru h = 0.02;

(d) atlikumu autokorelacijas.

Rezultati liecina par koreletiem atlikumiem pirmaja gadijuma un nekoreletiem otraja.
Talak attelosim 1sto regresijas likni y; = sin(37a;) un attélosim atlikumu autokorelacijas

grafikus.

54



7. att.: Simuletie dati: (a) 1sta regresijas funkcija; (b) atlikumu autokorelacijas; (c) ista regresijas

funkcija; (d) atlikumu autokorelacijas.

Tatad redzams, ka nepareizi konstruejot regresijas liknes (6.(a) un 6.(c) attelos), abos
gadijumos sledzieni par atlikumiem ir bijusi aplami. Pirmaja gadijuma ieguvam atkarigus
atlikumus, jo izvelétais gludinasanas parametrs h = 0.1 pargludinajae novérojumus, un
mazaks gludinasanas parametrs biutu atbilstosaks. Otraja gadijuma (6.(c) un 6.(d) attéli)
ieguvam neatkarigus atlikumus, kas neatbilst simuletajiem datiem(7.(d) attels). Saja
gadijuma parak mazs gludinasanas parametrs dod regresiju, kura ir konstruéta, nenemot
vera atlikumu atkaribas struktiru. ST pieméra ideja nemta no [24].

No iepriekseja piemera ir skaidrs, ka nepareiza gludinasanas parametra izvele var no-
vest pie aplamiem rezultatiem. Tomer ne vienmer var palauties uz atlikumu neatkaribu
pazimi un secinat, ka izveletais modelis ir labs. Hart ([25]) paradija, ka daudzas glu-
dinasanas parametra izvéles metodes, ieskaitot korsvalidaciju, dod nepareizus rezultatus

gadijumos, kad atlikumi no regresijas funkcijas ir koreléti.

8.3. Beveridzas indeksu dati

Aplikosim Beveridzas graudu cenu indeksus, kuri ir iegiistami no programmas R. Dati

ir gada vidéjie Eiropas graudu cenu indeksi no 1500. lidz 1869.gadam, skatit 8. attela.
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8. att. Beveridzas cenu indeksu dati.

Pielietosim krosvalidacijas un butstrapa metodes, lai atrastu neparametriskas regresi-
jas gludinasanas parametru. Krosvalidacijas atstat vienu ara metodei lietosim soli 0.5 un
gludinasanas parametru meklesim intervala [0,50]. Atradisim katra sola noverteto MISE
un izvelesimies to h, pie kura RTIS\E(h) sasniedz savu minimumu. Butstrapa procedira
veiksim 30 iteraciju solus ar pieciem dazadiem sakuma hy = 2,5,10,30,50. Katra no
iteracijas soliem veidosim 2000 butstrapa izlases un meklesim h,,; ar soli 0.5 pa intervalu

[0,50].

900
L

800
L

MISE
h

700
20
-

600
|
<
10
!
Vs
e

T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 0 5 10 15 20 2 30

h eracijas

(a) (b)

9. att.: Beveridzas indeksu datu regresijas optimala gludinaganas parametra izvéle: (a) korsvalidacijas
novértéta MISE; (b) butstrapa iteraciju rezultats (pie iteracijas sola 0 h vértibas ir vienadas ar sakuma

ho izvéli) .

Pec krosvalidacijas metodes esam ieguvusi h,y, = 2.5. Butstrapa metodei ar sakuma
ho = 2 redzams, ka h izvele paliek nemainiga visos iteraciju solos. Paréjam iteracijam ar
ho = 5,10, 30,50 gludinasanas parametrs iteraciju beigas dod vértibu 6. To ar1 izvélési-
mies par optimalo h,y,. Ar Siem parametriem veidosim regresijas un attelosim regresiju

atlikumu autokorelaciju grafikus.
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10. att.: Beveridzas indeksu dati: (a) ar krosvalidacijas metodi izveletais h = 2.5 un (b) atlikumu

autokorelaciju grafiks; (c) ar butstrapa metodi izveletais h = 6 un (d) atlikumu autokorelaciju grafiks.

Regresija, kuras gludinaSanas parametrs ir ieguts pec krosvalidacijas metodes, ir tuva
datu interpolacijai. Butstrapa metodes dotais gludinasanas parametrs hy = 6 dod regre-
siju, kura ari, skiet, parak seko datiem. Redzams, ka abam regresijam, atlikumi uzrada
korelacijas pazimi, pie tam, ar butstrapu veidotajai regresijai, korelacijas, skiet, lielakas.
Sis piemers rada, ka krosvalidacijas un butstrapa metode nedod labus rezultatus.

Risinajumu piedavaja Hall, Lahiri un Polzehl ([21]), saistiba ar bloku butstrapu. ST
metode ir modificéta butstrapa metode, ko apskatijam ieprieks. Galvena atskiriba ir ta,
ka sakotnéji tiek lietoti divi sakuma hg; un hge. Ar hg; iegist atlikumu izlasi prieks
butstrapa, bet ar hgy iegiist regresijas likni, pie kuras pievieno butstrapotos atlikumus.
Saja gadijuma lieto bloku butstrapu, lai saglabatu atlikumu atkaribas struktiiru. Autori
ir noradijusi, ka jaizvelas hgy = C’hf’){g. Diemzel konstante C' ir aizklata forma, kuru
praktiski ir gruti iegut.

Miusu gadijuma lietosim hg; = hge un bloku butstrapa procedirai izmantosim MBB
metodi. Saja gadijuma MBB metode, skiet, ir vispiemérotaka, jo, ki zinams, ta uzliek
mazakus svarus izlases sakuma un beigu elementiem pie butstraposanas, bet neparamet-

riskaja regresija ir gadijumi, kad regresija pie robezam strada slikti. Hall, Lahiri un
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Polzehl pat iesaka atmest atlikumu izlases sakuma un beigu elementus. leviesot bloku
butstrapu, paradas optimala bloka garuma problematika. Sim piemeram izvelesimies 3
bloku garumus [ = 5,10, 20, ar tiem veiksim 2000 butstrapa izlases. Sakuma fiksesim
hor = ho2 = 2,5,10,30,50. Meklesim optimalo h,, intervala [0,50] ar soli 1. Visu tris

bloku garumu iteraciju rezultati apskatami 11. attela.

RN 2

11. att.: Beveridzas indeksu datu iterativas bloku butstrapa proceduras: (a) ar bloku garumu [ = 5; (b)

ar bloku garumu [ = 10; (c) ar bloku garumu [ = 20.

Redzams, ka ar sakuma vértibam hg; = 2,5, 10, iteraciju laika parametrs h nemainas,
kas, iespejams, skaidrojams ar to, ka, iegutie atlikumi slikti reprezente patieso atkaribas
strukttaru, kuru nav iespejams atjaunot ar butstrapu. Tas pats sakams par iteracijas pro-
cesiem, kur bloku garums [ = 5, kur iterdciju rezultati kritas visiem hg;. Par optimaliem
izvelesimies rezultatus, kur [ = 10,20 un hy = 30,50. Pie [ = 10 bloku butstrapa itera-
ciju process dod h,, = 22, bet, ja I = 20, tad h,y = 38. Tatad esam izvelejusies divus
optimalos gludinasanas parametrus.

Attelosim regresijas ar iegiitajiem gludinasanas parametriem.
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12. att.: Beveridzas indeksu dati: (a) ar bloku butstrapa metodi izveletais h = 22 un (b) atlikumu
autokorelaciju grafiks, (c) ar bloku butstrapa metodi izveletais h = 38 un (d) atlikumu autokorelaciju

grafiks.

Lai gan optimalie h,, pie abiem bloku garumiem atskiras gandriz divas reizes, tomer
regresijas liknes ir lidzigas. Tas skaidrojams ar to, ka datu apjoms ir pietiekami liels pret
gludinosajiem parametriem. legiitas regresijas pret novérotajiem Y7, ..., Y, dod atlikumus
ar korelacijas pazimem.

Savas publikacijas Hart ([25] un [26]) deva metodi, ka novertet regresiju ar kodola
gludinatajiem, kad dati ir koreléti. Sai metode tiek veidota korelacijas struktira, kura
tiek noverteta un nemta vera izveloties optimalo h,,. Praktiskaja dala tika apskatiti Be-
veridzas indeksu dati. Datiem tika veidotas divas atkaribas strukturas: AR(1) un AR(2).
Atkariba no izveleta modela, tika iegiiti divi optimalie regresijas gludinasanas parametri
Popt, ar(1y = 37 un hop are) = 24, kas ir salidzinami ar masu bloku butstrapa metodes
rezultatiem. Rezultatu lidzibas ir izskaidrojamas, jo art mes, lietojot divus dazadus bloku

garumus [ = 10 un [ = 20, pienemam dazadas atkaribas struktiras.
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9. Secinajumi

Butstrapa metode ir plasi pielietota praksé neatkarigiem un vienadi sadalitiem datiem.
Tac¢u ta nav piemérota datiem ar atkaribas struktiru. Apskatijam vienkarsu pieméru, kad
sadas butstrapa metodes nav lietojamas atkarigiem datiem, jo dod nepareizu dispersiju.

Talak paradijam bloku butstrapa metodes atkarigiem datiem un devam tas ipasibas
dazos pielietojumos. No teorijas paradijam, ka CBB un MBB metodes dod labakos pa-
rametra dispersijas un novirzes novertéjumus neka NBB un SB metodes, ko méginajam
paradit art praktiski. Savukart, ja miusu intereséjosa butstrapa statistika ir ar centre-
josu lielumu tadu, kas vienads ar butstrapa matematisko ceribu sadam lielumam, tad
prieksrociba ir CBB un SB metodém, jo centréjosa vértiba ir vienada ar sakuma izlases
attiecigo parametru. MBB un NBB metodem S§is centrejosais parametrs ir speciala forma,
ne vienmer praktiski viegli iegistams. Tapéc butu uzsverama CBB metodes prieksrociba
par MBB metodi.

Neatkarigi no izveletas bloku butstrapa metodes, eksiste divas butstrapa pieejas: ,,nai-
va” un ,,vienkarsa”. Ja izveleta butstrapa statistika ir atkariga ne tikai no atseviskiem
izlases elementiem, bet ari no to savstarpéjam kombinacijam, tad ,,vienkarsa” metode bi-
tu rekomendéjama $ados gadijumos. Ka pieméru darba paradijam gadijumu, kad miisu
interesejosa statistika ir izlases kovariacijas novertéjums ar kartu 2. Ar datu simulaci-
ju, palidzibu redzéjam, ka ,,vienkarsas” pieejas rezultati ir stabilaki pie dazadiem bloku
garumiem, salidzinot ar ,,naivo” pieeju.

Praktisku pielietojumu bloku butstrapa metodei apskatijam neparametriskas regresijas
gadijuma, kad regresijas atlikumi ir koreleti. Sados gadijumos popularas gludinasanas pa-
rametra izvéles procediiras nestrada un dod joslas platuma noveértéjumu, ar kuru regresija
gandriz interpolé datus. Savukart butstrapa metodes pielietojums dot ticamus rezulta-
tus, jo tiek nemta vera atlikumu atkariba. So dalu praktiski veicam ar Beveridzas cenu
indeksu datiem un ieguvam divus gludinasanas parametrus, kuri ir salidzinami ar citas
publikacijas iegiitajiem rezultatiem. Secinajumus par to, kur§ no diviem parametriem
un kura no regresijam butu visprecizaka, atstajam atvertus, jo tie ir atkarigi no datu
interpretacijas un pienemumiem par to atkaribu. Lai to noteiktu, butu javeido piemeri ar
simulétiem datiem, kad ista regresijas funkcija ir zinama. lespéjams, bitu japilnveido do-
ta metode heteroskedastisku atlikumu gadijuma. Kaut gan no piemériem redzéjam, ka ari
Sajos gadijumos metode strada, tacu ta sakotneji tika veidota homoskedastisku atlikumu

gadijuma. Seit bitu izmantojamas butstrapa metodes, kas paredzetas heteroskedastisku
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atlikumu gadijuma, kombinetas ar bloku butstrapa metodem.

Visbeidzot varam secinat par bloku butstrapa metozu praktisku pielietojumu un, ie-
spéjamu, talaku attistibu. Pirmkart ir jauzsver tas, ka visas butstrapa metodes ir loti
darbietilpigas no datoru resursu viedokla, tapéc viens no praktiskas datorzinatnes un
matematikas izaicinajumiem butu meklet efektivakus algoritmus, lai butstrapa metodes
padaritu ikdiena pieejamakas. Si problema ipasi jutama bitu finansu joma, kur parasti
datu apjoms ir liels un pat misdienu datoram butstrapa procedira butu liels parbau-
dijums. Otrs virziens ir pasu matematisko modelu izstrade. Cetras apskatitas bloku
butstrapa metodes ir plasi izmantojamas, jo ir vaji nosacijumi to lietosanai, bet cena par
to ir lielakas novirzes novertétajiem parametriem. Jau pieminéjam, ka eksisté bloku but-
strapa metodes, pieméram, MaBB un TaBB, kuras dod precizakus rezultatus, ka MBB,
NBB, CBB un SB. Pie tam atkarigu datu gadijuma eksiste ari citas butstrapa metodes,
piemeéram, sieta butstraps (no anglu valodas ,,sieve bootstrap”), kurs tapat, ka MaBB un

TaBB, dod labus rezultatus, bet ar papildus nosacijumiem.
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11. Pielikumi

Butstrapa neatbilstiba atkarigiem datiem:

#Sakuma parametri
nn<-50

b<-1000

1<-10

£i<-0.2
theta<--0.4

#Datu generesana
x1<-arima.sim(list(ar=c(fi) ,ma=c(theta)),n=nn)
plot(x1)

#Teoretiska vertiba

gamma<-c()

gamma[1]<-(1+theta*fi+theta~2)/(1-£fi~2)

i<-2

while (abs(gamma[i-1]1)>0.001){
gamma[i]<-(1+theta*fi)* (fi+theta)/(1-fi"2)*fi~(i-2)
i<-i+1}
var.theor<-gamma[1]+2*sum(gamma[2: length (gamma)])

#Bloku butstrapa funkcija
nbb.mean<-function(fdata,fl,fbl){
mean(fdatal1: (£1*£b1)1)}

nbb . fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){

bootsamp<-c()

samp<-sample (fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:£fk0){

bootsamp<-c(boot samp, fdatal (F1* (samp[£i]-1)+1) : (F1x(samp[£i]-1)+£1)1)}
sqrt (fn) * (mean (bootsamp[1:fn])-nbb.mean(fdata,fl,fbl))}

#Butstrapa funkcija
iidb.fun<-function(fdata,fn){
bootsamp<-sample (fdata,fn,replace=TRUE)

sqrt (fn) * (mean (bootsamp[1:fn])-mean(fdata))}

#Monte-Carlo
nbb.sample<-sapply(1:b,function(i) (nbb.fun(x1,nn,1,ceiling(nn/1),ceiling(nn/1)*1,floor(nn/1))))
iddb.sample<-sapply(1:b,function(i) (iidb.fun(x1,nn)))

#Rezultati

mean (nbb.sample)
mean(iddb.sample)
var (nbb.sample)
var(iddb.sample)

,,Naivais” un ,,vienkarsais” butstraps:

#Sakuma parametri
nn<-102

k<-2

1<-25

b<-1000

£i<--0.5
theta<-0.8

#Datu generesana
x0<-arima.sim(list(ar=c(fi) ,ma=c(theta)),n=nn)
plot(x0)

#Simulacijas
cov.k<-(1+theta*fi)*(fi+theta)/(1-£i~2)*fi" (k-1)

acf (x0,type="covariance") [k]
n.sim<-10000

disp<-function(){

sim.disp<-arima.sim(list (ar=c(fi),ma=c(theta)),n=nn)
covv.disp<-function(j){
sim.disp[j+k]*sim.disp[j]-mean(sim.disp[1:(nn-k)1)"2}
sqrt (nn-k)* (mean (sapply(1: (nn-k),covv.disp))-cov.k)}

cov.disp<-mean(sapply(1:n.sim,function(i)disp())"2)
#Butsrapi

#0rdinary

ord.k0<-ceiling((nn-k)/1)

ord.bn<-ord.k0*1

x<-array(,c(nn-k,2))

x[,11<-x0[1: (an-k)]
x[,2]<-sapply(1: (nn-k),function(i) (xO[il*x0[i+k]))

smooth<-function(a,b){
b-a~2}

#MBB
ord.mbb.bl<-nn-k-1+1

ord.mbb.mjul<-sum(sapply(1:ord.mbb.bl,function(i) ((ord.k0-1)*sum(x[i:(i+1-1),1])+sum(x[i:(i+nn-k-(ord.k0-1)*1-1),11))))/ord.mbb.bl/ (nn-k)
ord.mbb.mju2<-sum(sapply(1:ord.mbb.bl,function(i) ((ord.k0-1)*sum(x[i:(i+1-1),2])+sum(x[i:(i+nn-k-(ord.k0-1)*1-1),21))))/ord.mbb.bl/ (nn-k)

ord.mbb.fun<-function(){

bootsampi<-c()
bootsamp2<-c ()
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samp<-sample (ord.mbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)

for (fi in 1:o0rd.k0){

bootsamp1<-c(bootsampl,x[samp[£i]: (samp[£i]+1-1),1])

bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp [fil : (samp [fi]+1-1),2]1)}

sqrt (nn-k) * (smooth(mean (bootsamp1[1: (nn-k)]) ,mean(bootsamp2[1: (nn-k)]))-smooth(ord.mbb.mjul,ord.mbb.mju2))}

ord.mbb.£i<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.mbb.fun())"2)/b

#NBB
ord.nbb.bl<-floor((nn-k)/1)

ord.nbb.mjui<-mean(x[1: (ord.nbb.blx1),1])
ord.nbb.mju2<-mean(x[1: (ord.nbb.blx1),2])

ord.nbb. fun<-function(){

bootsampi<-c()

bootsamp2<-c ()

samp<-sample (ord.nbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)

for (fi in 1:o0rd.k0){

bootsampi<-c(bootsampl,x[(1*(samp[fil-1)+1): (1*(samp[£fil-1)+1),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[(1*(samp[£fi]-1)+1): (1x(samp[fil-1)+1),21)}

sqrt (nn-k) * (smooth(mean (bootsamp1[1: (nn-k)]) ,mean(bootsamp2[1: (nn-k)]))-smooth(ord.nbb.mjul,ord.nbb.mju2))}

ord.nbb. £i<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.nbb.fun())"2)/b

#CBB
ord.cbb.bl<-nn-k

ord.cbb.mjul<-mean(x[,1])
ord.cbb.mju2<-mean(x[,2])

ord.cbb. fun<-function(){

bootsampi<-c()

bootsamp2<-c ()

samp<-sample (ord.cbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)

for (fi in 1:o0rd.k0){
bootsamp1l<-c(bootsampl,x[samp[fil:min(samp[£fi]+1-1,nn-k),1],x[0:max(0,samp[fil+1-1-(nn-k)),1]1)
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp[fi] :min(samp[fil+1-1,nn-k),2],x[0:max(0,samp[fi]+1-1-(nn-k)),21)}

sqrt (nn-k) * (smooth(mean (bootsamp1[1: (nn-k)]) ,mean(bootsamp2[1: (nn-k)]))-smooth(ord.cbb.mjul,ord.cbb.mju2))}

ord.cbb.£i<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.cbb.fun())"2)/b

#SB
ord.sb.bl<-nn-k

ord.sb.mjul<-mean(x[,1])
ord.sb.mju2<-mean(x[,2])

ord.sb.fun<-function(){

1k<-c()

while (sum(1k)<ord.sb.bl){

1k<-c(1k,rgeom(1,1/1))

1k<-1k[1k>01}

bootsampi<-c()

bootsamp2<-c ()

samp<-sample(ord.sb.bl,length(1k),replace=TRUE)

for(fj in 1:length(lk)) {
bootsampi<-c(bootsampl,x[samp[fj]:min(samp[£jI1+1k[£fj]-1,nn-k),1],x[0:max(0,samp[£j1+1k[£j]1-1-(nn-k)),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp [fj]:min(samp[fj1+1k[fj]-1,nn-k),2],x[0:max(0,samp[£fj]+1k[£j]l-1-(nn-k)),2]1)}
sqrt (nn-k) * (smooth(mean (bootsamp1[1: (nn-k)]) ,mean(bootsamp2[1: (nn-k)]))-smooth(ord.sb.mjul,ord.sb.mju2))}

ord.sb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.sb.fun())"2)/b

#Naive
nai.kO<-ceiling(nn/1)
nai.bn<-nai.k0x*1

#MBB
nai.mbb.bl<-nn-1+1

nai.mbb.mju<-mean(sapply(1: (nn-k),function(i) (x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1: (nn-k)1)"2

nai.mbb.fun<-function(){

bootsamp<-c()

samp<-sample (nai.mbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)

for (fi in 1:nai.k0){

bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[fi]: (samp [fi]+1-1)1)}

sqrt (nn-k) * (mean(sapply (1: (nn-k) ,function(i) (bootsamp[il*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1i: (nn-k)])"2-nai.mbb.mju)}

nai.mbb.fi<-sum(sapply(1l:b,function(i)nai.mbb.fun())"2)/b

#NBB
nai.nbb.bl<-floor(nn/1)

nai.nbb.mju<-mean(sapply(1: (nai.nbb.bl*1-k),function(i) (x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1: (nai.nbb.bl*1-k)])"2

nai.nbb.fun<-function(){

bootsamp<-c()

samp<-sample(nai.nbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)

for (fi in 1:nai.k0){

bootsamp<-c(bootsamp,x0[(1* (samp[£fil-1)+1): (1*(samp[fil-1)+1)1)}

sqrt (nn-k) * (mean(sapply (1: (nn-k) ,function(i) (bootsamp[il*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1: (nn-k)])"2-nai.nbb.mju)}

nai.nbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.nbb.fun())"2)/b

#CBB
nai.cbb.bl<-nn

nai.cbb.mju<-mean(sapply(1: (nn-k),function(i) (x0[il*x0[i+k])))-mean(xO0[1: (nn-k)1)"2
nai.cbb.fun<-function(){

bootsamp<-c()
samp<-sample(nai.cbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)
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for (fi in 1:nai.k0){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[fil :min(samp[fil+1-1,nn-k)],x0[0:max(0,samp[fi]+1-1-(nn-k))1)}
sqrt (nn-k) *(mean(sapply (1: (nn-k) ,function(i) (bootsamp[il*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1: (nn-k)])"2-nai.cbb.mju)}

nai.cbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.cbb.fun())"2)/b

#SBB
nai.sb.bl<-nn

nai.sb.mju<-mean(sapply(1:(nn-k),function(i) (x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1: (nn-k)])"2

nai.sb.fun<-function(){

1k<-c()

while(sum(1lk)<nai.sb.bl){

1k<-c(1lk,rgeom(1,1/1))

1k<-1k[1k>01}

bootsamp<-c()

samp<-sample(nai.sb.bl,length(1lk),replace=TRUE)

for(fj in 1:length(1lk)){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[£fj]:min(samp[fj1+1k[fj]-1,nn-k)],x0[0:max(0,samp[£jl+1k[£fj]1-1-(nn-k))1)}

sqrt (nn-k) *(mean(sapply (1: (nn-k) ,function(i) (bootsamp[il*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1: (nn-k)])"2-nai.sb.mju)}

nai.sb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.sb.fun())~2)/b

#Rezultati
ord.mbb.fi
ord.nbb.fi
ord.cbb.fi
ord.sb.fi

nai.mbb.fi
nai.nbb.fi
nai.cbb.fi
nai.sb.fi

MBB, NBB, CBB un SB salidzinajums:

#Biblioteka
library(MASS)

#Sakuma nosacijumi
nn<-400

k<-2000

b<-500

1<-20

phi<-0.6
theta<--0.1

#Datu generesana
x4<-arima.sim(list(ar=c(phi),ma=c(theta)),n=nn)

#Butstrapa funkcijas

#MBB

mbb.mean<-function(fdata,fl,fn){
1/(fn-f1+1)*(fn*mean(fdata)-1/f1xsum(sapply(1: (£1-1),function(i) ((f1-i)*(fdatal[i]l+fdatalfn-i+1]1)))))}

mbb . fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
bootsamp<-c()

samp<-sample (fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:£fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdatalsamp[fil: (samp[£i]+£f1-1)1)}
sqrt (fn) * (mean (bootsamp[1:£n])-mbb.mean(fdata,fl,fn))}

#NBB
nbb.mean<-function(fdata, £1,£b1){
mean(fdatall: (f1x£b1)1)}

nbb . fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){

bootsamp<-c ()

samp<-sample (fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:£fk0){

bootsamp<-c(bootsamp,fdatal (f1*(samp[£i]-1)+1): (f1x(samp[fil-1)+£1)1)}
sqrt (£n) * (mean (bootsamp[1:£n])-nbb.mean(fdata,f1l,fbl))}

#CBB

cbb . fun<-function(fdata,fn,£1,£k0,£bn,fbl){

bootsamp<-c()

samp<-sample (fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:£fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdatalsamp[fi]:min(samp[fil+f1-1,fn)],fdatal0:max(0,samp[fil+f1-1-fn)]1)}
sqrt (fn) * (mean (bootsamp[1:£n])-mean(fdata))}

#SB
sb.fun<-function(fdata,fn,f1l,£k0,fbn,fbl){
1k<-c()

while(sum(1k)<fbl){

1k<-c(1lk,rgeom(1,1/£1))

1k<-1k[1k>01}

bootsamp<-c()

samp<-sample(£fbl,length(lk) ,replace=TRUE)
for(fj in 1:length(1lk)) {

bootsamp<-c (bootsamp, fdata[samp[£j] :min(samp[£j]1+1k[£j]1-1,£n)],fdata[0:max(0,samp [£j]1+1k[£j]1-1-£n)1)}
sqrt (fn) * (mean (bootsamp[1:fn])-mean(fdata))}

#Butstrapa procedura

x4.fi.mbb<-array(,c(k,1-1))
x4.fi.nbb<-array(,c(k,1-1))
x4.fi.cbb<-array(,c(k,1-1))
x4.fi.sb<-array(,c(k,1-1))

for (11 in 2:1){

k0<-ceiling(nn/11)
bn<-k0*11
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mbb.bl<-nn-11+1

nbb.bl<-floor(nn/11)

cbb.bl<-nn

sb.bl<-nn

for (kk in 1:k){

st<-Sys.time()
x4.fi.mbb[kk,11-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)mbb.fun(x4,nn,11,k0,bn,mbb.bl))"2)
x4.fi.nbb[kk,11-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)nbb.fun(x4,nn,11,k0,bn,nbb.bl))"2)
x4.fi.cbb[kk,11-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)cbb.fun(x4,nn,11,k0,bn,cbb.bl))"2)
x4.fi.sb[kk,11-1]<-mean(sapply(l:b,function(i)sb.fun(x4,nn,11,k0,bn,sb.bl))"2)
bt<-Sys.time ()

print(c(11,kk,bt-st))}}

#Teoretiskais fi

gamma<-c ()

gamma[1]<- (1+theta*phi+theta~2)/(1-phi~2)

i<-2

while (abs(gammali-11)>0.001){
gamma[i]<-(1+theta*phi)*(phi+theta)/(1-phi~2)*phi~(i-2)
i<-i+1}

var.theor<-gamma[1]+2*sum(gamma[2:length(gamma)])

#Grafiki
mse .mbb<-c()
mse .nbb<-c()
mse . cbb<-c()
mse.sb<-c()

for (i in 2:1){

mse.mbb[i-1]<-mean((x4.fi.mbb[,i-1]-var.theor) ~2)
mse.nbb[i-1]<-mean((x4.fi.nbb[,i-1]-var.theor) ~2)
mse.cbb[i-1]<-mean((x4.£fi.cbb[,i-1]-var.theor) ~2)
mse.sb[i-1]<-mean((x4.fi.sb[,i-1]-var.theor) 2)}

plot(2:1,mse.mbb,type="1",x1im=c(0,23),ylab="MSE",xlab="1")
text(21,0,"MBB")

lines(2:1,mse.nbb,type="1")

text (21,2, "NBB")

lines(2:1,mse.cbb,type="1")

text(21,0.5,"CBB")

lines(2:1,mse.sb,type="1")

text(21,1,"SB")

Atlikumu analize:

#Bibliotekas
library(RandomFields)
library(KernSmooth)

#Sakuma parametri
n<-100
x<-(1:n)/n
sigma<-1
lamda<-70

#Atkarigi atlikumi
g.sim<—GaussRF(x=lamda*x,grid=F,model=“exponential",param=c(mean=0,variance=sigma,nugget=0,scale=1))

y<-sapply(x,function(i) (sin(3*pi*i)))
plot(x,y,type="1")

e<-y+g.sim
sm.m<-locpoly(x,e,bandwidth=0.02,gridsize=n)

plot(x,e,ylab="y")
lines(x,sm.m$y)
lines(x,y)

acf (e-sm.m$y,main="")
acf(g.sim,main="")

#Neatkarigi atlikumi
g.sim<-rnorm(100,0,sqrt(0.01))

y<-sapply(x,function(i) (sin(3*pi*i)))

e<-y+g.sim
sm.m<-locpoly(x,e,bandwidth=0.1,gridsize=n)

plot(x,e,ylab="y")
lines(x,sm.m$y)
lines(x,y)

acf (e-sm.m$y,main="")
acf (e-y,main="")

Butstrapa un krosvalidacijas metodes:

#Bibliotekas
library(KernSmooth)
library(tseries)
library(boot)

#Butstraps
hbi<-function(fx,fy,fh0,fhmin,fhmax,fhsolis,fb,f1){
£n<-length(£fx)
m0<-locpoly(fx,fy,bandwidth=fh0,gridsize=fn)
epsilon<-0

o<~ ((fy-mO$y-mean(fy-m0$y))/(1-1/sqrt (2xpi) /fn/£fh0)) [(epsilon+1) : (fn-epsilon)]
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ne<-length(e)
mh<-array(,c((fhmax-fhmin)/fhsolis+1,2))

for (hh in seq(fhmin,fhmax,by=fhsolis)){
bootfun<-function(bfdati){

ysamp<-m0$y+bfdatil[1:£n]
(locpoly(fx,ysamp,bandwidth=hh,gridsize=fn)$y-m0$y) "2}
msamp<-tsbootstrap(e,bootfun,nb=fb,b=F1,type="block" ,m=1)
mh[hh/fhsolis-fhmin/fhsolis+1,1]<-hh
mh[hh/fhsolis-fhmin/fhsolis+1,2]<-mean(msamp$statistic)}
mh}

#MCV
kod<-function(fx){
1/sqrt (2*pi)*exp(-£x~2/2)}

skj<-function(fx,fj,fl,fk,fdati,fh){
aaa<-c(((£j-f1)*sign(sign(£j-£1)+1)): (£j+£1))
sum(kod ((fx-fdati[-aaal)/fh)*(fx-fdati[-aaal) "fk)}

vij<-function(fx,fi,fj,fl,fdati,fh){
kod ((£x-fdati[£i])/£h)* (skj (£x,£j,£1,2,fdati,fh)- (£x-fdati[£i])*skj(fx,£j,£1,1,fdati,£h))}

wi<-function(fx,fi,fj,fl,fdati,fh){

fn<-length(fx)

aaa<-c(((£j-f1)*sign(sign(£j-£1)+1)): (£j+£1))
vij(fx,fi,fj,fl,fdati,fh)/(sum(vij(fx,-aaa,fj,f1l,fdati,fh))+1/fn"2)}

mxj<-function(fx,fj,fl,fxdati,fydati,fh){
aaa<-c(((£j-fl)*sign(sign(£j-£1)+1)): (£j+£f1))
sum(wi (fx,-aaa,fj,fl,fxdati,fh)xfydati[-aaal)}

hmcv<-function(fxdati,fydati,fl,fhmin,fhmax,fhsolis){
mise<-array(,c(2,round((fhmax-fhmin)/fhsolis)+1))

fn<-length(fxdati)

for (j in seq(fhmin,fhmax,by=fhsolis)){

ss<-mean((sapply (1:fn,function(i) (mxj(fxdatilil,i,f1,fxdati,fydati,j)))-£ydati)2)
mise[1, (j-fhmin) /fhsolis+1]<-j

mise[2, (j-fhmin)/fhsolis+1]<-ss

print ((j-fhmin)/fhsolis+1)}

mise}

#IDD butstraps

hi<-2

1<-1

h.sadal<-c()

for (i in 1:30)

{

a<-Sys.time()
mise.h<-hb1(x,y,hi,2,50,1,2000,1)
h.sadal[il<-mise.h[order(mise.h[,2])[1],1]
hi<-h.sadal[il

b<-Sys.time()

print(c(i,b-a))

i

#Bloku butstraps

hi<-2

1<-5

h.sadal<-c()

for (i in 1:30)

{a<-Sys.time ()
mise.h<-hb1(x,y,hi,2,50,1,2000,1)
h.sadal[i]l<-mise.h[order(mise.h[,2])[1],1]
hi<-h.sadall[i]

b<-Sys.time ()

print(c(i,b-a))}
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