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Anotâcija

Darbâ ir aprakstîts butstrapa metodes pielietojums atkarîgiem datiem. Ir apskatîta

bloku butstrapa metoþu konstruçðana, parâdîta un salîdzinâta to darbîbas efektivitâte.

Tâpat apskatîti îpaði gadîjumi, kad novçrtçjamais parametrs ir izsakâms, kâ gluda funkcija

no izlases vidçjâs vçrtîbas, kâ kâdu vienâdojumu atrisinâjums un kâ diferencçjams fun-

kcionâlis. Darba nobeigumâ ir apskatîts butstrapa metodes pielietojums neparametriskâs

regresijas gadîjumâ, kad klasiskâs metodes, kas balstîtas uz neatkarîgiem novçrojumiem,

nedarbojas.

Atslçgas vârdi: datu pârkârtoðana, bloku butstraps, atkarîgi dati, laikrindas, nepara-

metriskâ regresija.



Annotation

This paper is concerned with the application of bootstrap for dependent data. Block

bootstrap methods are analyzed and compared to each other. Some general classes of

estimators that may be represented as smooth function of sample means, as solution of

equations and as differentiable functionals are reviewed. Finally, block bootstrap methods

are introduced in the context of nonparametric regression where common methods are not

effective or do not work.

Key words: resampling, block bootstrap, dependent data, time series, nonparametric

regression.
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1. Ievads

Lîdz ar mûsdienu datoru attîstîbu, arî statistikas nozarç nozîmîgu vietu ir ieòçmuðas

metodes, kas balstîtas uz pastiprinâtu datoru resursu izmantoðanu. Viena no tâdâm ir

butstrapa metode. Butstrapa metodi piedâvâja un noformulçja Efron (skatît [1]). Kopð

tâs parâdîðanâs, butstrapa metode ir devusi iespçju risinât statistiskas problçmas ar vien-

kârðotiem modeïu pieòçmumiem. Butstrapa metodes bûtîba ir konstruçt attiecîbu starp

populâciju un izlasi. Tâ pieòem doto izlasi X1, . . . , Xn, kâ labi reprezentçjoðu priekð po-

pulâcijas, un veido butstrapa izlases X∗1 , . . . , X
∗
n, kâ realizâcijas no populâcijas. Visbieþâk

butstrapa izlases elementi tiek iegûti, kâ gadîjuma izlase ar atkârtojumiem no sâkuma

X1, . . . , Xn ar vienâdâm varbûtîbâm (neparametriskais butstraps). Taèu ir iespçjams

konstruçt parametrisku butstrapa metodi, kad butstrapa izlase tiek veidota pçc kâda zi-

nâma sadalîjuma likuma. Interesçjoðais parametrs θ, piemçram, θ = EX1, tiek novçrtçts

ar butstrapa izlaðu palîdzîbu. Patiesîbâ butstrapa metodes galvenâ ideja ir apskatît no-

vçrtçtâ θ sadalîjuma likumu, nevis paðu parametra θ novçrtçjumu. Pie tam ir parâdîts,

ka butstrapa aproksimâcija sadalîjuma funkcijai ir precîzâka, kâ klasikâ Centrâlâs robeþas

teorçmas aproksimâcija.

Tâ kâ iespçjamo butstrapa izlaðu skaits ir nn, tad tieða butstrapa novçrtçjuma aprç-

íins ir sareþìîts, pat neiespçjams. Ðajâ vietâ liela loma tiek uzticçta datora aprçíiniem,

lietojot Monte-Carlo simulâcijas. Ar X∗(j)1 , . . . , X
∗(j)
n apzîmçsim vienas butstrapa izlases

realizâciju j = 1, . . . , B, kur B ir butstrapa izlaðu skaits. Tad pçc lielo skaitïu likuma, ap-

rçíinot katras butstrapotâs izlases interesçjoðo parametru, vidçjais parametrs dod precîzu

parametra novçrtçjumu.

Singh ([2]) parâdîja piemçru, kad, augstâk minçtâ, butstrapa metode dod aplamus

rezultâtus atkarîgiem novçrojumiem. Taèu ir butstrapa metodes, kas dod rezultâtus arî

datiem ar atkarîbas struktûru. Ðajâ gadîjumâ butstrapa metodes mçríis ir nepazaudçt

datu atkarîbas struktûru, pârkârtojot elementus. Vienas no vienkârðâkajâm un efektîvâ-

kajâm ir bloku butstrapa metodes, ko piedâvâjuði Hall ([3]), Carlstein ([4]), Kunsch ([5]),

Liu un Singh ([6]) un citi. Bloku butstrapa metodes pârkârto blokus ar elementiem tâ,

lai bloki savâ starpâ bûtu neatkarîgi. Bloku butstrapa metodes balstâs uz nosacîjumiem

par vâji atkarîgiem novçrojumiem X1, . . . , Xn, ko raksturo jaukto procesu koeficienti.

Viens no butstrapa pielietojumiem ir neparametriskâs regresijas joslas platuma jeb

gludinâðanas parametra izvçle. Neparametriskâs regresijas gludinâðanas parametrs ir at-

karîgs no regresijas atlikumu struktûras. Gadîjumâ, kad atlikumi ir atkarîgi, parastâs
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metodes nav pielietojamas. Nelieli ðo metoþu uzlabojumi ar bloku butstrapu dod apmie-

rinoðus rezultâtus.

Turpmâkais darbs ir veltîts bloku butstrapa metodçm ar atkarîgiem datiem. 2. un 3.

nodaïâ tiks dotas pamatdefinîcijas un formulçjumus, kâ arî butstrapa metodes aprakstu

neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem datiem. 4. nodaïâ tiks parâdîts piemçrs, kad butstrapa

metode dod aplamus rezultâtus atkarîgiem datiem, un definçtas metodes, kas paredzçtas

atkarîgiem datiem. Tâlâk 5. nodaïâ tiks apskatîtas bloku butstrapa metodes îpaðîbas

izlases vidçjai vçrtîbai un 6. nodaïâ tiks vispârinâtas bloka butstrapa metodes ar kon-

krçtiem modeïiem. Praktiski tiks parâdîtas divas butstrapa pieejas un salîdzinâti iegûtie

rezultâti. 7. nodaïâ teorçtiski tiks salîdzinâtas èetras bloku butstrapa metodes un veikts

salîdzinâjums ar simulçtiem datiem. Pçdçjâ nodaïa tiks veltîta butstrapa pielietojumam

neparametriskajâ regresijâ. Secinâjumu daïâ apkoposim galvenâs idejas un iespçjamâs

tâlâkâs darbîbas. Pielikumâ ir dotas praktisko uzdevumu programmas.

Ðî darba teorijas izklâsts tiks òemts pamatâ no [7], kura ðobrîd ir viena no retajâm

grâmatâm par butstrapa metodçm atkarîgiem datiem. Praktiskâ daïa tiks veikta ar prog-

rammas R palîdzîbu.
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2. Apzîmçjumi un definîcijas

Ðajâ nodaïâ dosim apzîmçjumu un definîciju formulçjumus, kuri tiks izmantoti darbâ.

Sâkumâ definçsim daþas virkòu îpaðîbas.

Definîcija 1. Gadîjumu vektoru virkne {Xn}n∈Z ir stacionâra, ja katriem i1 < . . . <

ik, k ∈ N un m ∈ Z virkòu {Xi1 , . . . , Xik} un {Xi1+m, . . . , Xik+m} sadalîjumi ir vienâdi.

Definîcija 2. Gadîjumu vektoru virkne {Xn}n∈Z ir m-atkarîga kâdam m ≥ 0, ja virknes

{. . . , Xk} un {Xk+m+1, . . .} ir neatkarîgas visiem k ∈ Z.

Tâlâk dosim definîcijas daþâm konverìencçm.

Definîcija 3. Pieòemsim, ka X, {Xn}n≥1 ir gadîjuma lielumi un a ∈ R ir konstante.

• Saka, ka {Xn}n≥1 konverìç uz a pçc varbûtîbas, pieraksta Xn
p−→ a, ja katram ε > 0

lim
n→∞

P (|Xn − a| > ε) = 0.

• Pieòemsim, ka {Xn}n≥1 unX ir definçti vienâ un tajâ paðâ varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ).

Tad saka, ka {Xn}n≥1 konverìç uz X pçc varbûtîbas, pieraksta Xn
p−→ X, ja katram

ε > 0

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0.

Definîcija 4. Pieòemsim, ka {Xn}n≥1 un X ir definçti vienâ un tajâ paðâ varbûtîbu telpâ

(Ω,F , P ). Tad saka, ka {Xn}n≥1 konverìç uz X gandrîz droði (pret P ), ja eksistç kopa

A ∈ F tâda, ka P (A) = 0 un

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω) visiem x ∈ Ac.

Definîcija 5. Pieòemsim, ka {Xn}n≥1 un X ir Rd vçrtîbu gadîjuma vektori. Saka, ka

{Xn}n≥1 konverìç uz X pçc sadalîjuma, pieraksta Xn
d−→ X, ja

lim
n→∞

P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A)

katrai A ∈ B(Rd) ar P (X ∈ ∂A) = 0, kur ∂A ir A robeþa.

Apzîmçsim daþas virkòu attiecîbas.

Definîcija 6. Virknçm {an}n≥1 ⊂ R, {bn}n≥1 ⊂ (0,∞) teiksim, ka

an = o(bn), kad n→∞, ja an/bn → 0, kad n→∞,

an = O(bn), kad n→∞, ja lim
n→∞

sup |an|/bn <∞.
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Lîdzîgi gadîjumu lielumu virknei {Xn}n≥1 un virknei {bn}n≥1 ⊂ (0,∞) teiksim, ka

Xn = op(bn), kad n→∞, ja Xn/bn
p−→ 0, kad n→∞,

Xn = Op(bn), kad n→∞, ja {Xn/bn}n≥1 ir blîva virkne,

tas ir, katram ε > 0 eksistç M ∈ (0,∞) tâds, ka supn≥1 (P (Xn/bn) > M) < ε.

Pârçjie nepiecieðamie apzîmçjumi tiks doti teorijas izklâsta laikâ.
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3. Butstrapa metode neatkarîgiem un vienâdi sada-

lîtiem datiem

Ðajâ nodaïâ îsi aprakstîsim butstrapa metodi neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem da-

tiem. Pieòemsim, ka X1, X2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar

sadalîjumu F . Xn = (X1, . . . , Xn) ir dotâ izlase un Tn = tn(Xn, F ) ir funkcionâlis, kurð

atkarîgs no datiem un sadalîjuma F . Vienkârðâkais piemçrs ir Tn =
√
n(X̄ − µ)/σ, kur

X̄ = n−1
∑n

i=1Xi, µ = EX1 un σ2 = DX1. Statistikâ ir svarîgi noteikt Tn sadalîjumu

vai kâdu citu tâ raksturlielumu, piemçram, standartnovirzi. Ar Gn apzîmçsim Tn sada-

lîjumu, Gn(x) ≡ P (Tn ≤ x). Butstrapa metode ïauj risinât ðâda veida problçmas bez

nosacîjumiem uz sadalîjumu F . Ðo metodi piedâvâja Efron ([1]).

Dotai izlasei Xn = (X1, . . . , Xn) veidosim jaunu izlasi X ∗m = (X∗1 , . . . , X
∗
m) ar atkârto-

jumiem, kur m ≤ n (parasti m = n). Tâ kâ Xn = (X1, . . . , Xn) ir neatkarîgi un vienâdi

sadalîti, tad X ∗m = (X∗1 , . . . , X
∗
m) arî ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar

P∗(X
∗
1 = Xj) = n−1, 1 ≤ j ≤ n,

kur P∗ apzîmç varbûtîbu butstrapotai Xn. Tâdejâdi, X∗i ir dots ar sadalîjumu

Fn = n−1

n∑
i=1

δXi ,

kur δy apzîmç Diraka varbûtîbas mçru ar vçrtîbu 1 punktâ y un 0 citur.

Tâlâk definçsim butstrapa versiju T ∗m,n no Tn, aizvietojot Xn ar X ∗m un F ar Fn,

T ∗m,n = tm(X ∗m, Fn).

Apzîmçsim T ∗m,n sadalîjumu, dotam Xn, ar Ĝm,n, kas ir butstrapa metodes novçrtçjums

nezinâmam Tn sadalîjumam Gn. Ja mçs interesçsimies par kâdu Tn sadalîjuma fun-

kcionâli ϕ(Gn), tad atbilstoðais butstrapa novçrtçjums ir iegûstams, ievietojot Gn vietâ

Ĝm,n, tas ir, ϕ(Gn) butstrapa novçrtçjums ir ϕ(Ĝm,n). Piemçram, ja ϕ(Gn) = DTn =∫
x2dGn(x)− (

∫
xdGn(x))2, tad DTn butstrapa novçrtçjums ir ϕ(Ĝm,n) = D(T ∗m,n|Xn) =∫

x2dĜm,n(x)− (
∫
xdĜm,n(x))2.

Parâdîsim galvenâs idejas statistikai Tn =
√
n(X̄n − µ)/σ. µ = EX1 ir parametrs,

kuru vçlamies aprakstît. Pçc iepriekð minçtâs procedûras, definçsim butstrapa T ∗m,n no

butstrapa izlases ar apjomu m

T ∗m,n =
√
m(X̄∗m − E∗X∗1 )/(D∗X

∗
1 )1/2,
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kur X̄∗m = m−1
∑m

i=1X
∗
i ir vidçjâ vçrtîba no butstrapa izlases X∗1 , . . . , X

∗
m, E∗ un D∗ ir

nosacîtâ matemâtiskâ cerîba un nosacîtâ dispersija butstrapa izlasçm, dotam Xn. Katram

k ≥ 1

E∗(X
∗
1 )k =

∫
xkdFn(x) = n−1

n∑
i=1

Xk
i .

Tâtad E∗X∗1 = X̄n, D∗X∗1 ≡ s2 = n−1
∑n

i=1(Xi − X̄n)2 un tâdejâdi

T ∗m,n =
√
m(X̄∗m − X̄n)/sn.

Pie nosacîjuma m = n ir spçkâ sekojoða teorçma.

Teorçma 1. Ja X1, X2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti, EX2
1 < ∞, σ2 = DX1 ∈

(0,∞), tad

sup
n
|P∗(T ∗n,n ≤ x)− Φ(x)| = o(1) gandrîz droði, kad n→∞,

kur Φ(·) ir N(0, 1) sadalîjuma funkcija.

Teorçmas pierâdîjums atrodams [7].

Pçc Centrâlrobeþas teorçmas Tn konverìç uz sadalîjumu N(0, 1) pçc sadalîjuma. No

tâ seko, ka

∆̃n ≡ sup
x
|P∗(T ∗n,n ≤ x)− P (Tn ≤ x)| = o(1) gandrîz droði, kad n→∞,

tas ir, nosacîtais T ∗n,n sadalîjums Ĝn,n dod labu aproksimâciju Tn sadalîjumam Gn.

Pie papildus nosacîjumiem Singh ([2]) parâdîja, ka

∆̃n = O(n−1(log log n)1/2) gandrîz droði, kad n→∞.

Tâtad butstrapa aproksimâcija P (Tn ≤ ·) ir precîzâka kâ klasiskâ aproksimâcija ar

Centrâlo robeþteorçmu, kurai kïûda ir O(n−1/2) (skatît Berry-Esseen teorçmu no [7]).
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4. Butstrapa metodes atkarîgiem datiem

4.1. Butstrapa neatbilstîba atkarîgiem datiem

3. nodaïâ aprakstîtâ butstrapa metode ir pietiekami vienkârða un viegli realizçjama,

taèu tâs pielietojums nav universâls. Singh ([2]) parâdîja, ka butstrapa metodei ir trû-

kumi, lietojot to atkarîgiem datiem. Ðajâ nodaïâ parâdîsim rezultâtus un piemçrus, kad

butstrapa metode dod aplamus rezultâtus. Pieòemsim, ka X1, X2, . . . ir m-atkarîga ga-

dîjumu lielumu virkne ar EX1 = µ un EX2
1 < ∞. Atgâdinâsim, ka virkni sauc par

m-atkarîgu, ja divas virknes {X1, . . . , Xk} un {Xk+m+1, . . .} ir neatkarîgas kâdam m ≥ 0

un visiem k ≥ 1.

Piemçrs 1. Neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi {εn}n≥1 ir 0-atkarîgi. Ja

apskatâm procesu Xn = εn + 0.5εn−1 ar neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem {εn}n≥1, tad

virkne {Xn}n≥1 ir 1-atkarîga.

Piemçrs no òemts no [7].

Apzîmçsim

σ2
m = DX1 + 2

m−1∑
i=1

Cov(X1, X1+i),

X̄n = n−1

n∑
i=1

Xi. (1)

Teorçma 2 (Centrâlrobeþas teorçma m-atkarîgâm virknçm). Pieòemsim, ka gadîjumu

lielumu virkne {Xi}i∈Z ir stacionâra, m-atkarîga kâdam m ≥ 0. Ja EX2
1 <∞ un σ2

m > 0,

tad

n−1/2

n∑
i=1

(Xi − EX1)
d−→ N(0, σ2

m). (2)

Teorçmas pierâdîjums atrodams [7].

Novçrtçsim Tn =
√
n(X̄n − µ), lietojot butstrapa procedûru neatkarîgiem un vienâdi

sadalîtiem datiem. Pieòemsim, ka m = n. Tn butstrapa versija ir

T ∗n,n =
√
n(X̄∗n − X̄n),

kur X̄∗n = n−1
∑n

i=1 X
∗
i .

Teorçma 3. Pieòemsim, ka gadîjumu lielumu virkne {Xi}i≥1 ir stacionâra, m-atkarîga

kâdam m ≥ 0 ar EX1 = µ un σ2 = DX1 ∈ (0,∞), tad

sup
x
P∗(T

∗
n,n ≤ x)− Φ(x/σ) = o(1) gandrîz droði, kad n→∞.
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Teorçmas pierâdîjums atrodams [7].

Sekas 1. Ja ir spçkâ Teorçmas 3 nosacîjumi un
∑m

i=1 Cov(X1, X1+i) 6= 0 un σ2
∞ 6= 0, tad

katram x 6= 0

lim
n→∞

(P∗(T
∗
n,n ≤ x)− P (Tn ≤ x)) = Φ(x/σ)− Φ(x/σ∞) 6= 0 gandrîz droði.

Pierâdîjums seko no Teorçmas 3 un (2).

Sekas 2. T ∗n,n sadalîjums tiecas uz normâlo sadalîjumu, bet ar nepareizu dispersiju. Vi-

siem x 6= 0, sadalîjuma P (Tn ≤ x) butstrapa novçrtçjuma P∗(T ∗n,n ≤ x) vidçjâ kvadrâtiskâ

kïûda netiecas uz 0.

Tâtad butstrapa metode atkarîgiem datiem nav piemçrota, tâ dod aplamus rezultâtus,

jo ignorç Xn atkarîbas struktûru.

Piemçrs 2. Parâdîsim ðos teorçtiskos rezultâtus ar datu simulâciju palîdzîbu. Apskatîsim

ARMA(1, 1) modeli

Xi = 0.2Xi−1 + εi − 0.4εi−1, (3)

kur εi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar N(0, 1) sadalîjumu. Aprçíinâsim teorçtisko σ2
m,

kur kovariâcijas òemsim formâ

γ(0) = σ2
ε (1 + θφ+ θ2)/(1− φ2),

γ(h) = σ2
ε (1 + θφ)(φ+ θ)φh−1/(1− φ2), (4)

kur h ≥ 1 un σ2
ε ir εi dispersija (rezultâti no [8]). Mûsu gadîjumâ θ = −0.4, φ = 0.2

un σ2
ε = 1. σ2

m aprçíinam atmetîsim kovariâcijas, kuras ir mazâkas par 0.001. Mû-

su modelim (3) pçc (1), (4) teorçtiskâ σ2
m = 0.645. Pçc (2) ir sagaidâms, ka sta-

tistika T ∗n,n =
√
n(X̄∗n − µ) tiecas uz N(0, 0.645). Simulçsim datus ar apjomu n =

50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, izmantojot programmas R procedûru arima.sim. Kat-

rai no izlasçm pielietosim butstrapa metodi neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem datiem.

Veidosim otru butstrapa procedûru, kurâ esoðo izlasi sadalîsim blokos, katrâ pa 10 elemen-

tiem. Ðos blokus nejauðâ secîbâ izvçlçsimies ar atkârtojumiem n/10 reizes. Jauno bloku

elementi bûs viena butstrapa izlase. Abâm metodçm veidosim 10000 butstrapa izlases.

Par centrçjoðo vçrtîbu µ izvçlçsimies sâkotnçjâs izlases vidçjo vçrtîbu X̄n. Aprçíinâsim

butstrapa izlaðu vidçjo vçrtîbu un dispersiju. Butstrapa rezultâti parâdîti 1. tabulâ.
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1. tabula: Statistikas T ∗
n,n butstrapotie rezultâti ARMA(1, 1) procesam (3). 1. metodç ir butstrapoti

izlases elementi, 2. metodç ir butstrapoti elementi, sadalîti blokos.

1.metode 2.metode

Izlases apjoms Vidçjâ vçrtîba Dispersija Vidçjâ vçrtîba Dispersija

50 -0.003 1.334 -0.003 0.544

100 -0.016 0.966 0.042 0.358

200 0.024 0.913 0.014 0.389

500 -0.019 1.087 0.003 0.625

1 000 -0.033 1.035 0.040 0.637

2 000 0.016 0.972 0.004 0.672

5 000 -0.028 0.965 0.013 0.679

Kâ redzams, tad 1. metodes rezultâti vidçjai vçrtîbai ir tuvi 0, kas arî sagaidâms, taèu

dispersijas novçrtçjumi ir tâlu no sagaidâmâs vçrtîbas 0.645. To arî teorçtiski sagaidâm

no Sekâm 1 un 2. Butstraps, kas lietots neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem datiem, nav

piemçrots atkarîgu datu analîzei. Apskatot 2. metodi, secinâm, ka tâs vidçjâs vçrtîbas

ir tuvas 0 un dispersijas novçrtçjumi pie lielâkiem n ir tuvi teorçtiskajam rezultâtam.

Ðî ir viena no bloku butstrapa metodçm, kuras tiks apskatîtas nâkamajâ nodaïâ. Vçlâk

parâdîsim, ka pie daþâdiem izlaðu apjomiem n, ir daþâdi optimâlie bloku garumi l, pie

kuriem ðîs metode dod precîzâkos rezultâtus, kas izskaidro rezultâtu svârstîbas arî 2.

metodei.

Ðî uzdevuma programmas R kods ir atrodams pielikumâ.

4.2. Slîdoðo bloku butstraps

Iepriekðçjâ nodaïâ apskatîtâ butstrapa metode ir lietojama gadîjumos, kad apstiprinâ-

ta hipotçze par datu neatkarîbu. Gadîjumos, kad pçtniekam nav pietiekamas informâcijas

par datu struktûru, metodes, kas balstîtas uz neatkarîgu un vienâdi sadalîtu datu but-

strapu metodçm, nav piemçrotas. Kunsch ([5]) un Liu un Singh ([6]) piedâvâja jaunu

metodi-slîdoðo bloku butstrapu (no angïu valodas ,,moving block bootstrap", turpmâk

tekstâ lietosim saîsinâjumu MBB), kura ir lietojama atkarîgiem datiem bez parametris-

ka modeïa pieòçmumiem. Pretçji iepriekð aprakstîtajai procedûrai, kad tika pârkârtoti

izlases elementi, MBB metode pârkârto izlases elementus, sakârtotus blokos. Rezultâtâ,

bloka iekðienç datu atkarîba ir saglabâta. Bloka garums ir tieði atkarîgs no izlases apjoma,

pieaugot izlases apjomam, bloka garums pieaug.

Pieòemsim, ka X1, X2, . . . ir stacionâra gadîjuma lielumu virkne un Xn = (X1, . . . , Xn)
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ir dotâ izlase. Definçsim MBB novçrtçjumus formâ θ̂n = T (Fn), kur Fn apzîmç empîrisko

sadalîjumu funkciju dotiem X1, . . . , Xn un T (·) ir funkcionâlis no Fn. l ≡ ln ∈ [1, n] ir

vesels skaitlis. Bi = (Xi, . . . , Xi+l−1) ir bloks garumâ l sâkot ar elementu Xi, 1 ≤ i ≤

N , kur N = n − l + 1. Lai iegûtu MBB izlasi, izvçlamies vajadzîgo bloku skaitu no

B1, . . . ,BN un pârkârtojam gadîjuma izlasç B∗1, . . . ,B∗k, kur katrs no izvçlçtajiem blokiem

satur l elementus. Apzîmçsim B∗i elementus ar X∗(i−1)l+1, . . . , X
∗
il, i = 1, . . . , k. Tâdejâdi

X∗1 , . . . , X
∗
m sastâda MBB izlasi ar apjomu m ≡ kl. MBB versija novçrtçjumam θ̂n ir

θ∗m,n = T (F ∗m,n),

kur F ∗m,n ir empîriskâ sadalîjuma funkcija X∗1 , . . . , X
∗
m.

Dosim ekvivalentu formulçjumu MBB metodei. Atzîmçsim, ka izvçlçties blokus B∗i no

B1, . . . ,BN ir tas pats, kâ izvçlçties k indeksus no kopas 1, . . . , N . Pieòemsim, ka I1, . . . , Ik

ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar diskrçto vienmçrîgo sadalîjumu no

1, . . . , N . Ja apzîmçjam Bi = BIi , kur i = 1, . . . , k, tad B∗1, . . . ,B∗k raksturo gadîjuma

izlasi no B1, . . . ,BN . Butstrapa izlase X∗1 , . . . , X∗m no B∗1, . . . ,B∗k tiek definçta, kâ iepriekð.

Piezîmçsim, ka izlases bloki (X∗1 , . . . , X
∗
l ), . . . , (X∗(k−1)l+1, . . . , X

∗
kl) ir neatkarîgi un vienâdi

sadalîti l-dimensionâli gadîjuma vektori ar

P∗((X
∗
1 , . . . , X

∗
l ) = (Xj, . . . , Xj+l−1)) = P∗(I1 = j) = N−1, (5)

kur 1 ≤ j ≤ N un P∗ apzîmç varbûtîbu, dotai Xn. Gadîjumâ, kad l = 1 jeb bloks

sastâv no viena elementa, MBB reducçjas uz butstrapa metodi neatkarîgiem un vienâdi

sadalîtiem gadîjuma lielumiem, kas apskatîta 3. nodaïâ.

Lîdzîgi, kâ butstrapa metodei ar neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielu-

miem, MBB izlases apjoms parasti ir izvçlçts ar tâdu paðu kârtu, kâ sâkotnçjâs izlases

apjoms. Ja b ir mazâkais veselais skaitlis, kurð apmierina bl ≥ n, tad iespçjams izvçlçties

b, kâ MBB izlases apjomu, un lietot tikai pirmos n elementus, lai noteiktu butstrapa Tn.

Tomçr daþkârt sastopami gadîjumi, kad mazâka izlase dod labâkus rezultâtus (skatît [7]).

Lai gan novçrtçjumi formâ θ̂n = T (Fn) ietver bieþi lietotus novçrtçjumus, piemçram,

izlases vidçjâ vçrtîba, tomçr tie nav pietiekami plaði, lai bûtu lietojami laikrindu analîzç,

jo θ̂n ir atkarîgs tikai no viendimensionâla empîriskâ sadalîjuma Fn. Tas neiekïauj bie-

þi lietotas statistikas, piemçram, izlases korelâcijas koeficientus. Definçsim vispârinâtu

MBB, kas ïauj apskatît ðâda veida problçmas.

Dotiem novçrojumiem Xn, definçsim p-dimensionâlu empîrisko mçru

Fp,n = (n− p+ 1)−1

n−p+1∑
j=1

δYj ,
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kur Yj = (Xj, . . . , Xj+p−1) un katram y ∈ Rp, δy nosaka varbûtîbas mçru uz Rp ar vçrtîbu

1 punktâ y. Vispârinâtais MBB veids ietver novçrtçjumus formâ

θ̂n = T (Fp,n), (6)

kur T (·) ir funkcionâlis, kurð definçts visu varbûtîbu mçru Rp kopas apakðkopâ.

Piemçrs 3. Izlases kovariâcijas novçrtçjums ar kârtu k ≥ 0 ir

γ̂n(k) = (n− k)−1

n−k∑
j=1

(Xj+k − X̄n,k)(Xj − X̄n,k),

kur X̄n,k = (n− k)−1
∑n−k

j=1 Xj. Novçrtçjums γ̂n(k) ir formâ (6) ar p = k + 1.

Piemçrs no [7].

Lai definçtu MBB jauno θ̂n versiju, fiksçsim bloku garumu l, 1 ≤ l ≤ n − p + 1 un

definçsim blokus attiecîbâ pret Yi, kâ

B̃j = (Yj, . . . , Yj+l−1), 1 ≤ j ≤ n− p− l + 2.

Izvçlçsimies nejauði k ≥ 1 blokus no {B̃j : 1 ≤ i ≤ n− p− l + 2}, lai veidotu MBB izlasi

Y ∗1 , . . . , Y
∗
m, m = kl. MBB (6) versija ir definçta

θ∗m,n = T (F̃ ∗m,n), (7)

kur F̃ ∗m,n ≡ m−1
∑m

j=1 δY ∗j ir Y ∗1 , . . . , Y
∗
m empîriskâ sadalîjuma funkcija. Tâtad novçrtç-

jumiem formâ (6) MBB versija ir definçta, kâ Y vçrtîbu bloku pârkârtoðana, nevis X

vçrtîbu. Definçtais (7) attiecas uz gadîjumiem, kad p ir fiksçts, gan kad p ar n tiecas uz

bezgalîbu.

Tâ kâ novçrtçjumu θ̂n vienmçr var izteikt kâ funkciju no dotiem X1, . . . , Xn, tad ir

iespçjams dot alternatîvu definîciju θ̂n, pârkârtojot tieði X1, . . . , Xn. Pieòemsim, ka bloka

butstrapa izlase X∗1 , . . . , X
∗
m ir iegûta, pârkârtojot blokus Bi = (Xi, . . . , Xi+l−1), i =

1, . . . , N . Definçsim butstrapa p-dimensionâlu lielumu Yi ≡ (Xi, . . . , Xi+p−1), kâ Y ∗∗i ≡

(X∗i , . . . , X
∗
i+p−1), i = 1, . . . ,m − p + 1 no X∗1 , . . . , X

∗
m. Tad butstrapa θ̂n alternatîva

versija ir

θ∗∗m,n = T (F̃ ∗∗m,n), (8)

kur F̃ ∗∗m,n ≡ (m − p + 1)−1
∑m−p+1

j=1 δY ∗∗j . Ðo pieeju MBB versijai θ̂n sauksim par ,,naivo"

pieeju, bet sâkotnçjo pieeju (7) sauksim par ,,vienkârðo" pieeju.

Lai salîdzinâtu ,,naivo" un ,,vienkârðo" pieeju, pieòemsim, ka {Xn}n≥1 ir stacionâra

gadîjumu lielumu virkne. Katram i, gadîjuma lieluma vektors Yi = (Xi, . . . , Xi+p−1) ir
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ar tâdu paðu sadalîjumu, kâ X1, . . . , Xp. Pârkârtotie vektori Y ∗i ar ,,vienkârðo" pieeju

vienmçr saglabâ X1, . . . , Xp atkarîbas struktûru. Kad lietojam ,,naivo" pieeju, butstrapa

izlases elementi X∗i , kuri viens no otra ir mazâk kâ p vçrtîbu attâlumâ un ir tuvu pie robe-

þas diviem blokiem B∗j un B∗j+1, ir neatkarîgi. Tâpçc Y
∗∗
i komponentes, iegûtas ar ,,naivo"

pieeju, nesaglabâ X1, . . . , Xp atkarîbas struktûru. Rezultâtâ ,,naivâ" pieeja dod papildus

novirzi θ̂n butstrapa versijai θ∗∗m,n. Abu pieeju praktiskais pielietojums tiks parâdîts 6.1.

nodaïâ.

MBB rezultâti ir bûtiski atkarîgi no bloku garuma l izvçles. Lai saglabâtu {Xn}n≥1

atkarîbas struktûru, tad l jâtiecas uz bezgalîbu, kad izlases apjoms n tiecas uz bezgalîbu.

Bieþi l izvçle ir formâ l = Cnδ, kur C ir konstante un δ ∈ (0, 1/2). 7.3.2. nodaïâ teorçtiski

tiks parâdîti bloku garumi, pie kuriem MBB metode dod labâkos rezultâtus.

4.3. Neðíeïoðo bloku butstraps

Ðajâ nodaïâ apskatîsim jaunu bloku butstrapa veidu. Carlstein ([4]) piedâvâja neðíe-

ïoðo bloku butstrapa metodi (no angïu valodas ,,nonoverlapping block butstrap" (NBB)).

Parâdîsim rezultâtus situâcijâ, kad p = 1.

Galvenâ NBB ideja ir lietot blokus, kuri neðíeïas. Pieòemsim, ka l ≡ ln ∈ [1, n] ir

vesels skaitlis un b ≥ 1 ir lielâkais veselais skaitlis, kurð apmierina lb ≤ n. Definçsim

blokus

B(2)
n = (X(i−1)l+1, . . . , Xil), i = 1, . . . , b,

kur apzîmçjumu ,,(2)" lietosim saistîbâ ar NBB metodi, lîdzîgi, turpmâk lietosim indeksu

1, apzîmçjot MBB metodi, un 3, 4 lietosim vçlâk apskatîtajâm metodçm. Piezîmçsim, ka,

ja MBB izvçlçtie bloki ðíeïas, tad NBB jeb B(2)
n neðíeïas. Rezultâtâ, iespçjamais atðíirîgo

bloku skaits ir mazâks, nekâ MBB metodei.

Tâlâkâ procedûra ir identiska MBB metodei. Veidojam gadîjuma izlasi ar atkâr-

tojumiem B∗(2)
1 , . . . ,B∗(2)

k no B(2)
1 , . . . ,B(2)

b , kur k ≥ 1. Apzîmçsim butstrapa izlases

X∗2,1, . . . , X
∗
2,m, kura iegûta no blokiem B∗(2)

1 , . . . ,B∗(2)
k un m = kl, empîrisko sadalîju-

mu ar F ∗(2)
m,n . Butstrapa versija novçrtçjumam θ̂n = T (Fn) ir

θ̂∗(2)
m,n = T (F ∗(2)

m,n ). (9)

Lai gan butstrapa novçrtçjumu definîcijas MBB un NBB ir lîdzîgas, tomçr θ∗m,n un θ
∗(2)
m,n

sadalîjumu îpaðîbas ir daþâdas. Parâdîsim vienkârðâko gadîjumu, kad θ̂n = n−1
∑n

j=1Xj
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ir izlases vidçjâ vçrtîba. θ̂n butstrapa versijas abâm metodçm ir attiecîgi

θ∗m,n = m−1

m∑
j=1

X∗j un θ∗(2)
m,n = m−1

m∑
j=1

X∗2,j.

No (5) iegûsim, ka

E∗θ
∗
m,n = E∗

(
l−1

l∑
i=1

X∗i

)

= N−1

N∑
j=1

(
l−1

l∑
i=1

Xj+i−1

)

= N−1

(
nX̄n − l−1

l−1∑
j=1

(l − j)(Xj +Xn−j+1)

)
. (10)

Lai iegûtuE∗θ
∗(2)
m,n, ievçrosim, ka NBBmetodei (X∗2,1, . . . , X

∗
2,l), . . . , (X

∗
2,(m−l+1), . . . , X

∗
2,m)

ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar

P∗((X
∗
2,1, . . . , X

∗
2,l) = (X(j−1)l+1, . . . , Xjl)) = b−1,

kur j = 1, . . . , b. No tâ seko, ka

E∗θ
∗(2)
m,n = E∗

(
l−1

l∑
i=1

X∗2,i

)

= b−1

b∑
j=1

(
l−1

l∑
i=1

X(j−1)l+i

)

= (bl)−1

(
nX̄n −

n∑
i=bl+1

Xi

)
, (11)

kas ir vienâds ar X̄n, ja n dalâs ar l bez atlikuma. Tâtad butstrapa novçrtçjumiem ir

daþâdas vidçjâs vçrtîbas. Tomçr var parâdît, ka, ja process {Xn}n≥1 apmierina daþus

momentu un jauktos nosacîjumus, tad E(E∗θ
∗
m,n − E∗θ

∗(2)
m,n) = O(l/n2). Tas nozîmç, ka

pie lieliem izlaðu apjomiem, atðíirîba ir nenozîmîga.

4.4. Vispârinâtais bloku butstraps

Nodefinçsim vispârinâtâ bloku butstrapa ideju un metodi, ar kura palîdzîbu var vis-

pârinâti nodefinçt bloku butstrapus, ieskaitot MBB un NBB. Dotiem Xn = (X1, . . . , Xn),

definçsim periodisku attiecîbu Yn,i, i ≥ 1 . Piezîmçsim, ka katram i ≥ 1 eksistç vese-

li skaitïi ki ≥ 0 un ji ∈ [1, n] tâdi, ka i = kin + ji. Tad i = ji(mod n). Definçsim

elementus Yn,i, i ≥ 1 ar attiecîbu Yn,i = Xji . Tas ir tâpat, kâ novietot X1, . . . , Xn

periodiski uz bezgalîgas taisnes un katru elementu apzîmçt ar Yn,i. Definçsim blokus
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B(i, j) = (Yn,i, . . . , Yn,i+j−1), kur i ≥ 1, j ≥ 1. Ar Γn apzîmçsim pârejas varbûtîbas

funkciju kopâ Rn ×
⊗∞

t=1({1, . . . , n} ×N), tas ir, katram x ∈ Rn, Γn ir varbûtîbas mçrs

uz
⊗∞

t=1({1, . . . , n} × N) ≡ {{it, lt}∞t=1 : 1 ≤ it ≤ n, 1 ≤ lt < ∞ katram t ≥ 1}, un

katrai kopai A ⊂
⊗∞

t=1({1, . . . , n} ×N), Γn ir Boreïa mçrojama funkcija no Rn uz [0, 1].

Tad vispârinâtais bloku butstraps pârkârto blokus no {B(i, j) : i ≥ 1, j ≥ 1} pçc pârejas

varbûtîbas funkcijas Γn sekojoði. Pieòemsim, ka (I1, J1), (I2, J2), . . . ir gadîjumu vektoru

virkne ar nosacîto kopçjo sadalîjumu Γn(Xn, ·), dotam Xn. Bloki, kuri izvçlçti ar vispâ-

rinâto bloku butstrapa metodi, ir B(I1, J1),B(I2, J2), . . ., kuri var nebût neatkarîgi. Ar

X∗G,1, X
∗
G,2, . . . apzîmçsim pârkârtoto bloku elementus. Butstrapa versija novçrtçjumam

θ̂n = T (Fn) ar vispârinâto bloku butstrapa metodi ir θ∗(G)
m,n = T (F

∗(G)
m,n ) ar atbilstoðu m ≥ 1

izvçli, kur F ∗(G)
m,n ir empîriskais sadalîjums X∗G,1, . . . , X

∗
G,m.

Gandrîz visas literatûrâ sastopamâs bloku butstrapa metodes var tikt izteiktas, kâ

speciâls gadîjums no vispârinâtâ bloku butstrapa. Piemçram, MBB ar bloku garumu l

pârejas varbûtîbas funkcija Γn ir

Γn(x, ·) =
∞⊗
i=1

(
(N−1

N∑
j=1

δj)× δl

)
, x ∈ Rn,

kur N = n− l + 1 un δy ir varbûtîbu mçrs ar vçrtîbu 1 punktâ y. Ðajâ gadîjumâ Γn(x, ·)

nav atkarîgs no x ∈ Rn un gadîjuma vektori (I1, J1), (I2, J2), . . . ir nosacîti neatkarîgi un

vienâdi sadalîti gadîjuma vektori ar nosacîto sadalîjumu

P∗(I1 = j, J1 = k) =

N
−1, 1 ≤ j ≤ N un k = l;

0, citâdi.

Rezultâtâ, pârkârtotie bloki B(I1, J1),B(I2, J2), . . . ir no {B(i, j) : 1 ≤ i ≤ N, j = l}, kas

vienâds ar B1, . . . ,BN , kas definçts 4.2. nodaïâ. Lîdzîgi varam definçt arî NBB metodi ar

vispârinâto bloku butstrapu.

Pçc MBB metodes definîcijas seko, ka MBB ir problçmas ar elementiem, kuri atrodas

izlases sâkumâ un beigâs, tâtad pie robeþâm. MBB sâkuma un beigu izlases elementiem

pieðíir mazâku varbûtîbu tikt izvçlçtiem butstrapa izlasç, nekâ elementiem, kuri atrodas

izlases vidû. Xj, l ≤ j ≤ n−l elements tieði l reizes ir izlasç B1, . . . ,BN , savukârt elementi

Xj un Xn−j+1, 1 ≤ j ≤ l− 1 parâdâs tikai j reizes. Tâ kâ parasti mçs nevaram palielinât

izlasi pirms X1 un pçc Xn elementa, tad nav iespçjams definçt jaunus blokus, lai izvairîtos

no ðî robeþu efekta. Lîdzîga problçma eksistç NBB metodei. NBB neiekïauj butstrapa

izlasç pçdçjos elementus, ja izlases apjoms n, dalîts ar bloku garumu l, nav vesels skaitlis.
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Politis un Romano ([9]) piedâvâja vienkârðu risinâjumu robeþu problçmâm. Viòu

ideja bija izveidot ,,riòíi", uz kura ir novietoti izlases elementi, un veidot blokus pa

ðo ,,riòíi". Viòi attîstîja 2 jaunas bloku pârkârtoðanas metodes, balstîtas uz riòíveida

blokiem: riòíveida bloku butstraps un stacionârais butstraps.

4.4.1. Riòíveida bloku butstraps

Riòíveida bloku butstrapa (no angïu valodas ,,circular block bootstrap" (CBB)) metode

pârkârto ðíeïoðus un periodiski sakârtotus blokus ar dotu garumu l no B(i, l), . . . ,B(n, l).

Pârejas funkcija Γn CBB ir

Γn(x, ·) =
∞⊗
i=1

(
(n−1

n∑
j=1

δj)× δl

)
, x ∈ Rn. (12)

Apzîmçsim CBB pârkârtoto bloku indeksus ar I3,1, I3,2, . . .. Tad pçc (12) seko, ka I3,1, I3,2, . . .

ir nosacîti neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar P∗(I3,1 = i) = n−1 un P∗(Ji = l) = 1 visiem

i = 1, . . . , n. Tâ kâ katrs no Xi ir iekïauts B(1, l), . . . ,B(n, l) tieði l reizes un CBB

metode pârkârto visus blokus ar vienâdu varbûtîbu, tad visi elementi no sâkotnçjâs izla-

ses X1, . . . , Xn ir ar vienâdu svaru. Ðî îpaðîba atðíir CBB no MBB un NBB metodçm,

kurâm ir problçmas pie izlases robeþâm. Ðî CBB îpaðîba izriet arî no sekojoða rezul-

tâta. Ar X∗3,1, . . . , X
∗
3,m apzîmçsim CBB elementus, iegûtus no pârkârtotajiem blokiem

{B(I3,i, l) : i ≥ 1}, un ar X̄∗(3)
m apzîmçsim CBB izlases vidçjo vçrtîbu, iegûtu no m but-

strapa novçrojumiem, kur m = kl, kâdam k ≥ 1. Tad pçc (12) seko, ka

E∗θ
∗(3)
m = E∗

(
m−1

m∑
i=1

X∗3,i

)

= l−1E∗

(
l∑

i=1

X∗3,i

)

= l−1

(
n−1

n∑
j=1

l∑
i=1

Yn,j+i−1

)
= l−1(lX̄n)

= X̄n.

Tâtad CBB metodes butstrapa izlases sagaidâmâ vidçjâ vçrtîba ir vienâda ar izlases Xn
vidçjo vçrtîbu. Ðî îpaðîba nav spçkâ MBB un NBB gadîjumos. Politis un Romano ([9])

atzîmçja, ka CBB gadîjumâ ir vieglâk definçt butstrapa versiju formâ Tn = tn(X̄n, µ),

kur µ = EX1. CBB gadîjumâ, T ∗m,n = tm(X̄
∗(3)
m , X̄n) ir atbilstoða Tn butstrapa versija.

Tomçr, aizvietojot parametru µ ar X̄n, lai definçtu butstrapa versiju Tn MBB un NBB

metodçm, tiks izveidota papildus novirze.
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4.4.2. Stacionârais butstraps

Stacionârais (bloku) butstraps (no angïu valodas ,,stationary bootstrap" (SB)), atðíi-

rîbâ no iepriekð apskatîtajâm MBB, NBB un CBB metodçm, neizmanto fiksçtu bloka

garumu l, bet nosaka to ar gadîjuma lielumu palîdzîbu. p ≡ pn ∈ (0, 1) tâds, ka p→ 0 un

np → ∞, kad n → ∞. Tad SB pârkârto blokus B(I4,1, J4,1),B(I4,2, J4,2), . . ., kur indeksu

vektori (I4,1, J4,1), (I4,2, J4,2), . . . ir nosacîti neatkarîgi un vienâdi sadalîti, kur I4,1 ir ar

diskrçtu vienmçrîgo sadalîjumu kopâ 1, . . . , n un J4,1 ir ar ìeometrisko sadalîjumu νn ar

parametru p, tas ir,

P∗(J4,1 = j) ≡ νn(j) = p(1− p)j−1, j = 1, 2, . . . ,

turklât I4,1 un J4,1 ir neatkarîgi. Tâtad SB atbilst vispârinâtâ bloku butstrapa nosacîju-

miem ar pârejas funkciju Γn(·, ·) tâdu, ka

Γn(x, ·) =
∞⊗
i=1

(
(n−1

n∑
j=1

δj)× νn

)
, x ∈ Rn.

Piezîmçsim, ka Γn(x, ·) nav atkarîgs no x ∈ Rn.

SB metodi var formulçt savâdâk. Pieòemsim, ka X∗4,1, X
∗
4,2, . . . ir SB metodes izlases

elementi, sakârtoti virknç un iegûti no pârkârtotiem blokiem B(I4,1, J4,1),B(I4,2, J4,1), . . ..

Virkne {X∗4,i}i∈N ir iegûstama no sekojoðas procedûras. Izvçlçsimies X∗4,1 elementu ne-

jauði no X1, . . . , Xn, tas ir, X∗4,1 = Yn,I4,1 , kur I4,1 ir definçts, kâ iepriekð. Lai iegûtu

nâkamo elementu X∗4,2, mçs veidosim binâru procedûru, kur ,,veiksmîgs" iznâkums ir ar

varbûtîbu p. Ja ðîs procedûras rezultâts ir ,,veiksmîgs", tad izvçlçsimies X∗4,2 atkal ne-

jauði no X1, . . . , Xn. Ja pretçji, tad izvçlçsimies X∗4,2 = Yn,I4,1+1, nâkamo elementu pçc

X∗4,1 ≡ Yn,I4,1 no periodiskas virknes {Yn,i}i≥1. Vispârçjâ gadîjumâ, ja X∗4,i ir izvçlçts un ir

vienâds ar kâdu Yn,i0 kâdam i0 ≥ 1, tad nâkamais SB izlases elements X∗4,i+1 tiek izvçlçts,

kâ Yn,i0+1 ar varbûtîbu 1− p, bet ar varbûtîbu p X∗4,i+1 tiek nejauði izvçlçts no Xn.

Parâdîsim, ka abi formulçjumi ir ekvivalenti. Ar Wi apzîmçsim binârâs procedûras

rezultâtu, lai izvçlçtos elementu X∗4,i, i ≥ 2. Tad attiecîbâ uz Xn, Wi, i ≥ 2 ir neatkarîgi

un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar P∗(Wi = 1) = p = 1 − P∗(Wi = 0), un virkne

{Wi : i ≥ 2} nav atkarîga no virknes {I4,i : i ≥ 1}. Tâlâk definçsim mainîgo Mj, j ≥ 0

tâdu, ka M0 ≡ 1 un Mj = inf{i ≥ Mj−1 + 1 : Wi = 1}, j ≥ 1. Tâtad Mj, j ∈ N nosaka

kârtas numuru virknç {Wi : i ≥ 2}, kur rezultâts ir bijis ,,veiksmîgs". Pie tam Mj, j ∈ N

ir ar negatîvo binomiâlo sadalîjumu ar parametriem j un p. Tad atbilstoðie SB metodes

izlases elementi X∗4,Mj
ir nejauði izvçlçti no X1, . . . , Xn, kâ X∗4,Mj

= Yn,I4,j+1
, j ≥ 1. No
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otras puses, katram i starp Mj−1 + 1 un Mj − 1, binârâs procedûras rezultâts ir bijis

,,neveiksmîgs" un atbilstoðie SB metodes izlases elementi ir izvçlçti, òemotMj−Mj−1−1

elementu no virknes {Yn,i}i∈N pçc Yn,I4,j . Binârie iznâkumi {Wi : i = Mj−1, . . . ,Mj − 1}

dod SB bloka elementus (X∗4,Mj−1
, . . . , X∗4,Mj−1) = (Yn,I4,j , . . . , Yn,I4,j+Mj−Mj−1−1), j ≥ 1.

Tad, definçjot J4,j = Mj−Mj−1, j ≥ 1 un lietojot negatîvâ binomiâlâ sadalîjuma îpaðîbas,

varam secinât, ka J4,1, J4,2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar ìeometrisko sadalîjumu

ar parametru p. Esam parâdîjuði, ka abi SB metodes formulçjumi ir ekvivalenti.

Svarîga SB metodes îpaðîba ir tâ, ka butstrapa izlases elementi {X∗4,i}i∈R ir stacionâri,

no kâ radies metodes nosaukums. Pierâdîsim ðo îpaðîbu, izmantojot otro SB metodes

formulçjumu. Pieòemsim, ka {Zi}i∈N ir Markova íçde ar stâvokïiem {1, . . . , n} tâda,

ka sâkuma stâvoklis ir ar varbûtîbâm π ≡ (n−1, . . . , n−1)′ un {Zi}i∈N pârejas varbûtîbu

matrica ir Q ≡ ((qij)), kur

qij =



p+ n−1(1− p), 1 ≤ i < n, j = i+ 1;

n−1(1− p), 1 ≤ i < n, j 6= i+ 1;

n−1(1− p), i = n, 2 ≤ j ≤ n;

p+ n−1(1− p), i = n, j = 1.

(13)

Tad Zi pieòem vçrtîbas 1, . . . , n, katru ar varbûtîbu n−1. Pie tam katram k ≥ 1 un dotam

Zk = i, 1 ≤ i ≤ n, nâkamais Zk+1 pieòem vçrtîbu i+1(mod n) ar varbûtîbu p+n−1(1−p)

un pieòem katru no palikuðajâm n − 1 vçrtîbâm ar varbûtîbu n−1(1 − p). Tad pçc otrâ

SB metodes formulçjuma izriet, ka SB elementi {X∗4,i}i∈N var tikt veidoti no {Zi}i∈N kâ

X∗4,i = XZi , i ≥ 1. (14)

Lai parâdîtu, ka {X∗4,i}i∈N ir stacionâra, atzîmçsim, ka pçc definîcijas matrica Q ir div-

kârt stohastiska un tâ apmierina π′Q = π′. Tâdçï π ir stacionârs {Zi}i∈N sadalîjums un

{Zi}i∈N ir stacionâra Markova íçde. Esam pierâdîjuði sekojoðu teorçmu. Gadîjumu vek-

toriem {Xi : i ∈ I} no varbûtîbu telpas (Ω,F , P ) ar σ〈{Xi : i ∈ I}〉 apzîmçsim σ-algebru

no F , ìenerçtu ar {Xi : i ∈ I}. Gadîjuma vektoram X un σ-algebrai G ar L(X) un

L(X|G) apzîmçsim X varbûtîbu sadalîjumu un nosacîto X varbûtîbu sadalîjumu ar dotu

G.

Teorçma 4. Pieòemsim, ka Fin ir σ-algebra, dota ar Zi, un Xn, i ≥ 1. Tad {X∗4,i,Fin}i∈N
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ir stacionâra Markova íçde katram n ≥ 1, tas ir,

L(X∗4,i|Xn) = L(X∗4,1|Xn), katram i ≥ 1

un

L(X∗4,i+1|Zi, . . . , Zi,Xn) = L(X∗4,i+1|Zi,Xn), katram i ≥ 1.

Tâlâk no (13) un (14) seko, ka, dotam pârkârtotâs izlases apjomam m, nosacîtâ sagai-

dâmâ SB metodes izlases vidçjâ vçrtîba X̄∗(4)
m ≡ m−1

∑m
i=1 X

∗
4,i ir

E∗X̄
∗(4)
m = E∗X

∗
4,1 = X̄n.
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5. Bloku butstrapa metodes izlases vidçjai vçrtîbai

Ðajâ sadaïâ parâdîsim bloku butstrapa îpaðîbas izlases vidçjai vçrtîbai. Sâkumâ ievie-

sîsim daþus atkarîbas mçrus, kuri noderçs turpmâkam teorijas izklâstam.

Pieòemsim, ka (Ω,F , P ) ir varbûtîbu telpa un A un B ir σ-algebras no F . Ja A un B ir

neatkarîgi, tad visiem A ∈ A un B ∈ B eksistç sakarîba ∆1 ≡ P (A∩B)−P (A)P (B) = 0

un ∆2 ≡ P (A|B) − P (B) = 0, pieòemot, ka P (A) 6= 0. Ja A un B nav neatkarîgi, tad

varam novçrtçt atkarîbas mçru starp A un B, kâ maksimâlâs vçrtîbas no ∆1 un ∆2 vai arî

lietot lîdzîgus mçrus. Apskatîsim atkarîbas jauktos koeficientus, kurus ieviesa Rosenblatt

([10]).

• α-jauktais koeficients:

α(A,B) = {|P (A ∩B)− P (A)P (B)| : A ∈ A, B ∈ B}; (15)

• φ-jauktais koeficients:

φ(A,B) =

{∣∣∣∣P (A ∩B)

P (A)
− P (B)

∣∣∣∣ : A ∈ A, P (A) 6= 0, B ∈ B
}

; (16)

• ψ-jauktais koeficients:

ψ(A,B) =

{∣∣∣∣ P (A ∩B)

P (A)P (B)
− 1

∣∣∣∣ : A ∈ A, P (A) 6= 0, B ∈ B, P (B) 6= 0

}
; (17)

• ρ-jauktais koeficients:

ρ(A,B) =

{
|Cov(X, Y )|√
DX
√
DY

: X ∈ L2(A), Y ∈ L2(B)

}
, (18)

kur Cov(X, Y ) = EXY − EXEY , DX = Cov(X,X) un L2(A) = {X : X ir

gadîjuma lielums telpâ (Ω,A, P ) ar EX2 <∞}.

Vispârîgâ gadîjumâ eksistç attiecîba.

Teorçma 5.

4α(A,B) ≤ ρ(A,B) ≤ 2φ1/2(A,B)φ1/2(B,A)

un (19)

ρ(A,B) ≤ ψ(A,B).

Pierâdîjumu skatît [11].

Indeksu kopai I ⊂ Z, I 6= ∅ laikrindas {Xi}i∈I pie kârtas m ≥ 1 jauktie koeficienti ir

definçti, òemot koeficientu maksimâlâs vçrtîbas pâr σ-algebrâm A = σ〈{Xi : i ≤ k, i ∈

I}〉 un B = σ〈{Xi : i ≥ k + m, i ∈ I}〉 katram k ∈ I. α-jauktajos un ρ-jauktajos

gadîjumos ir sekojoða definîcija.

23



Definîcija 7. Pieòemsim, ka {Xn}n∈N ir gadîjuma lielumu virkne telpâ (Ω,A, P ) un

F ba = σ〈{Xi : a ≤ i ≤ b}〉, 1 ≤ a ≤ b ≤ ∞.

• α-jauktais koeficients virknei {Xi}i≥1 ir definçts

α(m) = sup
{
α(Fk+1

1 ,F∞k+m+1) : k ∈ N
}
, m ≥ 1, (20)

kur α(·, ·) ir definçts kâ (15). Procesu {Xi}i≥1 sauc par α-jauktu, ja α(m)→ 0, kad

m→∞;

• ρ-jauktais koeficients virknei {Xi}i≥1 ir definçts

ρ(m) = sup
{
ρ(Fk+1

1 ,F∞k+m+1) : k ∈ N
}
, m ≥ 1, (21)

kur ρ(·, ·) ir definçts kâ (18). Procesu {Xi}i≥1 sauc par ρ-jaukto procesu, ja ρ(m)→

0, kad m→∞.

Abpusçji bezgalîgai laikrindai {X}i∈Z koeficienti α(m) un ρ(m), m ≥ 1 ir definçti,

(20) un (21) aizvietojot σ-algebru Fk+1
1 ar Fk+1

−∞ ≡ σ〈{Xi : i ≤ k}〉 un N aizvietojot ar Z.

{Xi}i∈Z φ-jauktos un ψ-jauktos koeficientus definç lîdzîgi. Katrs no èetriem jauktajiem

koeficientiem saka, ka procesa {Xi}i∈Z atkarîba krîtas, ja attâlums m starp segmentiem

{Xi : i ≤ k} un {Xi : i ≥ k+m+ 1} palielinâs. Piebildîsim, ka, ja process ir m0-atkarîgs,

kâdam m0 ≥ 0, tad visi jauktie koeficienti ir vienâdi ar 0 visiem m > m0. Tâtad virknes

m-atkarîba ir stingrâks nosacîjums, nekâ tikko raksturotie atkarîbas mçri, pie tam no (19)

seko, ka α-jauktais ir visvâjâkais. Sîkâk par jauktajiem procesiem skatît [11].

Gadîjuma lielumam W un p ∈ [1,∞] definçsim p-normu

‖W‖p =

(E|W |p)1/p, p ∈ [1,∞);

inf{x : P (|W | > x) = 0}, p =∞.

Apgalvojums 1. Pieòemsim, ka X un Y ir gadîjuma lielumi no varbûtîbu telpas (Ω,F , P ).

• Ja P (|X| ≤ a1) = 1, P (|Y | ≤ a2) = 1 kâdiem a1, a2 ∈ (0,∞), tad

|Cov(X, Y )| ≤ 4a1a2α(σ〈{X}〉, σ〈{Y }〉);

• pieòemsim, ka p, q, r ∈ (1,∞) ir reâli skaitïi, kuri apmierina p−1 + q−1 + r−1 = 1.

Tad

|Cov(X, Y )| ≤ 8(α(σ〈{X}〉, σ〈{Y }〉))1/r‖X‖p‖Y ‖q;

•

|Cov(X, Y )| ≤ ρ(σ〈{X}〉, σ〈{Y }〉)‖X‖2‖Y ‖2.

Apgalvojuma pierâdîjums atrodams [7].
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5.1. MBB, NBB, CBB metoþu konsistence

Pieòemsim, ka {Xi}i∈Z ir virkne no gadîjuma vektoriem, kuri pieòem vçrtîbas no Rn.

Ar Tn apzîmçsim centrçtu un normçtu izlases vidçjo vçrtîbu

Tn =
√
n(X̄n − µ),

kur µ = EX1 un X̄n = n−1
∑n

i=1 Xi. Ðajâ nodaïâ parâdîsim MBB, NBB un CBB Tn

asimptotiskas kovariâciju matricas

DTn ≡ ETnT
′
n,

un Tn sadalîjuma

Gn(x) ≡ P (Tn ≤ x), x ∈ Rn

îpaðîbas. Vienkârðîbas dçï, pieòemsim, ka katrâ no metodçm b ≡ bn/lc bloki ir pârkârtoti

un no tâ seko, ka pârkârtotâs izlases apjoms ir n1 = bl. Apzîmçsim ar X̄∗(1)
n , X̄∗(2)

n un

X̄
∗(3)
n , attiecîgi MBB, NBB un CBB metoþu, izlases vidçjâs vçrtîbas. Tad butstrapa Tn

versija ir

T ∗(j)n ≡
√
n1(X̄∗(j)n − E∗X̄∗(j)n ), j = 1, 2, 3.

Butstrapa DTn novçrtçjums ir D∗T
∗(j)
n , j = 1, 2, 3, kur E∗ un D∗ apzîmç sagaidâmo

nosacîto matemâtisko cerîbu un nosacîto dispersiju, dotam Xn. Lîdzîgi, butstrapa Gn(·)

novçrtçjums ir uzdots ar T ∗(j)n nosacîto sadalîjumu pie dota Xn, j = 1, 2, 3.

5.1.1. Dispersijas novçrtçjums

Butstrapa dispersijas novçrtçjumam D∗T
∗(j)
n , j = 1, 2, 3 piemît îpaðîba tâda, ka to

var izteikt vienkârðâ formâ, bez Monte-Carlo simulâciju palîdzîbas. Ðî îpaðîba ir spçkâ,

pateicoties butstrapa izlases vidçjâs vçrtîbas linearitâtei pârkârtotajos elementos. Ar Ui =

(Xi + . . . + Xi+l−1)/l apzîmçsim bloka Xi, . . . , Xi+l−1, i ≥ 1 vidçjo vçrtîbu, ar U (2)
i ≡

U(i−1)l+1 = (X(i−1)l+1 + . . .+Xil)/l, i ≥ 1 apzîmçsim neðíeïoðo bloku vidçjo vçrtîbu un ar

U
(3)
i = (Yn,i + . . .+Yn,i+l−1)/l, i ≥ 1 apzîmçsim periodiskas virknes {Yn,i}i≥1 bloku vidçjo

vçrtîbu. Lietojot pârkârtoto bloku neatkarîbas îpaðîbu, iegûsim

D∗T
∗(1)
n = l

(
N−1

N∑
i=1

UiU
′
i − µ̂nµ̂′n

)
,

D∗T
∗(2)
n = l

(
b−1

b∑
i=1

U
(2)
i U

(2)′

i − µ̂n,2µ̂′n,2

)
(22)

un

D∗T
∗(3)
n = l

(
n−1

n∑
i=1

U
(3)
i U

(3)′

i − X̄nX̄
′
n

)
,
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kur N = n − l + 1, µ̂n = N−1
∑N

i=1 Ui un µ̂n,2 = b−1
∑b

i=1 U
(2)
i . Ðeit µ̂n ir labots [7]

rezultâts, kur bija neprecizitâte.

Ja process {Xi}i∈Z apmierina konkrçtus momentu un α-jauktos nosacîjumus tâdus, kâ

Teorçmâ 6 (skatît zemâk), tad Tn asimptotiskâ kovariâciju matrica ir uzdota ar bezgalîgu

summu

Σ∞ ≡ lim
n→∞

DTn =
∞∑

i=−∞

EZ1Z
′
1+i,

kur Zi = Xi−µ, i ∈ Z. Tâdejâdi butstrapa novçrtçjumu D∗T
∗(j)
n , j = 1, 2, 3 var apskatît,

kâ populâcijas parametra Σ∞ novçrtçjumu. Sekojoðais rezultâts pierâda gan parametra

DTn, gan Σ∞ butstrapa novçrtçjuma konsistenci.

Teorçma 6. Pieòemsim, ka eksistç tâds δ > 0, ka E‖X1‖2+δ <∞ un ka
∑∞

n=1 α(n)δ/(2+δ) <

∞. Pie tam, ja l−1 + n−nl = o(1), kad n→∞, tad katram j = 1, 2, 3

D∗T
∗(j)
n

p−→ Σ∞, kad n→∞. (23)

Teorçmas pierâdîjums atrodams [7]. Teorçmas nosacîjumos ir labota grâmatâ [7] pie-

ïautâ neprecizitâte.

Teorçma râda, ka pie samçrâ vâjiem momentu un α-jauktajiem nosacîjumiem, proce-

sam {Xi}i≥Z butstrapa dispersijas novçrtçjums D∗T
∗(j)
n , j = 1, 2, 3 ir konsistents plaðâm

bloku garuma l izvçlçm tâdâm, kur l tiecas uz bezgalîbu kopâ ar n, bet ar kârtu lçnâk, kâ n.

Tâtad bloku garumu izvçles l = log log n vai l = n1−ε, 0 < ε < 1 ir atbilstoðas, lai novçrtç-

jums D∗T
∗(j)
n , j = 1, 2, 3 bûtu konsistents. Vçlâk apskatîsim, ka optimâlais bloka garums,

kurð asimptotiski minimizç vidçjo kvadrâtisko kïûdu, ir formâ l = Cjn
1/3(1 + o(1)), kad

n→∞, kur Cj > 0 ir atbilstoða konstante, kura atkarîga no populâcijas parametriem.

5.1.2. Sadalîjuma funkcijas novçrtçjums

Ðajâ nodaïâ parâdîsim butstrapa metoþu novçrtçjumus Tn sadalîjuma funkcijai Gn.

Ar Ĝ(j)
n , j = 1, 2, 3 apzîmçsim T

∗(j)
n nosacîto sadalîjumu. Mçs varam interpretçt {Gn}n≥1,

kâ punktu virkni visu varbûtîbas mçru, uzdotu uz Rn, telpâ. Ja Gn vâji konverìç

uz robeþsadalîjumu G∞, tad klasiskâ pieeja ir Gn aproksimçt ar G∞. Savukârt but-

strapa metodes aproksimç Gn, ìenerçjot gadîjuma varbûtîbu mçrus Ĝ(j)
n , kas atkarî-

gi no n. Sekojoðâ teorçma parâda butstrapa metodes konsistenci gadîjuma mçriem

Ĝ
(j)
n , kad Tn sadalîjums ir asimptotiski normâlais. Lai formulçtu rezultâtu, teiksim, ka

x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ R, x ≤ y, ja xi ≤ yi katram i = 1, . . . , d.
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Teorçma 7. Pieòemsim, ka eksistç δ > 0 tâdi, ka E‖X1‖2+δ <∞ un
∑∞

n=1 α(n)δ(2+δ) <

∞. Pie tam pieòemsim, ka Σ∞ =
∑

i∈Z Cov(X1, X1+i) ir nesingulâra matrica un ka

l−1 + n−1l = o(1), kad n→∞. Tad katram j = 1, 2, 3

sup
x∈Rd

∣∣P∗(T ∗(j)n ≤ x)− P (Tn ≤ x)
∣∣ p−→ 0, kad n→∞.

Pierâdîjums atrodams [7].

Teorçma 7 râda, ka tâpat, kâ dispersijas novçrtçjumam, sadalîjuma funkcijas novçr-

tçjums Ĝ(j)
n ir konsistents pie plaðas bloku garuma l izvçles. Nosacîjumi uz l Teorçmâs

6 un 7 ir nepiecieðami butstrapa novçrtçjumu konsistencei. Ja parametrs l ir ierobeþots,

tad bloku butstrapa metodes nav korektas, jo pazaudç sâkotnçjâs izlases atkarîbas struk-

tûru. Tâdçï butstrapa novçrtçjumi konverìç uz nepareizu sadalîjumu. To parâdîjâm 4.1.

nodaïâ. No otras puses, ja l tiecas uz bezgalîbu ar tâdu paðu kârtu, kâ n, tas ir, neievçro

nosacîjumu n−1l = o(1), kad n → ∞, tad ir nepietiekams bloku skaits, lai, pârkârtojot

tos, tie labi reprezentçtu populâciju. Var parâdît, ka ðajâ gadîjumâ novçrtçjumi Ĝ(j)
n kon-

verìç uz kâdiem zinâmiem gadîjuma varbûtîbas mçriem. [7] atrodami formulçjumi daudz

plaðâkai novçrtçjumu klasei, kâ Teorçmâ 7.

5.2. SB metodes konsistence

Ðajâ nodaïâ parâdîsim SB metodes îpaðîbas izlases vidçjâs vçrtîbas dispersijas un

sadalîjuma funkcijas novçrtçjumam. Tâpat, kâ iepriekð, {Xi}i∈Z ir stacionâra gadîjumu

vektoru no Rd virkne ar µ. Katram n ≥ 1 {Yn,i}i≥1 ir periodiska laikrinda, definçta

Yn,i = Xj, ja i = j (mod n). Atgâdinâsim, ka SB metode pârkârto blokus ar garumu

l, kas ir gadîjuma skaitlis. Kâ parâdîjâm 4.4.2. nodaïâ, E∗X̄∗(4)
n = X̄n un statistikas

Tn =
√
n(X̄n − µ) SB metodes variants ir T ∗(4)

n =
√
n(X̄

∗(4)
n − X̄n).

5.2.1. Dispersijas novçrtçjums

Centrçtai un normçtai izlases vidçjai vçrtîbai ir iespçjams bloku butstrapa dispersijas

novçrtçjumu izteikt bez datu pârkârtoðanas.

Apgalvojums 2. Γ̂n(k) = n−1
∑n−k

i=1 XiX
′
i+k − X̄nX̄

′
n, 0 ≤ k < n, q = 1− p, qn0 = 1/2

un qnk = (1− n−1k)qk + (n−1k)qn−k, 1 ≤ k < n. Ja 0 < p < 1, tad

D∗T
∗(4)
n =

n−1∑
k=0

qnk(Γ̂n(k) + Γ̂n(k)′). (24)
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Tâlâk parâdîsim izlases vidçjâs vçrtîbas dispersijas novçrtçjumu, saistîbâ ar populâci-

jas parametru.

Teorçma 8. Pieòemsim, ka E‖X1‖4+δ < ∞ un
∑∞

n=1 n
3α(n)δ/(4+δ) < ∞ kâdam δ > 0,

turklât p+ (n1/2p)−1 →∞, kad n→∞. Tad

D∗T
∗(4)
n

p−→ Σ∞, kad n→∞. (25)

Gan Apgalvojuma 2, gan Teorçmas 8 pierâdîjums ir atrodams [7].

5.2.2. Sadalîjuma funkcijas novçrtçjums

Tâlâk parâdîsim SB metodes izlases vidçjâs vçrtîbas sadalîjuma funkcijas konsistenci.

Apskatîsim variantu, kad visi butstrapotâs izlases elementi no pçdçjâ bloka tiek saglabâti,

nevis atmesti pçc n. K ≡ inf{i ≥ 1 : L1 + . . . + Li ≥ n} ir minimâlais bloku skaits,

lai ìenerçtu SB izlasi apjomâ n, un N1 = L1 + . . . + LK ir kopçjais butstrapa izlases

elementu skaits pirmajos K blokos. Definçsim SB versiju centrçtai un normçtai izlases

vidçjai vçrtîbai Tn ar pârkârtotâs izlases apjomu N1

T̃ ∗(4)
n = N

−1/2
1

N1∑
i=1

(X
∗(4)
i − X̄n).

T̃
∗(4)
n no T ∗(4)

n atðíiras ar papildus iekïautiem elementiem butstrapa izlasçs, ja eksistç tâdi

elementi, kuri butstrapa izlasç atrodas aiz n-tâ elementa. Redzams, ka N1−Lk ≤ n ≤ N1,

tâtad starpîba starp n un N1 ir vismaz Lk. Tâ kâ pieòçmums par bloka garumu l ir tâds,

ka l ir nenozîmîgs pret n, tad starpîba starp abâm statistikâm arî ir nenozîmîga pie

sekojoðâs teorçmas nosacîjumiem.

Teorçma 9. Pieòemsim, ka E‖X1‖6+δ <∞, Σ∞ ir nesingulâra un
∑∞

n=1 n
5α(n)δ/(6+δ) <

∞ kâdam δ > 0, pie tam p+ (n1/2p)−1 → 0, kad n→∞. Tad

sup
x∈Rn

∣∣∣P∗(T̃ ∗(4)
n ≤ x)− P (Tn ≤ x)

∣∣∣ p−→ 0, kad n→∞.

Teorçmas pierâdîjums un tâs vispârinâjums ir atrodams [7].
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6. Bloku butstrapa novçrtçjumu vispârinâjumi

Ðajâ nodaïâ parâdîsim vispârinâtu bloku butstrapa novçrtçjumu îpaðîbas un veik-

sim teorçtisku salîdzinâjumu ar simulçtiem datiem. Apskatîsim novçrtçjumus, kurus var

izteikt, kâ gludas funkcija no izlases vidçjâs vçrtîbas, M -novçrtçjumus, kuri iekïauj para-

metru vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumus. Kâ arî tiks parâdîta diferencçjamu statistisko

funkcionâïu novçrtçjumu konsistence bloku butstrapam.

6.1. Gludas funkcijas no vidçjâs vçrtîbas

Ðajâ nodaïâ apskatîsim novçrtçjumus, kurus varam iekïaut Gludâs funkcijas mode-

ïa klasç (no angïu valodas ,,Smooth function model"), ko attîstîjuði Bhattacharya un

Ghosh ([12]). Pieòemsim, ka {X0i}i∈Z ir Rd0 vçrtîbu stacionârs process, f : Rd0 → R

ir Boreïa mçrojama funkcija un H : Rd → R ir gluda funkcija. Pieòemsim, ka mûsu

interesçjoðais parametrs ir dots ar θ = H(Ef(X0i)). Dabisks θ novçrtçjums ir, piemçram,

θ̂n = H(n−1
∑n

i=1 f(X0i)). Tâdejâdi θ un θ̂n ir gludas funkcijas no pârveidotâs virknes

{f(X0i)}i∈Z, attiecîgi, populâcijas un izlases vidçjâs vçrtîbas. Daudzus parametrus un to

novçrtçjumus var izteikt, kâ gludas funkcija no vidçjâs vçrtîbas.

Piemçrs 4. Pieòemsim, ka {X0i}i∈Z ir reâlu vçrtîbu laikrinda ar autokovariâciju funkciju

γ(k) = Cov(X0i, X0(i+k)), i, k ∈ Z. γ(k) novçrtçjums izlasei X0i, . . . , X0n ar apjomu n ir

γ̂n(k) = (n− k)−1

n−k∑
i=1

X0iX0(i+k) − X̄2
0(n−k), (26)

kur X̄0(n−k) = (n− k)−1
∑n−k

i=1 X0i. Pieminçsim, ka novçrtçjums γ̂n(k) ir versija no izlases

autokovariâcijas ar kârtu k. Parâdîsim, ka novçrtçjums γ̂n(k) un parametrs γ(k) atbilst

Gludas funkcijas modelim. Definçsim jaunu virkni no gadîjuma vektoriem

Xi = (X0i, X0iX0(i+k))
′, i ∈ Z.

Tad parametrs θ ≡ γ(k) ir

θ = EX01X0(1+k) − (EX01)2 = H(EX1), (27)

kur H : R2 → R ir H((x, y)) = y − x2. Lîdzîgi, novçrtçjums θ̂n ≡ γ̂n(k) ir

θ̂n = γ̂n(k) = H(X̄n−k),

kur X̄n−k = (n − k)−1
∑n−k

i=1 Xi. Ðis piemçrs râda, ka varam autokovariâcijas parametru

un novçrtçjumu izteikt, kâ Gludas funkcijas modeli.

Piemçrs no [7].
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Piemçrus, kâ autokorelâcijas koeficientus un Jula-Volkera novçrtçjumus izteikt, kâ

Gludas funkcijas modeli, skatît [7].

Tâlâk parâdîsim Gludâs funkcijas modeïa konsistenci daþâdâm bloku butstrapa meto-

dçm, kur novçrtçjumi ir centrçti un normçti

T1n =
√
n(θ̂n − θ),

kur θ = H(Ef(X01)) un θ̂n = H(n−1
∑n

i=1 f(X0i)). T1n bloku butstrapa versiju var

definçt, izmantojot 4. un 5. nodaïâs izklâstîtâs idejas. Pieòemsim, ka Xi = f(X0i), i ∈ Z,

tâtad θ = H(EX1) un θ̂n = H(X̄n). Tâlâk, pieòemsim, ka X ∗(j)n , j = 1, 2, 3 ir butstrapa

izlases ar apjomu n1, bloku garumu l un bloku skaitu b no transformçtajiem mainîgajiem

Xn = (X1, . . . , Xn), attiecîgi MBB, NBB un CBB metodçm, bet X ∗(4)
n ir izlase ar N1

novçrojumiem, iegûta ar SB metodi ar sagaidâmo bloka garumu l−1 ∈ (1, n), kur b =

bn/lc, n1 = bl un N1 = L1 + . . . + LK . Ar X̄∗(j)n , j = 1, 2, 3, 4 apzîmçsim atbilstoðâs

butstrapa izlases vidçjo vçrtîbu. Lîdzîgi, kâ 5.2.2. nodaïâ, n var nesakrist ar n1 un N1,

taèu vidçjo vçrtîbu atðíirîba ir niecîga. T1n bloku butstrapa versijas ir

T
∗(j)
1n =

√
n1(θ∗(j) − θ̃n,j), j = 1, 2, 3

T
∗(j)
1n =

√
N1(θ∗(j) − θ̃n,j), j = 4,

kur θ∗(j)n = H(X̄
∗(j)
n ) un θ̃n,j = H(E∗X̄

∗(j)
n ), 1 ≤ j ≤ 4. Varam formulçt sekojoðu

rezultâtu. Ja α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd
+, tad teiksim, ka |α| = α1 + . . . + αd, α! =

∏d
j=1 αj!

un Dα = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂x

αd
d

.

Teorçma 10. Pieòemsim, ka funkcija H ir diferencçjama EX1 apkârtnç NH ≡ {x ∈

Rd : ‖x−EX1‖ < 2η}, kâdam η > 0,
∑
|α|=1 |DαH(EX1)| 6= 0 un H pirmâs kârtas atva-

sinâjumi apmierina Lipðica nosacîjumus ar kârtu k > 0 apkârtnç NH . Turklât Teorçmas

7 un 9 nosacîjumi izpildâs, attiecîgi gadîjumos j = 1, 2, 3 un j = 4. Tad

sup
x∈Rd

∣∣∣P∗(T ∗(j)1n ≤ x)− P (T1n ≤ x)
∣∣∣ p−→ 0, kad n→ 0

katram j = 1, 2, 3, 4.

Pierâdîjumu skatît [7].

Piezîme 1. Daudzos pielietojumos mûs var interesçt parametra θ = H(EX1) novçrtçjums

formâ

θ̄n = H

(
(n− k1)−1

n−k1∑
i=1

f1(X0i), . . . , (n− kd)−1

n−kd∑
i=1

fd(X0i)

)
,
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kâdiem fiksçtiem k1, . . . , kd, neatkarîgiem no n, kur f1, . . . , fd ir funkcijas f : Rd0 → Rd

komponentes. Var parâdît, ka Teorçma 10 ir spçkâ novçrtçjumam θ̄n, ja aizvietojam θ̂n

ar θ̄n un θ∗(j)n ar attiecîgo bloka butstrapa versiju. Pie tam, var parâdît, ka bloku butstrapa

konsistence sadalîjuma funkcijai saglabâjas, ja funkcija f pieòem vektoru vçrtîbas, kur

katra komponente no H saglabâ teorçmas nosacîjumus.

Piezîme 2. Tâpat, kâ pçc Teorçmâm 6 un 8, bloku butstrapa metodes dod konsistentu

asimptotiskâs dispersijas novçrtçjumu parametram θ̂n, kurð apskatîts Teorçmâ 10, taèu ir

nepiecieðami stingrâki momentu un jauktie nosacîjumi, nekâ Teorçmâ 10. Ðie nosacîjumi

ir doti [7].

Piemçrs 5. Turpinâsim Piemçru 4. Apskatîsim laikrindas modeli

Xi = −0.5Xi−1 + εi + 0.8εi−1, (28)

kur εi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar sadalîjumuN(0, 1). Pieòemsim, ka izlases apjoms

n = 102, un apskatîsim otrâs kârtas kovariâcijas, k = 2. Pçc Teorçmas 10 un Piezîmes 2

visas bloku butstrapu metodes dod konsistentus novçrtçjumus

T1n ≡
√
n− k(θ̂n − θ) =

√
n− k(γ̂n(k)− γ(k))

otrâs kârtas momentam, kur γ̂n(k) un γ(k) ir tâdi, kâ Piemçrâ 4. Novçrtçsim parametru

ϕn ≡ ET 2
1n = (n− k)MSE(γ̂n(k)),

jo ET1n = 0.

Apskatîsim MBB butstrapa metodes ,,vienkârðo" pieeju. Definçsim jaunus vektorus

Xi = (X0i, X0iX0(i+2)), i = 1, . . . , 100 ar, piemçram, l = 15. No jaunajiem Xi veidosim

blokus Bi = (Xi, . . . , Xi+14), i = 1, . . . , 86. Tâlâk veidosim butstrapa izlases no k0 =

b100/15c+1 = 7 blokiem, iegûstot B∗1, . . . ,B∗7 un butstrapa izlasi X∗1 , . . . , X
∗
105. Butstrapa

,,vienkârðâs" pieejas T1n versija ir

T ∗1n =
√

100
(
H(X̄∗100)−H(µ̂100)

)
,

kur X̄∗100 ir butstrapa izlases vidçjâ vçrtîba no pirmajiem 100 elementiem, µ̂100 ≡ E∗X̄
∗
100

un H((x, y)) = y − x2. Centrçjoðo vçrtîbu iegûsim no [7],

µ̂100 = (100)−1

(
(7− 1)(86)−1

86∑
i=1

Vi(15) + (86)−1

86∑
i=1

Vi(a)

)
,
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kur a = n− k− (k0− 1)l = 10 un Vi(0) = 0, Vi(m) = Xi + . . .+Xm ir pirmo m elementu

summa no bloka Bi, 1 ≤ m ≤ 15. Tas seko no tâ, ka X∗1 , . . . , X
∗
100 sastâv no pilniem

6 blokiem un pirmajiem 10 elementiem no 7-tâ bloka. Protams, µ̂100 visâm butstrapa

izlasçm ir viens un tas pats. MBB ϕn novçrtçjums ir

ϕ̂n = E∗ (T ∗1n)2 .

Tâ kâ slçgtâ formâ izteiksme ϕ̂n nav pieejama, dçï θ̂n = H(X̄100) nelinearitâtes, tad

iegûsim ϕ̂n ar Monte-Carlo simulâciju palîdzîbu, kâ

ϕ̂Bn = B−1

B∑
r=1

(
T ∗1n,r

)2
,

kur B ir butstrapa izlaðu skaits un T ∗1n,r ir vienas butstrapa izlases realizâcija. Rezultâti

ar l = 15 un citiem bloku garumiem ir 2. tabulâ.

Tâlâk apskatîsim NBB metodi. Sadalîsim elementus blokos tâ, ka Bi = (X(i−1)15+1,

. . . , X15∗i), i = 1, . . . , b, tas ir, bloki Bi un Bj savâ starpâ neðíeïas, ja i 6= j, kur b =

b(n − k)/lc = 6. Atlikusî procedûra ir identiska MBB metodei, tikai òemsim vçra, ka

µ̂100 = (90)−1
∑90

i=1Xi, jo pçdçjie 10 elementi no sâkotnçjâs izlases nekad neparâdîsies

butstrapotajâs izlasçs.

CBB metodei definçsim elementus Y100∗p+i = Xi, visiem p ∈ Z un i = 1, . . . , 100.

Iegûsim periodisku virkni {Y100,i}i∈Z, no kuras veidosim blokus Bj = (Yj, . . . , Yj+15−1), j =

1, . . . , 100. Atðíirîba, kâ jau iepriekð minçts, no MBB metodes ir tâ, ka visiem elementiem

Xi, i = 1, . . . , 100 ir vienâda varbûtîba, tikt iekïautiem butstrapa izlasç, tâpçc µ̂100 =

X̄100.

SB metodes atðíirîba no iepriekðçjâm ir tâ, ka bloku garums l nav fiksçts. Tâpat,

kâ CBB metodç, definçsim periodisku virkni {Y100,i}i∈Z. Veidosim butstrapa izlasi no

M = inf{1 ≤ m ≤ 100 : L1 + . . . + Lm ≥ 100} blokiem, kur Li ir neatkarîgi un vienâdi

sadalîti gadîjuma lielumi ar ìeometrisko sadalîjumu ar parametru 1/15. Katrs Li nosaka

i-tâ bloka garumu. Tâtad butstrapa izlasçm var bût daþâdi apjomi, lielâki vai vienâdi par

100. Statistikas T ∗1n aprçíinam òemsim tikai pirmos 100 elementus no butstrapotajâm

izlasçm. Tâpat, kâ CBB metodei, µ̂100 = X̄100.

Teorçtisko γ(2) atradîsim pçc (4). Ðajâ gadîjumâ γ(2) = −0.120. Ar 10000 simulâciju

palîdzîbu atradîsim ϕn = 1.332. Lietosim MBB, NBB, CBB un SB metodes, lai novçrtçtu

parametru ϕn ar butstrapu. Òemsim B = 1000 butstrapa izlases un veiksim butstrapus

ar daþâdiem bloku garumiem l = 5, 10, 15, 20, 25.
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2. tabula Statistikas ϕ = ET 2
1n ,,vienkârðâs" pieejas butstrapa novçrtçjumi.

Bloka garums MBB NBB SBB SB

5 2.093 1.292 1.978 1.771

10 1.286 1.645 1.515 1.457

15 0.981 1.672 1.291 1.362

20 1.241 1.339 1.433 1.362

25 1.044 1.768 1.448 1.362

Lîdzîgi varam veikt ,,naivo" butstrapa pieeju. MBB bloki ir Bi = (X0i, . . . , X0(i+14)), i =

1, . . . , 86. Ðajâ gadîjumâ mûsu statistika T1n ir

T ∗1n =
√

100 (γ∗n(2)− γ̂n(2)) ,

kur γ∗n(2) = (100)−1
∑100

i=1X
∗
0iX

∗
0(i+2) − (X̄∗100)2 un X̄∗100 = (100)−1

∑100
i=1X0i. Tâtad ,,nai-

vajâ" pieejâ nav nepiecieðami papildus mainîgie Xi, butstrapoðanu veic ar sâkotnçjiem

X0i. γ̂n(2) ir dotâs izlases kovariâcijas novçrtçjums. Èetru metoþu rezultâti ir 3. tabulâ.

3. tabula Statistikas ϕ = ET 2
1n ,,naivâs" pieejas butstrapa novçrtçjumi.

Bloka garums MBB NBB SBB SB

5 2.447 2.634 2.383 1.921

10 1.651 2.367 1.786 1.744

15 1.553 1.632 1.588 1.402

20 1.468 2.014 1.396 1.313

25 1.621 2.234 1.673 1.108

Intuitîvi aprakstîsim atðíirîbu starp ,,vienkârðo" un ,,naivo" pieeju. Neatkarîgi no

bloku butstrapa metodes, pieòemsim, ka eksistç divi butstrapoto izlaðu elementi X∗i0 un

X∗i0+2, kâdam i0, un ka katrs no viòiem atrodas savâ butstrapotajâ blokâ. Tad ,,naivai"

pieejai reizinâjums X∗i0X
∗
i0+2 ieiet kovariâciju aprçíinâ. Mûsu pieòçmums ir par bloku

neatkarîbu, tâtad elementi X∗i0 un X
∗
i0+2 ir neatkarîgi, kas nav pareizi. Savukârt ,,vienkâr-

ðâs" pieejas butstraps bez Xj0 pârkârto arî atbilstoðo reizinâjumu Xj0Xj0+2, kâdam j0, no

dotâs izlases. Tâtad atkarîbas struktûra starp ðiem elementiem ir saglabâta. Teorçtiski

ðo atðíirîbu jau pamatojâm 4.2. nodaïâ.

No rezultâtiem varam secinât, ka ,,vienkârðâ" butstrapa pieeja dod stabilâkus rezul-

tâtus pie daþâdiem bloku garumiem l, tas ir, rezultâti ir tuvâki teorçtiskajam rezultâtam.

,,Naivâs" pieejas rezultâtiem, salîdzinot ar teorçtisko vçrtîbu ϕn = 1.332, ir lielâkas atðíi-

rîbas pie maziem bloku garumiem, jo ,,naivâ" pieeja rada papildus novirzi novçrtçjumiem.
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Tomçr arî ðis uzdevums nedod atbildi uz jautâjumu, kuru bloku garumu izvçlçties.

Par to, kâ teorçtiski izvçlçties bloka garumu, kurð dod precîzâkos rezultâtus, apskatîsim

7. nodaïâ.

Piemçra ideja realizçta no [7] un programmas R kods ir atrodams pielikumâ.

6.2. M-novçrtçjumi

Pieòemsim, ka {Xi}i∈Z ir stacionârs process, kurð pieòem Rd vçrtîbas. Mûsu intere-

sçjoðais parametrs θ ir vienâdojuma

EΨ(X1, . . . , Xm, θ) = 0 (29)

atrisinâjums, kâdai funkcijai Ψ : Rdm+s → Rs, m, s ∈ N. M -novçrtçjums θ̂n parametram

θ ir definçts, kâ atrisinâjums novçrtçtajam vienâdojumam

(n−m+ 1)
n−m+1∑
i=1

Ψ(Xi, . . . , Xi+m−1, θ̂n) = 0. (30)

Novçrtçjumi, kuri definçti ar novçrtçto vienâdojumu formâ (30), tiek saukti par vispârinâ-

tajiem M-novçrtçjumiem. Ðî novçrtçjumu klase satur vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumus

un zinâmus robustus parametra novçrtçjumus daudzos pazîstamos laikrindu modeïos, ie-

kïaujot autoregresîvos slîdoðâ vidçjâ modeïus ar parametriem p, q ∈ Z+ (ARMA(p, q)).

Lai definçtu θ̂n butstrapa versiju, pieòemsim, ka Yi = (Xi, . . . , Xi+m−1), 1 ≤ i ≤ n0,

kur n0 = n−m+ 1. Ar Y ∗(j)1 , . . . , Y
∗(j)
n0 apzîmçsim ,,vienkârðâ" bloku butstrapa izlasi ar

apjomu n0, iegûtu no vektoriem Y ar j-to metodi, j = 1, 2, 3, 4. Dçï (29) strukturâliem

ierobeþojumiem, ir iespçjami vairâki veidi, lai definçtu butstrapa versiju vispârinâtam

M -novçrtçjumam un tâ centrçtai un normçtai versijai

T2n ≡
√
n(θ̂n − θ).

Varam definçt θ̂n butstrapa versiju θ∗(j)n , kâ atrisinâjumu vienâdojumam

n−1
0

n0∑
i=1

Ψ(Y
∗(j)
i , θ∗(j)n ) = 0, j = 1, 2, 3, 4. (31)

T2n butstrapa versija ir dota

T
∗(j)
2n =

√
n0(θ∗(j)n − θ̃(j)

n ), (32)

kur vçrtîba θ̃(j)
n ir vienâdojuma

n−1
0

n0∑
i=1

E∗Ψ(Y
∗(j)
i , θ̃(j)

n ) = 0 (33)
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atrisinâjums. CBB un SB metodes, lietotas datiem Y1, . . . , Yn, reducç vienâdojumu (33)

uz (30) un θ̃
(j)
n = θ̂n, j = 3, 4. Tâtad sâkotnçjâs izlases θ̂n tiek izmantots, lai centrçtu

butstrapa versiju θ∗(j)n . Savukârt MBB un NBB metodçm nav teikts, ka θ̃(j)
n ir vienâds ar

θ̂n. MBB un NBB gadîjumos nepiecieðams risinât papildus vienâdojumus, lai aprçíinâtu

butstrapa versiju T ∗(j)2n un pareizi centrçtu θ∗(j)n . Protams, bûtu çrti aizvietot θ̃(j)
n ar θ̂n un

definçt

Ť
∗(j)
2n =

√
n0(θ∗(j)n − θ̂n), (34)

kâ T2n butstrapa versiju, kad j = 1, 2. Tomçr, centrçjot θ̃(j)
n ar θ̂n, MBB un NBB metodçs

tas rada papildus novirzi, kas parasti noved pie sliktâkas kârtas L(T2n) aproksimâcijas ar

L(Ť
∗(j)
2n |Xn), salîdzinot ar klasisko normâlo aproksimâciju.

Cita pieeja, definçjot T2n butstrapa versiju, ir M -novçrtçjuma butstrapa versijas de-

finîcijâ veidot strukturâlu attiecîbu starp (29) un (30). Ja (30) aizvietosim θ̂n ar θ, tad

sagaidâmâ vçrtîba kreisajâ pusç bûs 0. Tâtad, novçrtçtâ funkcija ir nenovirzîta attiecî-

bâ pret θ. Tomçr butstrapotâ M -novçrtçjuma definîcijâ (31), ðî nenovirzîtîbas îpaðîba,

novçrtçtajai funkcijai, ne vienmçr izpildâs. Vienkârðu risinâjumu piedâvâja Shaorack

(1982), butstrapojot lineârâs regresijas ar neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem atlikumiem

M -novçrtçjumus. Definçsim alternatîvu θ̂n butstrapa versiju θ∗∗(j)n , kâ atrisinâjumu pâr-

veidotam vienâdojumam

n−1
0

n0∑
i=1

(
Ψ(Y

∗(j)
i , θ∗∗(j)n )− ψ̂j

)
= 0, (35)

kur ψ̂j = n−1
0 E∗{

∑n0

i=1 Ψ(Y
∗(j)
i , θ̂n)}. Pie tam, visiem j = 1, 2, 3, 4, novçrtçjot funkci-

ju
∑n0

i=1

(
Ψ(Y

∗(j)
i , t)− ψ̂j

)
, sagaidâmâ vçrtîba ir 0 pie t = θ̂n. Tâtad ψ̂j ir atbilstoða

konstante, kas dod to, ka novçrtçtâ funkcija iekð (35) ir nenovirzîta, ja mçs centrçjam

M -novçrtçjumus ar θ̂n. Tad T2n butstrapa versija alternatîvajai pieejai ir

T
∗∗(j)
2n =

√
n0(θ∗∗(j)n − θ̂n). (36)

Salîdzinot abas alternatîvas (36) un (32), (36) priekðrocîba ir tâ, ka, lietojot MBB

un NBB metodes, ir nepiecieðams atrisinât tikai vienu vienâdojumu sistçmu (35), nevis

divas-(31) un (33). Tâ kâ CBB un SB metodçm ψ̂j = n−1
0

∑n0

i=1 Ψ(Yi, θ̂n) = 0, j = 1, 2,

tad abas pieejas dod vienâdus T2n butstrapa novçrtçjumus.

Sekojoðais rezultâts pamato bloku butstrapa aproksimâcijas abâm pieejâm T
∗(j)
2n un

T
∗∗(j)
2n , j = 1, 2, 3, 4. Pieòemsim, ΣΨ = limn→∞D(n

−1/2
0

∑n0

i=1 Ψ(Yi, θ)) un DΨ ir s × s

matrica ar (i, j)-to elementu E
(

∂
∂θj

Ψi(Y1, θ)
)
, 1 ≤ i, j ≤ s. Pie tam, pieòemsim, ka
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novçrtçto vienâdojumu atrisinâjumi ir mçrojami un vieni vienîgi. Apzîmçsim ∆(r, δ) =

1+
∑∞

n=1 n
2r−1αδ/(2r+δ)(n), kur α(·) ir α-jauktais koeficients procesam {Xi}i∈Z. r ir vesels,

pozitîvs skaitlis.

Teorçma 11. Pieòemsim, ka

• Ψ(y, t) ir diferencçjama pret t gandrîz visiem y (pie FY ) un Ψ pirmâs kârtas parciâlie

atvasinâjumi apmierina Lipðica nosacîjumus ar kârtu k ∈ (0, 1], gandrîz droði (FY ),

kur FY ir Y1 varbûtîbu sadalîjums;

• EΨ(Y1, θ) = 0 un ΣΨ un DΨ ir nesingulâras;

• eksistç δ > 0 tâds, ka E‖DαΨ(Y1, θ)‖2rj+δ < ∞ visiem α ∈ Zs
+ ar |α| = 0, 1, un

∆(rj, δ) <∞, kur rj = 1 visiem j = 1, 2, 3 un rj = 3, kad j = 4;

• l−1 + n−1/2l = o(1) un p+ (n2p)−1 = o(1), kad n→∞.

Tad

1. {θ̂n}n≥1 ir konsistents priekð θ un

√
n(θ̂n − θ)

d−→ N(0, DΨΣΨD
′
Ψ);

2. j = 1, 2, 3, 4,

sup
x∈Rs

∣∣∣P∗(T ∗∗(j)2n ≤ x)− P (T2n ≤ x)
∣∣∣ p−→ 0, kad n→∞;

3. 2 ir patiess, ja T ∗∗(j)2n aizvietosim ar T ∗(j)2n no (32).

Teorçmas pierâdîjums ir atrodams [7].

6.3. Diferencçjami funkcionâïi

Ðajâ nodaïâ parâdîsim MBB metodes konsistenci, aproksimçjot novçrtçjumus, kuri

ir empîriska procesa gludas funkcijas. Pieòemsim, ka {Xi}i∈Z ir virkne no Rd telpas

gadîjuma vektoriem. Definçsim m-dimensionâlas X1, . . . , Xn apakðvirknes empîrisko sa-

dalîjumu, kâ

F (m)
n = (n−m+ 1)

n−m+1∑
i=1

δYi ,

kur Yi ≡ (Xi, . . . , Xi+m−1), i ≥ 1, un kur δy ir varbûtîbas mçrs ar vçrtîbu 1 punktâ y.

Varbûtîbas mçrs F (m)
n darbojas, kâ novçrtçjums robeþsadalîjumam F (m) m-dimensionâlai

apakðvirknei X1, . . . , Xm.
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Pieòemsim, ka interesçjoðais parametrs θ ir s-dimensionâls funkcionâlis no F (m)

θ = T (F (m)). (37)

Tad dabisks θ novçrtçjums ir

θ̂ = T (F (m)
n ). (38)

Daudzus, bieþi lietotus, novçrtçjumus var izteikt ar (38), piemçram, vispârinâtos M -

novçrtçjumus, apskatîtus 6.2. nodaïâ. VispârinâtajiemM -novçrtçjumiem atbilstoðais fun-

kcionâlis T (·) ir netieði definçts ar attiecîbu∫
Ψ(x1, . . . , xm, T (G(m)))dG(m) = 0, G(m) ⊂ G(m),

kâdai atbilstoðai saimei G(m) no varbûtîbu mçriem, kas uzdoti Rdm, atkarîbâ no funkcijas

Ψ. Raksturosim vçl vienu nozîmîgu robustu novçrtçjumu klasi, ko var izteikt ðâdâ formâ.

Piemçrs 6. Pieòemsim, ka process {Xi}i∈Z pieòem reâlas vçrtîbas. Tad visiem 0 < α <

1/2, α-neiekïautâs vidçjâ vçrtîba ir

θ̂n = (n(1− 2α))−1

bn(1−α)c∑
i=bnαc+1

Xi:n, (39)

kur X1:n ≤ . . . ≤ Xn:n ir sakârtota X1, . . . , Xn. Ðeit ir labota [7] dotâ definîcija. Apzîmç-

sim F
(1)
n = Fn un F (1) = F . Tad novçrtçjums θ̂n no (39) ir ekvivalents viendimensionâla

empîriskâ sadalîjuma Fn funkcionâlim T (·)

T (Fn) ≡ (1− 2α)−1

∫ 1−α

α

F−1
n (u)du,

kur katram varbûtîbu sadalîjumam G uz R, G−1(u) = inf {x ∈ R : G((−∞, x]) ≥ u}, 0 <

u < 1 ir G kvantîles pârveidojums. Novçrtçjumu θ̂n jeb T (Fn) lieto, lai novçrtçtu para-

metru

θ = T (F ) ≡ (1− 2α)−1

∫ 1−α

α

F−1(u)du.

α-neiekïautâs vidçjâ vçrtîba θ̂n ir robusts θ novçrtçjums, kurð izslçdz izlecçju ietekmi.

Pie tam, ja α → (1/2)−, tad parametrs θ ir populâcijas mediâna F−1(1/2) (pieòemot,

ka F−1(u) ir nepârtraukta punktâ u = 1/2), kamçr, ja α = 0, tad iegûsim θ = EX1

ir populâcijas vidçjâ vçrtîba. Tâtad, daþâdâm α vçrtîbâm, θ ir kâda no bieþi lietotâm

statistikâm.

Piemçrs òemts no [7].
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Atgriezîsimies pie vispârçja novçrtçjuma (38), kurð ir funkcionâlis no F (m)
n . Ja fun-

kcionâlis T (·) ir gluds, tad θ̂n asimptotiskais sadalîjums ir iegûstams no empîriskâ proce-

sa
{√

n
(
F

(m)
n (·)− F (m)(·)

)}
asimptotiskâ sadalîjuma, atbilstoðâ metriskâ telpâ, lietojot

Delta metodi. Lai parâdîtu bloku butstrapu konsistenci ðâdu novçrtçjumu sadalîjumiem,

mums bûtu jâzina butstrapotâ empîriskâ procesa asimptotiskâ uzvedîba.

6.3.1. Empîriska procesa butstrapoðana

Empîriska procesa asimptotiskâ sadalîjuma rezultâtus atkarîgiem gadîjuma lielumiem

ir parâdîjuði daþâdi autori (piemçram, Billingsley ([13])). Lîdzîgi rezultâti, butstra-

potam empîriskam procesam, ir zinâmi tikai MBB un CBB gadîjumos. Ja òemsim

Yi = (Xi, . . . , Xi+m−1), i ∈ Z un n0 = n−m+ 1, tad, attiecîbâ pret Y ,

F (m)
n = n0

n0∑
i=1

δYi ,

un tas reducç vispârîgo problçmu uz gadîjumu, kad m = 1, dm-dimensionâliem gadîjuma

vektoriem Y1, . . . , Yn0 . Tâpçc ðajâ nodaïâ pieòemsim, ka m = 1. Pie tam, apzîmçsim

F
(1)
n = Fn un F (1) = F .

Ar Dd apzîmçsim telpu no visâm reâlu vçrtîbu funkcijâm, definçtâm [−∞,∞]d, kuras

ir nepârtrauktas no augðas un tâm eksistç robeþas no apakðas. Pievienosim Dd (papla-

ðinâto) Skorohoda metriku. Fn(x) un F (x) ir sadalîjuma funkcijas varbûtîbu mçriem Fn

un F . Tad

Fn(x) = n−1

n∑
i=1

1(Xi ≤ x),

F (x) = P (X1 ≤ x),

kur x ∈ [−∞,∞]d. Definçsim empîrisku procesu

Wn(x) =
√
n(Fn(x)− F (x)), x ∈ [−∞,∞]d.

Tad pie daþiem likumsakarîgiem nosacîjumiem, empîrisks process Wn konverìç vâji (kâ

Dd vçrtîbu gadîjuma elementi) uz Gausa procesu W no [−∞,∞]d, kas apmierina

EW (x) = 0,

EW (x)W (y) =
∞∑

k=−∞

Cov(1(X1 ≤ x),1(X1+k ≤ y)),

P (W ∈ C0
d) = 1

visiem x, y ∈ [∞,∞]d, kur C0
d ir nepârtrauktu funkciju klase no [∞,∞]d, kuras tiecas

uz 0 pie (−∞, . . . ,−∞) un (∞, . . . ,∞). Nâkamâ teorçma parâda, ka lîdzîgi rezultâti ir

38



spçkâ butstrapotam empîriskam procesam. Ar F ∗n(x) apzîmçsim empîrisku procesu no

MBB izlasçm, apjomâ n1 ar bloku garumu l, un pieòemsim, ka W ∗
n(x) =

√
n1(F ∗n(x) −

E∗F
∗
n(x)), x ∈ Rd.

Teorçma 12. Pieòemsim, ka {Xn}n≥1 ir stacionâru α-jauktu Rd vçrtîbu gadîjuma vek-

toru virkne ar
∑∞

i=1 i
8d+7[α(i)]1/2 < ∞ un ka X1 ir nepârtraukts. Turklât, l → ∞ un

l = O(n1/2−ε), kad n→∞, kâdiem 0 < ε < 1/2. Tad

W ∗
n

d−→ W gandrîz droði, kad n→∞.

Teorçmas pierâdîjums un tâs vispârinâjums, kâ arî SB metodes rezultâti, atrodami

[7].

6.3.2. MBB konsistence diferencçjamiem statistiskiem funkcionâïiem

Pieòemsim, ka θ̂n ir novçrtçjums, ko var reprezentçt ar gludu funkcionâli no m-

dimensionâla empîriska sadalîjuma F (m)
n (kâ (38)), ar kâdu m ≥ 1. Vispârîga pieeja, lai

iegûtu ðâdu statistisku funkcionâïu asimptotiskos sadalîjumus, lietojot diferencçjamîbu,

ieviesa von Mises ([14]). Ðeit apskatîsim statistiskos funkcionâïus, kuri ir Freðç diferen-

cçjami. Pieòemsim, ka Pk ir kopa no visiem varbûtîbas mçriem uz Rk un ka Sk ir kopa

no visiem galîgiem zîmju mçriem uz Rk, k ≥ 1. Ar ‖ · ‖(k) apzîmçsim normu Sk un

‖ · ‖ apzîmçsim Eiklîda normu Rk. Tad teiksim, ka funkcionâlis T : Pk → Rs ir Freðç

diferencçjams punktâ F ∈ Pk pie normas ‖ · ‖(k), ja eksistç funkcija T (1)(F, ·) : Sk → Rs

tâda, ka

• T (1)(F, aν1 + bν2) = aT (1)(F, ν1) + bT (1)(F, ν2) visiem a, b ∈ R un ν1, ν2 ∈ Sk;

• G ∈ Pk,
‖T (G)− T (F )− T (1)(F,G− F )‖

‖G− F‖(k)

→ 0,

kad ‖G− F‖(k) → 0.

Lineârs funkcionâlis T (1)(F, ·) tiek saukts par T Freðç atvasinâjumu punktâ F . Ðî Freðç

diferencçjamîbas definîcija ir atðíirîga no standarta funkcionâlanalîzes definîcijas, kur

pieòem, ka funkcionâlis T ir definçts normçtâ vektoru telpâ, kâ Sk, nekâ tikai Pk. Tomçr,

dotâ definîcija ir piemçrota mûsu gadîjumam, jo mçs esam ieinteresçti apskatît funkcionâïa

vçrtîbas tikai pie varbûtîbu mçriem.

Pieòemsim, ka parametrs θ un tâ novçrtçjums θ̂n ir doti, kâ (37) un (38), tas ir,

θ = T (F (m)) un θ̂n = T (F
(m)
n ), kâdam funkcionâlim T : Pdm → Rs, kâdiem m, s ∈ N. Ja
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T ir Freðç diferencçjams pie F (m) ar Freðç atvasinâjumu T (1)(F (m), ·), tad pçc T (1)(F (m), ·)

linearitâtes îpaðîbas

θ̂n − θ = T (F (m)
n − T (F (m)))

= T (1)(F (m), F (m)
n − F (m)) +Rn

= n−1
0

n0∑
i=1

T (1)(F (m), δYi − F (m)) +Rn (40)

≡ n−1
0

n0∑
i=1

h(Yi) +Rn,

kur n0 = (n−m+ 1), h(y) = T (1)(F (m), δy − F (m)), y ∈ Rdm un Rn ir atlikuma loceklis,

kurð apmierina ‖Rn‖ = o(‖F (m)
n − F (m)‖(dm)), kad ‖F (m)

n − F (m)‖dm → 0. Tad no (40)

varam iegût
√
n(θ̂n − θ) asimptotisko sadalîjumu, paredzot, ka Rn = op(n

−1/2). Tâlâkie

nosacîjumi izpildîsies, ja
√
n‖F (m)

n −F (m)‖(dm) ir stohastiski ierobeþots pie normas ‖·‖(dm).

Òemsim ‖ · ‖(dm), kâ Kolmogorova pustelpas normu, definçtu

‖ν‖∞ = sup {|ν((−∞, x])| : x ∈ Rdm}, ν ∈ Sdm.

Teorçma 13. Pieòemsim, ka T (·) ir Freðç diferencçjams pie F (m) normâ ‖ · ‖∞ un ka

E‖h(Y1)‖3 <∞, Eh(Y1) = 0 un Σ
(m)
∞ ≡ limn→∞D(n−1/2

∑n
i=1 h(Yi)) ir nesingulâra. Pie

tam, Teorçmas 12 nosacîjumi izpildâs. Tad

•
√
n(θ̂n − θ)

d−→ N(0,Σ
(m)
∞ ), kad n→∞,

• Ja θ∗n = T (F
(m)∗
n ) un θ̃n = T (E∗F

(m)∗
n ), kur F (m)∗

n ir empîriskais sadalîjums MBB

izlasei, balstîtai uz b0 = bn0/lc pârkârtotiem blokiem ar garumu l. Tad

sup
x∈Rs

∣∣∣P∗ (√n0(θ∗n − θ̃n) ≤ x
)
− P

(√
n(θ̂n − θ) ≤ x

)∣∣∣ p−→ 0, kad n→∞. (41)

Pierâdîjumu un vâjâkus nosacîjumus, kad ðî teorçma arî izpildâs, skatît [7].

Tâtad MBB aproksimâcija
√
n(θ̂n − θ) pârkârtoðanas sadalîjumam ir konsistenta pie

Teorçmas 13 nosacîjumiem.
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7. Bloku butstrapa metoþu salîdzinâjums

7.1. Teorçtiskie modeïi

Pieòemsim, ka {Xi}i∈Z ir Rd vçrtîbu stacionârs process ar EX1 = µ. Teorçtiskajâ

daïâ strâdâsim ar Gludas funkcijas modeli, kas tika definçts 6.1. nodaïâ. Pieòemsim,

ka parametrs θ un tâ novçrtçjums θ̂ var tikt izteikts, kâ gluda funkcija no populâcijas

un izlases vidçjâs vçrtîbas, µ un X̄n =
∑n

i=1Xi. Kâ jau iepriekð parâdîjâm, tad ðâdâ

veidâ var definçt plaðu novçrtçjumu klasi. Piemçram, izlases kovariâciju novçrtçjumus,

autokorelâciju novçrtçjumus un Jula-Volkera novçrtçjumus autoregresîviem procesiem.

Tâlâk, pieòemsim, ka eksistç gluda funkcija H : Rd → R tâda, ka θ = H(µ) un θ̂n =

H(X̄n). ϕn ir parametrs, kas ir funkcionâlis no θ̂n sadalîjuma. Pie tam ϕ̂n(j, l) ir ϕn

butstrapa novçrtçjums, lietojot j-to bloku butstrapa metodi ar (sagaidâmo) bloku garumu

l, j = 1, 2, 3, 4. Skaidrs, ka ϕ̂n(·, l) precizitâte ir atkarîga no θ̂n sadalîjuma funkcionâïa

ϕn. Pievçrsîsim uzmanîbu diviem parametriem

ϕ1n ≡ Bias(θ̂n) = Eθ̂n − θ, (42)

ϕ2n ≡ Dθ̂n = E(θ̂n − Eθ̂n)2, (43)

un salîdzinâsim bloku butstrapus, novçrtçjot ðos parametrus, lietojot vidçjâs kvadrâtiskâs

kïûdas jeb MSE kritçriju. Lîdzîgus rezultâtus var pierâdît sadalîjuma funkcijas butstrapa

novçrtçjumiem un citiem zinâmiem funkcionâïiem no θ̂n sadalîjuma, piemçram, kvantîles,

tomçr ðajos gadîjumos bûtu nepiecieðami citi nosacîjumi un argumenti.

Ar X∗j,1, X
∗
j,2, . . . apzîmçsim butstrapa izlases, iegûtas ar j-to metodi. Dotai vçrtîbai

l, pieòemsim, ka b = bn/lc bloki ir pârkârtoti metodçm MBB, NBB un CBB, iegûstot

butstrapa izlases ar apjomu n1 ≡ bl. Tad butstrapa versija, centrçtam lielumam Tn =

θ̂n − θ MBB, NBB un CBB metodçm ir

T
∗(j)
n,l = H(X̄

∗(j)
n,l )−H(E∗X̄

∗(j)
n,l ), j = 1, 2, 3,

kur X̄∗(j)n,l = n−1
1

∑n1

i=1X
∗
j,i.

Tâlâk parâdîsim atbilstoðus rezultâtus SB metodei. Tâ kâ l ir sagaidâmais bloka

garums, tad bloku garumi L1, L2, . . . ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar

ìeometrisko sadalîjumu ar parametru p = 1/l. Dotam l, K = inf{1 ≤ k ≤ n, L1 + . . . +

Lk ≥ n} bloki tiek pârkârtoti SB metodç, iegûstot izlasi ar apjomu N1 = L1 + . . . + Lk.

Pieòemsim, ka X̄∗(4)
n,l ≡ n−1

∑n
i=1 X

∗
j,i ir vidçjâ vçrtîba no pirmajiem n novçrojumiem. Kâ
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parâdîts iepriekð, E∗X̄
∗(4)
n,l = X̄n visiem l. SB metodes Tn = θ̂n − θ butstrapa versija ir

T
∗(4)
n,l = H(X̄

∗(4)
n,l )−H(X̄n).

Piezîmçsim, ka parametri (42) un (43) ir pirmie divi Tn momenti, tas ir, ϕ1n =

Bias(θ̂n) = ETn un ϕ2n = Dθ̂n = DTn. Tâdejâdi, ϕ1n un ϕ2n butstrapa novçrtçjumi

ir definçti

ϕ̂1n(j, l) ≡ B̂IASj(l) = E∗T
∗(j)
n,l , j = 1, 2, 3, 4,

ϕ̂2n(j, l) ≡ V̂ARj(l) = D∗T
∗(j)
n,l , j = 1, 2, 3, 4.

Nâkoðajâ nodaïâ parâdîsimMSE izvirzîjumus bloku butstrapa novçrtçjumiem B̂IASj(l)

un V̂ARj(l), j = 1, 2, 3, 4.

7.2. MSE izvirzîjumi

Lai iegûtu butstrapa MSE izvirzîjumus, piezîmçsim, ka gadîjuma lielumam Y , MSE(Y ) =

(Bias(Y ))2 +DY , tâtad MSE varam iegût no novirzes un dispersijas daïas. Turpmâk ap-

skatîsim novirzes un dispersijas daïas atseviðíi un kombinçsim, lai iegûtu kopçjo MSE.

Pieòçmums 1. FunkcijaH : Rd → R ir r reizes nepârtraukti diferencçjama un max{|DνH(x)| :

|ν| = r} ≤ C(1 + ‖x‖a0), x ∈ Rd kâdam veselam skaitlim a0 ≥ 1.

Pieòçmums 2. E‖X1‖2r+δ <∞ un ∆(r, δ) <∞ kâdam δ > 0.

Tad ϕ̂1n(j, l) un ϕ̂2n(j, l), j = 1, 2, 3, 4 novirzes daïai mums ir sekojoðs rezultâts.

Teorçma 14. Pieòemsim, ka l ir tâds, ka l−1 + n−1/2l = o(1), kad n→∞.

1. Ja Pieòçmums 1 ir spçkâ ar r = 3 un Pieòçmums 2 ir spçkâ ar r = 3 + a0, kur a0

ir tâds, kâ Pieòçmumâ 1, tad

Bias(B̂IASj(l)) = n−1l−1A1 + o(n−1l−1), j = 1, 2, 3, 4,

kur A1 = −
∑
|α|=1

∑
|β|=1 cα+β(

∑∞
j=−∞ |j|EXα

1 X
β
1+j) un cα = DαH(µ)/α!, α ∈ Zd

+.

2. Ja Pieòçmums 1 ir spçkâ ar r = 2 un Pieòçmums 2 ir spçkâ ar r = 4 + 2a0, kur a0

ir tâds, kâ Pieòçmumâ 1, tad

Bias(V̂ ARj(l)) = n−1l−1A2 + o(n−1l−1), j = 1, 2, 3, 4,

kur A2 = −
∑∞

j=−∞ |j|EZ̃1Z̃1+j, Z̃i =
∑
|α|=1 cα(Xi − µ)α, i ≥ 1 un cα ir tâds, kâ

ðîs teorçmas 1. daïâ.

42



Pierâdîjumu skatît [7].

Tâtad no Teorçmas 14 seko, ka ϕ1n un ϕ2n butstrapa novçrtçjumiem novirzes vi-

sâm èetrâm bloku butstrapa metodçm ir vienâdas lîdz konstantçm. Pretçji gaidîtajam,

SB metode nesamazina butstrapa novçrtçjumu novirzi, pie tam, asimptotiski novirzes ir

vienâdas, neatkarîgi no ðíeïoðu vai neðíeïoðu bloku izmantoðanas. Tâ kâ novirze bloku

butstrapu novçrtçjumiem rodas no sâkotnçjâs izlases X1, . . . , Xn aizvietoðanas ar neat-

karîgâm blokiem, tad visas metodes dod lîdzîgus rezultâtus, kamçr bloku garumi l ir

asimptotiski vienâdi.

Tâlâk salîdzinâsim ϕ1n un ϕ2n dispersijas.

Teorçma 15. Pieòemsim, ka Teorçmas 14 nosacîjumi par bloku garumu l un Pieòçmumu

1 un 2 nosacîjumi, attiecîgajâm teorçmas daïâm, ir spçkâ.

1. Tad eksistç simetriskas, nenegatîvas reâlu vçrtîbu funkcijas g1, g2 tâdas, ka

D(B̂IASj(l)) = {4π2g1(0)/3}n−3l + o(n−3l), j = 1, 3,

D(B̂IASj(l)) = {2π2g1(0)}n−3l + o(n−3l), j = 2

2. un

D(V̂ ARj(l)) = {4π2g2(0)/3}n−3l + o(n−3l), j = 1, 3,

D(V̂ ARj(l)) = {2π2g2(0)}n−3l + o(n−3l), j = 2.

Funkcijas definîciju gk(·), k = 1, 2 un teorçmas pierâdîjumu skatît [7].

Tomçr arî bez detalizçtas gk(·), k = 1, 2 definîcijas, varam salîdzinât dispersijas daïas

daþâdâm bloku butstrapa metodçm. No Teorçmas 15 1. un 2. daïas redzams, ka MBB

un CBB ϕ1n = Bias(θ̂n) un ϕ2n = Dθ̂n novçrtçjumiem ir 2/3 reizes mazâkas dispersi-

jas kâ NBB novçrtçjumam. Tâ kâ MBB un CBB metodçs bloki pârklâjas, tad variâcija

starp pârkârtotajiem blokiem ir mazâka, kas dod mazâku dispersiju ðiem novçrtçjumiem.

Ðo MBB priekðrocîbu pâr NBB pirmais parâdîja Kunsch ([5]). SB metodes gadîjumâ,

Nordman ([15]) parâdîja, ka [7] dotais rezultâts nav korekts. Nordman parâdîja, ka asim-

ptotiski SB un NBB metoþu rezultâtu precizitâte ir vienâda. Tâpçc labosim [7] rezultâtus,

tas ir, atstâsim nepublicçtus SB metodes rezultâtus no [7], bet teiksim, ka SB rezultâti

sakrît ar NBB. Tâtad pretçji Lahiri paustajam, ka SB metodei novçrtçjumu dispersija

ir asimptotiski vislielâkâ starp èetrâm metodçm, Nordman parâdîja, ka SB novçrtçjumu

dispersija un NBB novçrtçjumu dispersija ir asimptotiski vienâdas.
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7.3. Teorçtiskie salîdzinâjumi

7.3.1. Asimptotiskâ efektivitâte

Ðajâ nodaïâ apkoposim Teorçmu 14 un 15 rezultâtus. Divâm novçrtçjumu virknçm

{ψ̂1n}n≥1 un {ψ̂2n}n≥1 definçsim asimptotiski relatîvo efektivitâti

ARE(ψ̂1n, ψ̂2n) = lim
n→∞

(
MSE(ψ̂2n)/MSE(ψ̂1n)

)
.

Tâtad, ja ARE(ψ̂1n, ψ̂2n) < 1, tad virkne {ψ̂1n}n≥1 ir mazâk efektîva, kâ {ψ̂2n}n≥1, proti,

{ψ̂1n}n≥1 novçrtçjumiem ir lielâka MSE, nekâ {ψ̂2n}n≥1 pie lieliem n.

Teorçma 16. Pieòemsim, ka Teorçmu 14 un 15 nosacîjumi izpildâs un ka Ak 6= 0,

gk 6= 0, k = 1, 2.

1. l−1 + n−1/3l = o(1), katram i, j = 1, 2, 3, k = 1, 2,

ARE (ϕ̂kn(j, l), ϕ̂kn(i, l)) = 1;

2. l−1n1/3 = o(1), k = 1, 2,

ARE (ϕ̂kn(2, l), ϕ̂kn(j, l)) = 2/3, j = 1, 3;

3. l = Cn1/3(1 + o(1)), C ∈ (0,∞), k = 1, 2,

ARE (ϕ̂kn(2, l), ϕ̂kn(j, l)) =
3 + 4π2C3A−2

k gk(0)

3 + 6π2C3A−2
k kk(0)

∈ (2/3, 1), j = 1, 3.

Teorçmas pierâdîjums ir atrodams [7].

Ðajâ gadîjumâ atkal labosim [7] rezultâtus SB metodei, atstâjot tos nepublicçtus, bet

teiksim, ka NBB metodes rezultâti ir asimptotiski vienâdi ar SB metodes rezultâtiem,

atsaucoties uz [15]. Teorçmas 16 1. un 2. daïas attiecas uz gadîjumiem, attiecîgi, kad l

vçrtîba ir maza un MSE, galvenokârt, nosaka novirzes daïa (1. daïa) un kad l vçrtîba ir

liela un MSE, galvenokârt, nosaka dispersijas daïa (2. daïa).

7.3.2. Optimâlais bloku garums

No Teorçmâm 14 un 15 redzams, ka katrai no butstrapa metodçm, palielinot l, bloku

butstrapa novçrtçjuma novirze samazinâs, kamçr to dispersija palielinâs. Tâ rezultâtâ,

eksistç kritiskâ bloka garuma vçrtîba l, pie kuras MSE sasniedz savu minimumu. Ðo

minimumu sauksim par MSE-optimâlo bloku garumu. Apzîmçsim ar

l01j = argmin{MSE(B̂IASj(l)) : nε ≤ l ≤ n(1−ε)/2},

l02j = argmin{MSE(V̂ARj(l)) : nε ≤ l ≤ n(1−ε)/2},
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1 ≤ j ≤ 4 MSE-optimâlâ bloku garumus, novçrtçtajâ θ̂n novirzei un dispersijai, kur

ε ∈ (0, 1/3) ir dots. Sekojoðais rezultâts dod optimâlo l0kj, k = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4,

novçrtçjot ϕ1n un ϕ2n.

Teorçma 17. Pieòemsim, ka Teorçmas 16 nosacîjumi ir spçkâ. Ja k = 1, 2, tad

l0kj ∼ (3A2
k/(2π

2gk(0)))1/3n1/3, j = 1, 3,

l0kj ∼ (A2
k/(π

2gk(0)))1/3n1/3, j = 2.

Teorçmas pierâdîjums ir atrodams [7].

Nepublicçsim SB rezultâtus no [7], bet teiksim, ka tie ir vienâdi ar NBB metodes

rezultâtiem. No teorçmas redzams, ka optimâlais bloku garums MBB metodei ir (3/2)1/3

reizes lielâks kâ NBB metodei.

Pçc l0kl definîcijas ir skaidrs, ka katra bloku butstrapa metode dod vislabâkos parametra

ϕkn novçrtçjuma rezultâtus, ja tâ lietota ar optimâlo bloka garumu. Tâlâk salîdzinâsim

bloku butstrapa metodes, ja tâs lietotas ar optimâlo bloku garumu.

Teorçma 18. Pieòemsim, ka Teorçmas 16 nosacîjumi ir spçkâ.

• Ja k = 1, 2, tad

MSE(ϕ̂kn, l
0
kj) = 31/3(2π2gk(0)Ak)

2/3n−8/3 + o(n−8/3), j = 1, 3;

MSE(ϕ̂kn, l
0
kj) = 3(π2gk(0)Ak)

2/3n−8/3 + o(n−8/3), j = 2

• un

ARE
(
ϕ̂kn(2, l0k2), ϕ̂kn(j, l0kj)

)
= (2/3)2/3, j = 1, 3.

Teorçmas pierâdîjums ir atrodams [7].

Teiksim, ka SB metodei ir vienâdi rezultâti ar NBB metodi. Teorçma 18 râda, ka, ja

katra no metodçm ir veikta ar optimâlo bloka garumu, tad MBB un CBB optimâlâ MSE

ir (2/3)2/3 reizes mazâka kâ optimâlâ MSE NBB metodei.

7.4. Datu simulâcijas

Iepriekðçjâs nodaïâs parâdîjâm teorçtiskus bloku butstrapa metoþu salîdzinâjumus.

Ðajâ nodaïâ veiksim praktisku metoþu salîdzinâðanu ar simulçtiem datiem.

Piemçrs 7. Izvçlçsimies ARIMA(1,1) modeli

Xi = 0.6Xi−1 + εi − 0.1εi−1, (44)
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kur εi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar N(0, 1) sadalîjumu. Apskatîsim parametru

ϕn = nDX̄n. Mçìinâsim novçrtçt ðî parametra MSE daþâdâm bloku butstrapu metodçm

ar daþâdiem bloku garumiem l. Butstrapotâ statistika bûs formâ

T ∗n =
√
n(X̄∗n − E∗X̄∗n), (45)

kur centrçjoðâs vçrtîbas E∗X̄∗n atradîsim pçc (10) un (11) metodçm MBB un NBB, bet

CBB un SBB E∗X̄
∗
n = X̄n. Apskatîsim vidçjo kvadrâtisko kïûdu bloku garumiem l =

2, . . . , 20 ar soli 1. Simulçtos datus òemsim ar apjomu n = 400. Katrâ no soïiem veiksim

2000 simulâcijas, kur katrâ no simulâcijâm veidosim 500 butstrapa izlases. Pieòemsim,

ka

T ∗i,j,n =
√
n(X̄∗i,j,n − E∗X̄∗n),

ir j-tâs butstrapa izlases realizâcija i-tai simulâcijai. MSE novçrtçjums ir

M̂SE(l) = (2000)−1

2000∑
i=1

(ϕ̂n − ϕn)2

= (2000)−1

2000∑
i=1

(
(500)−1

500∑
j=1

(T ∗i,j,n)2 − ϕn

)2

,

kur teorçtiskais ϕn = nDX̄n = DX1 + 2
∑n−1

i=1 Cov(X1, X1+i). Kovariâcijas iegûsim no

(4), atmetot tâs, kuras mazâkâs par 0.001. Tad ðajâ gadîjumâ iegûsim ϕn = 5.153, ko

izmantosim MSE aprçíinam. Iegûtie rezultâti parâdîti 1. attçlâ.

1. att. Parametra ϕn = nDX̄n MSE novçrtçjumi modelim (44).

Redzams, ka MBB, NBB un CBB metodçm ir vienâdi rezultâti pie maziem bloku

garumiem l, kas arî ir sagaidâms no teorijas. Tâtad no Teorçmas 14 zinâm, ka novirzes

daïas visâm metodçm ir vienâdas un ka MSE pie maziem l tiek, galvenokârt, noteiks ar

46



novirzes daïu. SB metodes uzvedîba pie maziem l ir skaidrojama ar to, ka ðî metode

ir mazâk jûtîga pret bloku garumu izvçli nekâ pârçjâs trîs metodes. Tâpçc, iespçjams,

SB metode ðajâ piemçrâ darbojas labâk ar maziem bloku garumiem. Pie lielâkiem bloku

garumiem NBB metode kïûst nestabila, kas izskaidrojams ar sâkotnçjâs simulçtâs izlases

îpatnîbâm un to, ka NBB bloku izvçles skaits ir mazs. Pie l > 20 mçs sagaidîtu, ka MBB

un CBB metodes darbojas labâk nekâ NBB un SB (skatît Teorçmas 15 un 16), kas daïçji

manâms jau pie l = 20.

No ðî piemçra varam secinât par modeïa (44) ar n = 400 optimâlo bloku garumu

parametra ϕn novçrtçðanai. Pçc MSE grafikiem SB metodes optimâlais bloku garums

ir aptuveni l = 10, bet pârçjâm metodçm l = 15. Ðo rezultâtu varam salîdzinât ar

metodi, ko piedâvâja Politis, White un Patton ([16] un [17]). Autori deva R program-

mu, lai noteiktu optimâlu bloku garumu MBB un SB metodçm. Programma atroda-

ma http://www.economics.ox.ac.uk/members/andrew.patton/code.html. Iegûsim,

ka MBB metodes optimâlais bloka garums ir 11, bet SB metodes optimâlais bloka ga-

rums ir 10, kas sakrît ar mûsu atrasto optimâlo bloka garumu. Protams, MSE izpratnç

iegût optimâlo bloka garumu ir iespçjams gadîjumos, kad teorçtiskâ parametra vçrtîba ir

zinâma, kas praksç ir reti sastopams. Literatûrâ eksistç metodes, piemçram, jau minç-

tâ Politis, White un Patton metode, kuras dod optimâlo bloka garumu bez teorçtiskâs

vçrtîbas zinâðanas. Citas metodes skatît [7] un [18].

Vçl piebilstams, ka gadîjumâ, kad ϕn = nDX̄n, ir iespçjams MSE novçrtçjumus iegût

bez butstrapa procedûras, jo katras metodes vidçjâs vçrtîbas dispersijas novçrtçjumi pie

katra l ir iegûstami no (22) un (24).

Piemçra ideja òemta no [7] un atbilstoðais programmas R kods atrodams pielikumâ.

Iepriekðçjo nodaïu rezultâti râda, ka MSE izpratnç MBB un CBB novçrtçjumi ir pre-

cîzâki, kâ NBB un SB novçrtçjumi. Ðis apgalvojums ir spçkâ, kamçr bloku garums aug

ar âtrumu ne zemâku, kâ optimâlais bloku garums. Lai novçrtçtu funkcionâïu ϕ1n un ϕ2n

novirzi un dispersiju, ðis optimâlais âtrums ir Cn1/3, kur n ir izlases apjoms. Gadîjumâ,

ja bloka garums aug ar zemâku âtrumu nekâ optimâlais âtrums, tad MSE galvenokârt

nosaka novirzes daïa. Ðajâ gadîjumâ starp visâm metodçm ARE ir 1. Tâs ir sekas no fak-

ta, ka asimptotiski butstrapa novçrtçjumu novirzes visâm metodçm ir vienâdas. Tâtad,

ja bloka garums ir tuvs optimâlajam bloku garumam, tad MBB un CBB metodes dod

visprecîzâkos rezultâtus butstrapa novçrtçjumiem.

Ir iespçjams salîdzinât bloku butstrapa metodes daudz komplicçtâkiem θ̂n sadalîjuma
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funkcionâïiem. Lai novçrtçtu sadalîjuma funkciju un kvantîles θ̂n stjûdentizçtai versijai,

optimâlais bloka garums ir formâ Cn1/4 visâm èetrâm bloku butstrapa metodçm. Arî ðajâ

gadîjumâ precîzâkâs izrâdâs MBB un CBB metodes.

Iepriekðçjie rezultâti parâda salîdzinâjumu starp èetrâm bloku butstrapa metodçm.

Carlstein, Do, Hall, Hesterberg un Kunsch ([19]) piedâvâja saskaòoto bloku butstrapa

metodi (no angïu valodas ,,matched block bootstrap" (MaBB)), kur bloki tiek pârkârto-

ti, izmantojot Markova íçdes. Pretçji zinâmajâm èetrâm metodçm, MaBB pârkârtotie

bloki ir atkarîgi. Pie zinâmiem procesa strukturâliem nosacîjumiem, tas ir, AR(p) vai

Markova, Carlstein parâdîja, ka MaBB izlases vidçjâs vçrtîbas dispersijas novçrtçjumam

dispersija ir salîdzinâma ar NBB dispersijas novçrtçjumu, bet novirze ir ar mazâku kârtu.

Tâtad MaBB MSE ir ar mazâku kârtu, kâ èetrâm apskatîtajâm metodçm. Rezultâtâ,

procesos ar Markova struktûru MaBB darbojas labâk pie optimâlajiem bloku garumiem.

Vispârîgâkâm laikrindâm, kurâm nav obligâta Markova struktûra, Paparoditis un Politis

([20]) piedâvâja konusveida bloku butstrapu (no angïu valodas ,,tapered block bootstrap"

(TaBB)) un parâdîja, ka TaBB darbojas labâk kâ MBB un CBB.
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8. Butstrapa pielietojums neparametriskajâ regresijâ

Neparametriskâ regresija ir plaði pielietota metode statistikâ, kur nav nepiecieðama

parametriska modeïa izvçle. Metodes galvenâ ideja ir novçrtçt m(x) = E(Y |X = x), kur

X var bût gan viendimensionâls, gan vairâk dimensionâls lielums. Ðajâ nodaïâ dosim îsu

ieskatu regresijas konstruçðanâ un divâs gludinâðanas parametra izvçles metodçs. Apska-

tîsim regresijas atlikumu struktûru atkarîbâ no regresijas modeïa. Tâlâk parâdîsim ar

piemçru, ka îpaðos gadîjumos bieþi lietotas metodes, gludinâðanas parametra noteikðanai,

dod nepareizus rezultâtus.

8.1. Neparametriskâs regresijas konstrukcija

Apskatîsim modeli Yi = m(Xi) + εi, kur {εi} ir stacionâra virkne ar vidçjo vçrtîbu 0.

Parastâ pieeja, novçrtçjot m(x), ir lietot kodolu gludinâðanu un izvçlçties atbilstoðu svaru

funkciju ωi. Òemsim

m̂(x) =
n∑
i=1

ωi(x)Yi,

kâ m(x) novçrtçjumu, kur n ir dotâs izlases apjoms. Viena no pieejâm ir ωi òemt, kâ

Nadaraya-Watson kodolu novçrtçjumus

ωi(x) = K ((x−Xi)/h)

(
n∑
j=1

K ((x−Xi)/h)

)−1

,

kur K(x) ir kodola funkcija ar îpaðîbâm
∫
K(x)dx = 1,

∫
xK(x)dx = 0,

∫
x2K(x)dx > 0,

pie tam K(x) ir gluda. h ir gludinâðanas parametrs.

Otra pieeja ir lietot lokâlâs lineârâs regresijas gludinâtâju, ko piedâvâja Fan (1993),

ωi(x) = υi(x)

(
n∑
j=1

υi(x) + n−2

)−1

,

kur

υi(x) = K ((x−Xi)/h) (s2 − (x−Xi)s1) ,

sk =
n∑
j=1

K ((x−Xj)/h) (x−Xj)
k, k = 1, 2.

Abu metoþu galvenâ problemâtika ir parametra h izvçle. Kodolu K izvçle nav izðíiroða.

m̂(x) atbilstîbas kritçriji ir

MSE(x) = E (m̂(x)−m(x))2 un MISE =

∫
X

E (m̂(x)−m(x))2 dx.
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Tâlâk aplûkosim divas optimâlâ gludinâðanas parametra izvçles metodes. Viena no

piedâvâtajâm metodçm ir krosvalidâcijas metode. Definçsim vispârinâtu atstât 2l+ 1 ârâ

krosvalidâcijas metodi ar lokâlajiem lineârajiem gludinâtâjiem. Mçríis ir minimizçt MISE

novçrtçjumu

M̂ISE(h) = n−1

n∑
j=1

(m̂j(Xj)− Yj)2

ar

m̂j(Xj) =
∑
|i−j|>l

ωij(Xj)Yi,

kur, lîdzîgi, kâ iepriekð,

ωij = υij(x)

 ∑
|k−j|>l

υkj(x) + n−2

−1

,

υij(x) = K ((x−Xi)/h) (s2j − (x−Xi)s1j) ,

skj =
∑
|i−j|>l

K ((Xj −Xi)/h) (Xj −Xi)
k, k = 1, 2.

Tad hopt = minarg{M̂ISE(h)}. Visbieþâk lietotâ ir atstât vienu ârâ jeb l = 0 kros-

validâcija. Ðî metode dod labus rezultâtus lielâkajâ daïâ no gadîjumiem. Teorija par

neparametrisko regresiju òemta no [21].

Apskatîsim otru h izvçles metodi, balstîtu uz butstrapu, kas aprakstîta [22]. Pieòem-

sim, kâdu sâkuma vçrtîbu h0. Daþreiz h0 izvçlas pçc augstâk minçtâs krosvalidâcijas

metodes. Iegûsim m̂h0(x) regresijas novçrtçjumu ar gludinâðanas parametru h0. Katrâ

Xi punktâ iegûsim atbilstoðos atlikumus

εi = Yi − m̂h0(Xi), i = 1, . . . , n.

Ðos atlikumus centrçsim

ε̃i = εi − n−1

n∑
i=1

εi, i = 1, . . . , n

un normçsim

ε̂i = ε̃i/(1−K(0)/nh), i = 1, . . . , n,

kur K(x) ir kodola funkcija. Tâlâk butstraposim iegûtos ε̂1, . . . , ε̂n un iegûsim butstrapa

izlasi ε∗1, . . . , ε
∗
n. No butstrapotajiem atlikumiem iegûsim butstrapa izlasi Y ∗1 , . . . , Y

∗
n

Y ∗i = m̂h0(Xi) + ε∗i , i = 1, . . . , n.
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Atkârtosim butstrapoðanuB reizes un iegûsimB butstrapotâs izlases. Katrai butstrapotai

izlasei novçrtçsim savu m̂∗h. Tad MISE novçrtçjums ir

M̂ISE(h) = (nB)−1

n∑
i=1

B∑
j=1

(
m̂∗j,h(Xi)− m̂h0(Xi)

)
, i = 1, . . . .n

Optimâlais hopt = minarg{M̂ISE(h)}. Ir iespçjams veidot iteratîvu procedûru, kur h0 tiek

izvçlçts, kâ iepriekðçjâs iterâcijas hopt. Kâ norâdîjis Faraway ([22]), tad ðî procedûra ir

lietojama arî heteroskedastiskiem atlikumiem.

Salîdzinâsim ðîs metodes praktiski. No [23] iegûsim CMB datus (saîsinâjums no angïu

valodas ,,cosmic microwave background radiation"). Xi dati attçlo temperatûras fluktu-

âcijas frekvenci un Yi dati reprezentç fluktuâciju spçku katrâ frekvencç. Dati parâdîti 2.

attçlâ.

2. att. CMB dati.

Noteiksim optimâlos gludinâðanas parametrus ar krosvalidâcijas un butstrapa meto-

dçm. Krosvalidâcijas atstât vienu ârâ metodei meklçsim optimâlo h intervâlâ no 2 lîdz

70 ar soli 1. Atradîsim katra soïa novçrtçto MISE un izvçlçsimies to h, pie kura M̂ISE(h)

sasniedz savu minimumu.
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3. att. CMB datu M̂ISE(h) krosvalidâcijas atstât vienu ârâ metodei.

Krosvalidâcijas metodes M̂ISE(h) sasniedz savu minimumu pie h = 47. Ðis arî ir

krosvalidâcijas optimâlais gludinâðanas parametrs.

Ðiem paðiem datiem aplûkosim butstrapa metodi, optimâlâ parametra h izvçlei. Vei-

dosim divus iteratîvos procesus, kur pirmajâ sâkuma h0 = 2, bet otrajâ h0 = 50. Veiksim

10 iterâciju soïus. Katrâ no iterâcijâm veidosim 500 butstrapa izlases un h soli òemsim

vienâdu ar 1. Rezultâti parâdîti 4. attçlâ.

4. att.: CMB datu iterâciju rezultâti butstrapa metodei. Pie iterâcijas soïa 0 h vçrtîbas ir vienâdas ar

sâkuma h0 izvçli.

Kâ redzams, tad abas lîknes tiecas uz vienu h = 40 vçrtîbu. Tâtad òemot jebkuru

sâkuma vçrtîbu no intervâla [2, 50], iegûsim optimâlo gludinâðanas parametru 10 iterâciju

soïos. Kâ redzams, iterâciju rezultâts nav atkarîgs no sâkuma h0 izvçles, taèu iterâciju

soïu skaitam jâbût pietiekami lielam. Òemot mazâku soli un lielâku butstrapa izlaðu

skaitu, rezultâtus ir iespçjams iegût precîzâkus.
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Attçlosim datus ar iegûtajâm regresijâm un uzzîmçsim atlikumu autokorelâciju grafi-

kus. Ðeit un turpmâk izmantosim lokâlâs lineârâs regresijas modeli.

(a) (b)

(c) (d)
5. att.: CMB dati: (a) ar krosvalidâcijas metodi izvçlçtais h = 47 un (b) atlikumu autokorelâciju grafiks;

(c) ar butstrapa metodi izvçlçtais h = 40 un (d) atlikumu autokorelâciju grafiks.

Abas metodes dod optimâlu h izvçli, un regresijas, kas balstîtas uz ðiem hopt, ir ar

nekorelçtiem atlikumiem. Pie tam interesanti, ka butstrapa metode strâdâ arî ðajâ gadî-

jumâ, kad atlikumi ir heteroskedastiski. Bûtîbâ dotâ butstrapa procedûra ir konstruçta

homoskedastiskiem atlikumiem, bet autors norâdîjis, ka tai vajadzçtu darboties arî hete-

roskedastisku atlikumu gadîjumâ.

8.2. Regresijas atlikumu nozîme modeïa izvçlç

Ðajâ nodaïâ apskatîsim regresijas atlikumus un parâdîsim to, ka no atlikumu neatka-

rîbas nevar viennozîmîgi noteikt modeïa atbilstîbu.

Konstruçsim modeli yi = sin(3πxi) + εi intervâlâ xi ∈ [0, 1] ar i = 1, . . . , 100. Ðim

modelim izvçlçsimies εi, kuri ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar vidçjo vçrtîbu 0 un disper-

siju 0.01. Izmantosim programmas R procedûru polyloc, kur gludinâðanas parametru

izvçlçsimies h = 0.1, un konstruçsim novçrtçto regresiju. Veidosim otrus εi tâdus, ka

E(εi, εj) = e−70|xi−xj |, tâtad atkarîgus gadîjuma lielumus εi ar vidçjo vçrtîbu 0 un disper-

siju 1. Ðo atkarîbas struktûru iegûsim ar GaussRF procedûru no programmas R. Arî ðajâ
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gadîjumâ lietosim polyloc, lai konstruçtu regresijas funkciju, pie tam gludinâðanas para-

metru izvçlçsimies h = 0.02. Regresijas un to atlikumu autokorelâciju grafiki ir apskatâmi

6. attçlâ.

(a) (b)

(c) (d)
6. att.: Simulçtie dati: (a) lokâlâs lineârâs regresijas veidota regresijas lîkne ar parametru h = 0.1; (b)

atlikumu autokorelâcijas; (c) lokâlâs lineârâs regresijas veidota regresijas lîkne ar parametru h = 0.02;

(d) atlikumu autokorelâcijas.

Rezultâti liecina par korelçtiem atlikumiem pirmajâ gadîjumâ un nekorelçtiem otrajâ.

Tâlâk attçlosim îsto regresijas lîkni yi = sin(3πxi) un attçlosim atlikumu autokorelâcijas

grafikus.
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(a) (b)

(c) (d)
7. att.: Simulçtie dati: (a) îstâ regresijas funkcija; (b) atlikumu autokorelâcijas; (c) îstâ regresijas

funkcija; (d) atlikumu autokorelâcijas.

Tâtad redzams, ka nepareizi konstruçjot regresijas lîknes (6.(a) un 6.(c) attçlos), abos

gadîjumos slçdzieni par atlikumiem ir bijuði aplami. Pirmajâ gadîjumâ ieguvâm atkarîgus

atlikumus, jo izvçlçtais gludinâðanas parametrs h = 0.1 pârgludinâja novçrojumus, un

mazâks gludinâðanas parametrs bûtu atbilstoðâks. Otrajâ gadîjumâ (6.(c) un 6.(d) attçli)

ieguvâm neatkarîgus atlikumus, kas neatbilst simulçtajiem datiem(7.(d) attçls). Ðajâ

gadîjumâ pârâk mazs gludinâðanas parametrs dod regresiju, kura ir konstruçta, neòemot

vçrâ atlikumu atkarîbas struktûru. Ðî piemçra ideja òemta no [24].

No iepriekðçjâ piemçra ir skaidrs, ka nepareiza gludinâðanas parametra izvçle var no-

vest pie aplamiem rezultâtiem. Tomçr ne vienmçr var païauties uz atlikumu neatkarîbu

pazîmi un secinât, ka izvçlçtais modelis ir labs. Hart ([25]) parâdîja, ka daudzas glu-

dinâðanas parametra izvçles metodes, ieskaitot korsvalidâciju, dod nepareizus rezultâtus

gadîjumos, kad atlikumi no regresijas funkcijas ir korelçti.

8.3. Beveridþas indeksu dati

Aplûkosim Beveridþas graudu cenu indeksus, kuri ir iegûstami no programmas R. Dati

ir gada vidçjie Eiropas graudu cenu indeksi no 1500. lîdz 1869.gadam, skatît 8. attçlâ.

55



8. att. Beveridþas cenu indeksu dati.

Pielietosim krosvalidâcijas un butstrapa metodes, lai atrastu neparametriskâs regresi-

jas gludinâðanas parametru. Krosvalidâcijas atstât vienu ârâ metodei lietosim soli 0.5 un

gludinâðanas parametru meklçsim intervâlâ [0,50]. Atradîsim katra soïa novçrtçto MISE

un izvçlçsimies to h, pie kura M̂ISE(h) sasniedz savu minimumu. Butstrapa procedûrâ

veiksim 30 iterâciju soïus ar pieciem daþâdiem sâkuma h0 = 2, 5, 10, 30, 50. Katrâ no

iterâcijas soïiem veidosim 2000 butstrapa izlases un meklçsim hopt ar soli 0.5 pa intervâlu

[0,50].

(a) (b)
9. att.: Beveridþas indeksu datu regresijas optimâlâ gludinâðanas parametra izvçle: (a) korsvalidâcijas

novçrtçtâ MISE; (b) butstrapa iterâciju rezultâts (pie iterâcijas soïa 0 h vçrtîbas ir vienâdas ar sâkuma

h0 izvçli).

Pçc krosvalidâcijas metodes esam ieguvuði hopt = 2.5. Butstrapa metodei ar sâkuma

h0 = 2 redzams, ka h izvçle paliek nemainîga visos iterâciju soïos. Pârçjâm iterâcijâm ar

h0 = 5, 10, 30, 50 gludinâðanas parametrs iterâciju beigâs dod vçrtîbu 6. To arî izvçlçsi-

mies par optimâlo hopt. Ar ðiem parametriem veidosim regresijas un attçlosim regresiju

atlikumu autokorelâciju grafikus.
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(a) (b)

(c) (d)
10. att.: Beveridþas indeksu dati: (a) ar krosvalidâcijas metodi izvçlçtais h = 2.5 un (b) atlikumu

autokorelâciju grafiks; (c) ar butstrapa metodi izvçlçtais h = 6 un (d) atlikumu autokorelâciju grafiks.

Regresija, kuras gludinâðanas parametrs ir iegûts pçc krosvalidâcijas metodes, ir tuva

datu interpolâcijai. Butstrapa metodes dotais gludinâðanas parametrs h0 = 6 dod regre-

siju, kura arî, ðíiet, pârâk seko datiem. Redzams, ka abâm regresijâm, atlikumi uzrâda

korelâcijas pazîmi, pie tam, ar butstrapu veidotajai regresijai, korelâcijas, ðíiet, lielâkas.

Ðis piemçrs râda, ka krosvalidâcijas un butstrapa metode nedod labus rezultâtus.

Risinâjumu piedâvâja Hall, Lahiri un Polzehl ([21]), saistîbâ ar bloku butstrapu. Ðî

metode ir modificçta butstrapa metode, ko apskatîjâm iepriekð. Galvenâ atðíirîba ir tâ,

ka sâkotnçji tiek lietoti divi sâkuma h01 un h02. Ar h01 iegûst atlikumu izlasi priekð

butstrapa, bet ar h02 iegûst regresijas lîkni, pie kuras pievieno butstrapotos atlikumus.

Ðajâ gadîjumâ lieto bloku butstrapu, lai saglabâtu atlikumu atkarîbas struktûru. Autori

ir norâdîjuði, ka jâizvçlas h02 = Ch
5/9
01 . Diemþçl konstante C ir aizklâtâ formâ, kuru

praktiski ir grûti iegût.

Mûsu gadîjumâ lietosim h01 = h02 un bloku butstrapa procedûrai izmantosim MBB

metodi. Ðajâ gadîjumâ MBB metode, ðíiet, ir vispiemçrotâkâ, jo, kâ zinâms, tâ uzliek

mazâkus svarus izlases sâkuma un beigu elementiem pie butstrapoðanas, bet neparamet-

riskajâ regresijâ ir gadîjumi, kad regresija pie robeþâm strâdâ slikti. Hall, Lahiri un
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Polzehl pat iesaka atmest atlikumu izlases sâkuma un beigu elementus. Ievieðot bloku

butstrapu, parâdâs optimâlâ bloka garuma problemâtika. Ðim piemçram izvçlçsimies 3

bloku garumus l = 5, 10, 20, ar tiem veiksim 2000 butstrapa izlases. Sâkumâ fiksçsim

h01 = h02 = 2, 5, 10, 30, 50. Meklçsim optimâlo hopt intervâlâ [0,50] ar soli 1. Visu trîs

bloku garumu iterâciju rezultâti apskatâmi 11. attçlâ.

(a) (b)

(c)
11. att.: Beveridþas indeksu datu iteratîvâs bloku butstrapa procedûras: (a) ar bloku garumu l = 5; (b)

ar bloku garumu l = 10; (c) ar bloku garumu l = 20.

Redzams, ka ar sâkuma vçrtîbâm h01 = 2, 5, 10, iterâciju laikâ parametrs h nemainâs,

kas, iespçjams, skaidrojams ar to, ka, iegûtie atlikumi slikti reprezentç patieso atkarîbas

struktûru, kuru nav iespçjams atjaunot ar butstrapu. Tas pats sakâms par iterâcijas pro-

cesiem, kur bloku garums l = 5, kur iterâciju rezultâti krîtas visiem h01. Par optimâliem

izvçlçsimies rezultâtus, kur l = 10, 20 un h0 = 30, 50. Pie l = 10 bloku butstrapa iterâ-

ciju process dod hopt = 22, bet, ja l = 20, tad hopt = 38. Tâtad esam izvçlçjuðies divus

optimâlos gludinâðanas parametrus.

Attçlosim regresijas ar iegûtajiem gludinâðanas parametriem.
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(a) (b)

(c) (d)
12. att.: Beveridþas indeksu dati: (a) ar bloku butstrapa metodi izvçlçtais h = 22 un (b) atlikumu

autokorelâciju grafiks, (c) ar bloku butstrapa metodi izvçlçtais h = 38 un (d) atlikumu autokorelâciju

grafiks.

Lai gan optimâlie hopt pie abiem bloku garumiem atðíiras gandrîz divas reizes, tomçr

regresijas lîknes ir lîdzîgas. Tas skaidrojams ar to, ka datu apjoms ir pietiekami liels pret

gludinoðajiem parametriem. Iegûtâs regresijas pret novçrotajiem Y1, . . . , Yn dod atlikumus

ar korelâcijas pazîmçm.

Savâs publikâcijâs Hart ([25] un [26]) deva metodi, kâ novçrtçt regresiju ar kodola

gludinâtâjiem, kad dati ir korelçti. Ðai metodç tiek veidota korelâcijas struktûra, kura

tiek novçrtçta un òemta vçrâ izvçloties optimâlo hopt. Praktiskajâ daïâ tika apskatîti Be-

veridþas indeksu dati. Datiem tika veidotas divas atkarîbas struktûras: AR(1) un AR(2).

Atkarîbâ no izvçlçtâ modeïa, tika iegûti divi optimâlie regresijas gludinâðanas parametri

hopt,AR(1) = 37 un hopt,AR(2) = 24, kas ir salîdzinâmi ar mûsu bloku butstrapa metodes

rezultâtiem. Rezultâtu lîdzîbas ir izskaidrojamas, jo arî mçs, lietojot divus daþâdus bloku

garumus l = 10 un l = 20, pieòçmâm daþâdas atkarîbas struktûras.
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9. Secinâjumi

Butstrapa metode ir plaði pielietota praksç neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem datiem.

Taèu tâ nav piemçrota datiem ar atkarîbas struktûru. Apskatîjâm vienkârðu piemçru, kad

ðâdas butstrapa metodes nav lietojamas atkarîgiem datiem, jo dod nepareizu dispersiju.

Tâlâk parâdîjâm bloku butstrapa metodes atkarîgiem datiem un devâm tâs îpaðîbas

daþos pielietojumos. No teorijas parâdîjâm, ka CBB un MBB metodes dod labâkos pa-

rametra dispersijas un novirzes novçrtçjumus nekâ NBB un SB metodes, ko mçìinâjâm

parâdît arî praktiski. Savukârt, ja mûsu interesçjoðâ butstrapa statistika ir ar centrç-

joðu lielumu tâdu, kas vienâds ar butstrapa matemâtisko cerîbu ðâdam lielumam, tad

priekðrocîba ir CBB un SB metodçm, jo centrçjoðâ vçrtîba ir vienâda ar sâkuma izlases

attiecîgo parametru. MBB un NBB metodçm ðis centrçjoðais parametrs ir speciâlâ formâ,

ne vienmçr praktiski viegli iegûstams. Tâpçc bûtu uzsverama CBB metodes priekðrocîba

pâr MBB metodi.

Neatkarîgi no izvçlçtâs bloku butstrapa metodes, eksistç divas butstrapa pieejas: ,,nai-

vâ" un ,,vienkârðâ". Ja izvçlçtâ butstrapa statistika ir atkarîga ne tikai no atseviðíiem

izlases elementiem, bet arî no to savstarpçjâm kombinâcijâm, tad ,,vienkârðâ" metode bû-

tu rekomendçjama ðâdos gadîjumos. Kâ piemçru darbâ parâdîjâm gadîjumu, kad mûsu

interesçjoðâ statistika ir izlases kovariâcijas novçrtçjums ar kârtu 2. Ar datu simulâci-

ju, palîdzîbu redzçjâm, ka ,,vienkârðâs" pieejas rezultâti ir stabilâki pie daþâdiem bloku

garumiem, salîdzinot ar ,,naivo" pieeju.

Praktisku pielietojumu bloku butstrapa metodei apskatîjâm neparametriskâs regresijas

gadîjumâ, kad regresijas atlikumi ir korelçti. Ðâdos gadîjumos populâras gludinâðanas pa-

rametra izvçles procedûras nestrâdâ un dod joslas platuma novçrtçjumu, ar kuru regresija

gandrîz interpolç datus. Savukârt butstrapa metodes pielietojums dot ticamus rezultâ-

tus, jo tiek òemta vçrâ atlikumu atkarîba. Ðo daïu praktiski veicâm ar Beveridþas cenu

indeksu datiem un ieguvâm divus gludinâðanas parametrus, kuri ir salîdzinâmi ar citâs

publikâcijâs iegûtajiem rezultâtiem. Secinâjumus par to, kurð no diviem parametriem

un kura no regresijâm bûtu visprecîzâkâ, atstâjâm atvçrtus, jo tie ir atkarîgi no datu

interpretâcijas un pieòçmumiem par to atkarîbu. Lai to noteiktu, bûtu jâveido piemçri ar

simulçtiem datiem, kad îstâ regresijas funkcija ir zinâma. Iespçjams, bûtu jâpilnveido do-

tâ metode heteroskedastisku atlikumu gadîjumâ. Kaut gan no piemçriem redzçjâm, ka arî

ðajos gadîjumos metode strâdâ, taèu tâ sâkotnçji tika veidota homoskedastisku atlikumu

gadîjumâ. Ðeit bûtu izmantojamas butstrapa metodes, kas paredzçtas heteroskedastisku
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atlikumu gadîjumâ, kombinçtas ar bloku butstrapa metodçm.

Visbeidzot varam secinât par bloku butstrapa metoþu praktisku pielietojumu un, ie-

spçjamu, tâlâku attîstîbu. Pirmkârt ir jâuzsver tas, ka visas butstrapa metodes ir ïoti

darbietilpîgas no datoru resursu viedokïa, tâpçc viens no praktiskâs datorzinâtnes un

matemâtikas izaicinâjumiem bûtu meklçt efektîvâkus algoritmus, lai butstrapa metodes

padarîtu ikdienâ pieejamâkas. Ðî problçma îpaði jûtama bûtu finanðu jomâ, kur parasti

datu apjoms ir liels un pat mûsdienu datoram butstrapa procedûra bûtu liels pârbau-

dîjums. Otrs virziens ir paðu matemâtisko modeïu izstrâde. Èetras apskatîtâs bloku

butstrapa metodes ir plaði izmantojamas, jo ir vâji nosacîjumi to lietoðanai, bet cena par

to ir lielâkas novirzes novçrtçtajiem parametriem. Jau pieminçjâm, ka eksistç bloku but-

strapa metodes, piemçram, MaBB un TaBB, kuras dod precîzâkus rezultâtus, kâ MBB,

NBB, CBB un SB. Pie tam atkarîgu datu gadîjumâ eksistç arî citas butstrapa metodes,

piemçram, sieta butstraps (no angïu valodas ,,sieve bootstrap"), kurð tâpat, kâ MaBB un

TaBB, dod labus rezultâtus, bet ar papildus nosacîjumiem.

61



10. Izmantotâ literatûra un avoti

Literatûra

[1] B. Efron. Bootstrap methods: Another look at the jackknife. The Annals of Statistics.

Vol. 7, 1 - 26, 1979.

[2] K. Singh. On the asymptotic accuracy of the Efron's bootstrap. The Annals of Sta-

tistics. Vol. 9, 1187 - 1195, 1981.

[3] P. Hall. Resampling a coverage pattern. Stochastic Processes and Their Applications.

Vol. 20, 231 - 246, 1985.

[4] E. Carlstein. The use of subseries methods for estimating the variance of a general

statistic from a stationary time series. The Annals of Statistics. Vol. 14, 1171 - 1179,

1986.

[5] H. R. Kunsch. The jackknife and the bootstrap for general stationary observations.

The Annals of Statistics. Vol. 17, 1217 - 1261, 1989.

[6] R. Y. Liu, K. Singh. Moving blocks jackknife and bootstrap capture weak dependence.

Exploring the Limits of the Bootstrap. 225 - 248, 1992.

[7] S. N. Lahiri. Resamplig Methods for Dependent Data. Springler-Verlag, New York,

2003.

[8] R. H. Shumway, D. S. Stoffer. Time Series Analysis and its Applications with R

Examples. Springer Science+Business Media, LLC, 2006.

[9] D. N. Politis, J. P. Romano. A circular block resampling procedure for stationary

data. Exploring the Limits of the Bootstrap. 263 - 270, 1992.

[10] M. Rosenblatt. A central limit theorem and a strong mixing condition. Proc. Nat.

Acad. Sci. U.S.A. 43 - 47, 1956.

[11] P. Doukhan. Mixing: Properties and Examples. Springler-Verlag, New York, 1994.

[12] R. N. Bhattacharya, J. K. Ghosh. On the validity of the formal Edgeworth expansion.

The Annals of Statistics. Vol. 7, 434 - 451, 1978.

[13] P. Billingsley. Covergence of Probability Measures. Wiley, New York, 1968.

62



[14] R. von Mises. On the asymptotic distribution of differentiable satistical functions.

The Annals of Mathematical Statistics. Vol. 18, 309 - 348, 1947.

[15] D. J. Nordman. A note on the stationary bootstrap's variance. The Annals of Sta-

tistics. Vol. 37, No. 1, 359 - 370, 2009.

[16] D. N. Politis, H. White. Automatic block-lenght selection for the dependent boot-

strap. Econometric Reviews. Vol. 23, No. 1, 2004.

[17] A. Patton, D. N. Politis, H. White. Correction to ,,Automatic block-lenght selection

for the dependent bootstrap". Econometric Reviews. Vol. 28, Issue 4, 372 - 375, 2009.

[18] P. Buhlmann, H. R. Kunsch. Block lenght selection in the bootstrap for time series.

Seminar fur Statistik, ETH Zurich, Switzerland. 1999.

[19] E. Carlstein, K. A. Do, P. Hall, T. Hesterberg, H. R. Kunsch. Matched-block boot-

strap for dependent data. Bernoulli. Vol. 4, 305 - 328, 1998.

[20] E. Paparoditis, D. N. Politis. Tapered block bootstrap. Biometrika. Vol. 88, No. 4,

1105 - 1119, 2001.

[21] P. Hall, S. N. Lahiri, J. Polzehl. On bandwidth choice in nonparametric regression

with both short- and long-range dependent errors. The Annals of Statistics. Vol. 23,

No. 6, 1921 - 1936, 1995.

[22] J. J. Faraway. Bootstrap selection of bandwidth and confidence bands for nonpara-

metric regression. J. Statist. Comput. Simul. Vol. 37, 37 - 44, 1990.

[23] L. Wasserman. All of Nonparametric Statistics. Springer Science+Business Media,

Inc, 2006.

[24] J. Opsomer, Y. Wang, Y. Yang. Nonparametric regression with correlated errors.

Statistical Science. Vol. 16, No. 2, 134 - 153, 2001.

[25] J. D. Hart. Kernel regression estimation with time series errors. Journal of the Royal

Statistical Society. Series B (Methodological). Vol. 53, No. 1, 173 - 187, 1991.

[26] J. D. Hart. Automated kernel smoothing of dependent data by using time series

cross-validation. Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological).

Vol. 56, No. 3, 529 - 542, 1994.

63



11. Pielikumi

Butstrapa neatbilstîba atkarîgiem datiem:

#Sakuma parametri
nn<-50
b<-1000
l<-10
fi<-0.2
theta<--0.4

#Datu generesana
x1<-arima.sim(list(ar=c(fi),ma=c(theta)),n=nn)
plot(x1)

#Teoretiska vertiba
gamma<-c()
gamma[1]<-(1+theta*fi+theta^2)/(1-fi^2)
i<-2
while (abs(gamma[i-1])>0.001){
gamma[i]<-(1+theta*fi)*(fi+theta)/(1-fi^2)*fi^(i-2)
i<-i+1}
var.theor<-gamma[1]+2*sum(gamma[2:length(gamma)])

#Bloku butstrapa funkcija
nbb.mean<-function(fdata,fl,fbl){
mean(fdata[1:(fl*fbl)])}

nbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
bootsamp<-c()
samp<-sample(fbl,fk0,replace=TRUE)
for (fi in 1:fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdata[(fl*(samp[fi]-1)+1):(fl*(samp[fi]-1)+fl)])}
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-nbb.mean(fdata,fl,fbl))}

#Butstrapa funkcija
iidb.fun<-function(fdata,fn){
bootsamp<-sample(fdata,fn,replace=TRUE)
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-mean(fdata))}

#Monte-Carlo
nbb.sample<-sapply(1:b,function(i)(nbb.fun(x1,nn,l,ceiling(nn/l),ceiling(nn/l)*l,floor(nn/l))))
iddb.sample<-sapply(1:b,function(i)(iidb.fun(x1,nn)))

#Rezultati
mean(nbb.sample)
mean(iddb.sample)
var(nbb.sample)
var(iddb.sample)

,,Naivais" un ,,vienkârðais" butstraps:

#Sakuma parametri
nn<-102
k<-2
l<-25
b<-1000
fi<--0.5
theta<-0.8

#Datu generesana
x0<-arima.sim(list(ar=c(fi),ma=c(theta)),n=nn)
plot(x0)

#Simulacijas
cov.k<-(1+theta*fi)*(fi+theta)/(1-fi^2)*fi^(k-1)
acf(x0,type="covariance")[k]

n.sim<-10000

disp<-function(){
sim.disp<-arima.sim(list(ar=c(fi),ma=c(theta)),n=nn)
covv.disp<-function(j){
sim.disp[j+k]*sim.disp[j]-mean(sim.disp[1:(nn-k)])^2}
sqrt(nn-k)*(mean(sapply(1:(nn-k),covv.disp))-cov.k)}

cov.disp<-mean(sapply(1:n.sim,function(i)disp())^2)

#Butsrapi
#Ordinary
ord.k0<-ceiling((nn-k)/l)
ord.bn<-ord.k0*l

x<-array(,c(nn-k,2))

x[,1]<-x0[1:(nn-k)]
x[,2]<-sapply(1:(nn-k),function(i)(x0[i]*x0[i+k]))

smooth<-function(a,b){
b-a^2}

#MBB
ord.mbb.bl<-nn-k-l+1

ord.mbb.mju1<-sum(sapply(1:ord.mbb.bl,function(i)((ord.k0-1)*sum(x[i:(i+l-1),1])+sum(x[i:(i+nn-k-(ord.k0-1)*l-1),1]))))/ord.mbb.bl/(nn-k)
ord.mbb.mju2<-sum(sapply(1:ord.mbb.bl,function(i)((ord.k0-1)*sum(x[i:(i+l-1),2])+sum(x[i:(i+nn-k-(ord.k0-1)*l-1),2]))))/ord.mbb.bl/(nn-k)

ord.mbb.fun<-function(){
bootsamp1<-c()
bootsamp2<-c()
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samp<-sample(ord.mbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)
for (fi in 1:ord.k0){
bootsamp1<-c(bootsamp1,x[samp[fi]:(samp[fi]+l-1),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp[fi]:(samp[fi]+l-1),2])}
sqrt(nn-k)*(smooth(mean(bootsamp1[1:(nn-k)]),mean(bootsamp2[1:(nn-k)]))-smooth(ord.mbb.mju1,ord.mbb.mju2))}

ord.mbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.mbb.fun())^2)/b

#NBB
ord.nbb.bl<-floor((nn-k)/l)

ord.nbb.mju1<-mean(x[1:(ord.nbb.bl*l),1])
ord.nbb.mju2<-mean(x[1:(ord.nbb.bl*l),2])

ord.nbb.fun<-function(){
bootsamp1<-c()
bootsamp2<-c()
samp<-sample(ord.nbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)
for (fi in 1:ord.k0){
bootsamp1<-c(bootsamp1,x[(l*(samp[fi]-1)+1):(l*(samp[fi]-1)+l),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[(l*(samp[fi]-1)+1):(l*(samp[fi]-1)+l),2])}
sqrt(nn-k)*(smooth(mean(bootsamp1[1:(nn-k)]),mean(bootsamp2[1:(nn-k)]))-smooth(ord.nbb.mju1,ord.nbb.mju2))}

ord.nbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.nbb.fun())^2)/b

#CBB
ord.cbb.bl<-nn-k

ord.cbb.mju1<-mean(x[,1])
ord.cbb.mju2<-mean(x[,2])

ord.cbb.fun<-function(){
bootsamp1<-c()
bootsamp2<-c()
samp<-sample(ord.cbb.bl,ord.k0,replace=TRUE)
for (fi in 1:ord.k0){
bootsamp1<-c(bootsamp1,x[samp[fi]:min(samp[fi]+l-1,nn-k),1],x[0:max(0,samp[fi]+l-1-(nn-k)),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp[fi]:min(samp[fi]+l-1,nn-k),2],x[0:max(0,samp[fi]+l-1-(nn-k)),2])}
sqrt(nn-k)*(smooth(mean(bootsamp1[1:(nn-k)]),mean(bootsamp2[1:(nn-k)]))-smooth(ord.cbb.mju1,ord.cbb.mju2))}

ord.cbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.cbb.fun())^2)/b

#SB
ord.sb.bl<-nn-k

ord.sb.mju1<-mean(x[,1])
ord.sb.mju2<-mean(x[,2])

ord.sb.fun<-function(){
lk<-c()
while(sum(lk)<ord.sb.bl){
lk<-c(lk,rgeom(1,1/l))
lk<-lk[lk>0]}
bootsamp1<-c()
bootsamp2<-c()
samp<-sample(ord.sb.bl,length(lk),replace=TRUE)
for(fj in 1:length(lk)) {
bootsamp1<-c(bootsamp1,x[samp[fj]:min(samp[fj]+lk[fj]-1,nn-k),1],x[0:max(0,samp[fj]+lk[fj]-1-(nn-k)),1])
bootsamp2<-c(bootsamp2,x[samp[fj]:min(samp[fj]+lk[fj]-1,nn-k),2],x[0:max(0,samp[fj]+lk[fj]-1-(nn-k)),2])}
sqrt(nn-k)*(smooth(mean(bootsamp1[1:(nn-k)]),mean(bootsamp2[1:(nn-k)]))-smooth(ord.sb.mju1,ord.sb.mju2))}

ord.sb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)ord.sb.fun())^2)/b

#Naive
nai.k0<-ceiling(nn/l)
nai.bn<-nai.k0*l

#MBB
nai.mbb.bl<-nn-l+1

nai.mbb.mju<-mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1:(nn-k)])^2

nai.mbb.fun<-function(){
bootsamp<-c()
samp<-sample(nai.mbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)
for (fi in 1:nai.k0){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[fi]:(samp[fi]+l-1)])}
sqrt(nn-k)*(mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(bootsamp[i]*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1:(nn-k)])^2-nai.mbb.mju)}

nai.mbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.mbb.fun())^2)/b

#NBB
nai.nbb.bl<-floor(nn/l)

nai.nbb.mju<-mean(sapply(1:(nai.nbb.bl*l-k),function(i)(x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1:(nai.nbb.bl*l-k)])^2

nai.nbb.fun<-function(){
bootsamp<-c()
samp<-sample(nai.nbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)
for (fi in 1:nai.k0){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[(l*(samp[fi]-1)+1):(l*(samp[fi]-1)+l)])}
sqrt(nn-k)*(mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(bootsamp[i]*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1:(nn-k)])^2-nai.nbb.mju)}

nai.nbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.nbb.fun())^2)/b

#CBB
nai.cbb.bl<-nn

nai.cbb.mju<-mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1:(nn-k)])^2

nai.cbb.fun<-function(){
bootsamp<-c()
samp<-sample(nai.cbb.bl,nai.k0,replace=TRUE)
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for (fi in 1:nai.k0){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[fi]:min(samp[fi]+l-1,nn-k)],x0[0:max(0,samp[fi]+l-1-(nn-k))])}
sqrt(nn-k)*(mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(bootsamp[i]*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1:(nn-k)])^2-nai.cbb.mju)}

nai.cbb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.cbb.fun())^2)/b

#SBB
nai.sb.bl<-nn

nai.sb.mju<-mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(x0[i]*x0[i+k])))-mean(x0[1:(nn-k)])^2

nai.sb.fun<-function(){
lk<-c()
while(sum(lk)<nai.sb.bl){
lk<-c(lk,rgeom(1,1/l))
lk<-lk[lk>0]}
bootsamp<-c()
samp<-sample(nai.sb.bl,length(lk),replace=TRUE)
for(fj in 1:length(lk)){
bootsamp<-c(bootsamp,x0[samp[fj]:min(samp[fj]+lk[fj]-1,nn-k)],x0[0:max(0,samp[fj]+lk[fj]-1-(nn-k))])}
sqrt(nn-k)*(mean(sapply(1:(nn-k),function(i)(bootsamp[i]*bootsamp[i+k])))-mean(bootsamp[1:(nn-k)])^2-nai.sb.mju)}

nai.sb.fi<-sum(sapply(1:b,function(i)nai.sb.fun())^2)/b

#Rezultati
ord.mbb.fi
ord.nbb.fi
ord.cbb.fi
ord.sb.fi

nai.mbb.fi
nai.nbb.fi
nai.cbb.fi
nai.sb.fi

MBB, NBB, CBB un SB salîdzinâjums:
#Biblioteka
library(MASS)

#Sakuma nosacijumi
nn<-400
k<-2000
b<-500
l<-20
phi<-0.6
theta<--0.1

#Datu generesana
x4<-arima.sim(list(ar=c(phi),ma=c(theta)),n=nn)

#Butstrapa funkcijas
#MBB
mbb.mean<-function(fdata,fl,fn){
1/(fn-fl+1)*(fn*mean(fdata)-1/fl*sum(sapply(1:(fl-1),function(i)((fl-i)*(fdata[i]+fdata[fn-i+1])))))}

mbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
bootsamp<-c()
samp<-sample(fbl,fk0,replace=TRUE)
for (fi in 1:fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdata[samp[fi]:(samp[fi]+fl-1)])}
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-mbb.mean(fdata,fl,fn))}

#NBB
nbb.mean<-function(fdata,fl,fbl){
mean(fdata[1:(fl*fbl)])}

nbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
bootsamp<-c()
samp<-sample(fbl,fk0,replace=TRUE)
for (fi in 1:fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdata[(fl*(samp[fi]-1)+1):(fl*(samp[fi]-1)+fl)])}
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-nbb.mean(fdata,fl,fbl))}

#CBB
cbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
bootsamp<-c()
samp<-sample(fbl,fk0,replace=TRUE)
for (fi in 1:fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdata[samp[fi]:min(samp[fi]+fl-1,fn)],fdata[0:max(0,samp[fi]+fl-1-fn)])}
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-mean(fdata))}

#SB
sb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbn,fbl){
lk<-c()
while(sum(lk)<fbl){
lk<-c(lk,rgeom(1,1/fl))
lk<-lk[lk>0]}
bootsamp<-c()
samp<-sample(fbl,length(lk),replace=TRUE)
for(fj in 1:length(lk)) {
bootsamp<-c(bootsamp,fdata[samp[fj]:min(samp[fj]+lk[fj]-1,fn)],fdata[0:max(0,samp[fj]+lk[fj]-1-fn)])}
sqrt(fn)*(mean(bootsamp[1:fn])-mean(fdata))}

#Butstrapa procedura
x4.fi.mbb<-array(,c(k,l-1))
x4.fi.nbb<-array(,c(k,l-1))
x4.fi.cbb<-array(,c(k,l-1))
x4.fi.sb<-array(,c(k,l-1))

for (ll in 2:l){
k0<-ceiling(nn/ll)
bn<-k0*ll
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mbb.bl<-nn-ll+1
nbb.bl<-floor(nn/ll)
cbb.bl<-nn
sb.bl<-nn
for (kk in 1:k){
st<-Sys.time()
x4.fi.mbb[kk,ll-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)mbb.fun(x4,nn,ll,k0,bn,mbb.bl))^2)
x4.fi.nbb[kk,ll-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)nbb.fun(x4,nn,ll,k0,bn,nbb.bl))^2)
x4.fi.cbb[kk,ll-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)cbb.fun(x4,nn,ll,k0,bn,cbb.bl))^2)
x4.fi.sb[kk,ll-1]<-mean(sapply(1:b,function(i)sb.fun(x4,nn,ll,k0,bn,sb.bl))^2)
bt<-Sys.time()
print(c(ll,kk,bt-st))}}

#Teoretiskais fi
gamma<-c()
gamma[1]<-(1+theta*phi+theta^2)/(1-phi^2)
i<-2
while (abs(gamma[i-1])>0.001){
gamma[i]<-(1+theta*phi)*(phi+theta)/(1-phi^2)*phi^(i-2)
i<-i+1}

var.theor<-gamma[1]+2*sum(gamma[2:length(gamma)])

#Grafiki
mse.mbb<-c()
mse.nbb<-c()
mse.cbb<-c()
mse.sb<-c()

for (i in 2:l){
mse.mbb[i-1]<-mean((x4.fi.mbb[,i-1]-var.theor)^2)
mse.nbb[i-1]<-mean((x4.fi.nbb[,i-1]-var.theor)^2)
mse.cbb[i-1]<-mean((x4.fi.cbb[,i-1]-var.theor)^2)
mse.sb[i-1]<-mean((x4.fi.sb[,i-1]-var.theor)^2)}

plot(2:l,mse.mbb,type="l",xlim=c(0,23),ylab="MSE",xlab="l")
text(21,0,"MBB")
lines(2:l,mse.nbb,type="l")
text(21,2,"NBB")
lines(2:l,mse.cbb,type="l")
text(21,0.5,"CBB")
lines(2:l,mse.sb,type="l")
text(21,1,"SB")

Atlikumu analîze:

#Bibliotekas
library(RandomFields)
library(KernSmooth)

#Sakuma parametri
n<-100
x<-(1:n)/n
sigma<-1
lamda<-70

#Atkarigi atlikumi
g.sim<-GaussRF(x=lamda*x,grid=F,model="exponential",param=c(mean=0,variance=sigma,nugget=0,scale=1))

y<-sapply(x,function(i)(sin(3*pi*i)))
plot(x,y,type="l")

e<-y+g.sim
sm.m<-locpoly(x,e,bandwidth=0.02,gridsize=n)

plot(x,e,ylab="y")
lines(x,sm.m$y)
lines(x,y)
acf(e-sm.m$y,main="")
acf(g.sim,main="")

#Neatkarigi atlikumi
g.sim<-rnorm(100,0,sqrt(0.01))

y<-sapply(x,function(i)(sin(3*pi*i)))

e<-y+g.sim
sm.m<-locpoly(x,e,bandwidth=0.1,gridsize=n)

plot(x,e,ylab="y")
lines(x,sm.m$y)
lines(x,y)
acf(e-sm.m$y,main="")
acf(e-y,main="")

Butstrapa un krosvalidâcijas metodes:

#Bibliotekas
library(KernSmooth)
library(tseries)
library(boot)

#Butstraps
hb1<-function(fx,fy,fh0,fhmin,fhmax,fhsolis,fb,fl){
fn<-length(fx)
m0<-locpoly(fx,fy,bandwidth=fh0,gridsize=fn)
epsilon<-0

e<-((fy-m0$y-mean(fy-m0$y))/(1-1/sqrt(2*pi)/fn/fh0))[(epsilon+1):(fn-epsilon)]
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ne<-length(e)
mh<-array(,c((fhmax-fhmin)/fhsolis+1,2))

for (hh in seq(fhmin,fhmax,by=fhsolis)){
bootfun<-function(bfdati){
ysamp<-m0$y+bfdati[1:fn]
(locpoly(fx,ysamp,bandwidth=hh,gridsize=fn)$y-m0$y)^2}
msamp<-tsbootstrap(e,bootfun,nb=fb,b=fl,type="block",m=1)
mh[hh/fhsolis-fhmin/fhsolis+1,1]<-hh
mh[hh/fhsolis-fhmin/fhsolis+1,2]<-mean(msamp$statistic)}
mh}

#MCV
kod<-function(fx){
1/sqrt(2*pi)*exp(-fx^2/2)}

skj<-function(fx,fj,fl,fk,fdati,fh){
aaa<-c(((fj-fl)*sign(sign(fj-fl)+1)):(fj+fl))
sum(kod((fx-fdati[-aaa])/fh)*(fx-fdati[-aaa])^fk)}

vij<-function(fx,fi,fj,fl,fdati,fh){
kod((fx-fdati[fi])/fh)*(skj(fx,fj,fl,2,fdati,fh)-(fx-fdati[fi])*skj(fx,fj,fl,1,fdati,fh))}

wi<-function(fx,fi,fj,fl,fdati,fh){
fn<-length(fx)
aaa<-c(((fj-fl)*sign(sign(fj-fl)+1)):(fj+fl))
vij(fx,fi,fj,fl,fdati,fh)/(sum(vij(fx,-aaa,fj,fl,fdati,fh))+1/fn^2)}

mxj<-function(fx,fj,fl,fxdati,fydati,fh){
aaa<-c(((fj-fl)*sign(sign(fj-fl)+1)):(fj+fl))
sum(wi(fx,-aaa,fj,fl,fxdati,fh)*fydati[-aaa])}

hmcv<-function(fxdati,fydati,fl,fhmin,fhmax,fhsolis){
mise<-array(,c(2,round((fhmax-fhmin)/fhsolis)+1))
fn<-length(fxdati)
for (j in seq(fhmin,fhmax,by=fhsolis)){
ss<-mean((sapply(1:fn,function(i)(mxj(fxdati[i],i,fl,fxdati,fydati,j)))-fydati)^2)
mise[1,(j-fhmin)/fhsolis+1]<-j
mise[2,(j-fhmin)/fhsolis+1]<-ss
print((j-fhmin)/fhsolis+1)}
mise}

#IDD butstraps
hi<-2
l<-1
h.sadal<-c()
for (i in 1:30)
{
a<-Sys.time()
mise.h<-hb1(x,y,hi,2,50,1,2000,l)
h.sadal[i]<-mise.h[order(mise.h[,2])[1],1]
hi<-h.sadal[i]
b<-Sys.time()
print(c(i,b-a))
}

#Bloku butstraps
hi<-2
l<-5
h.sadal<-c()
for (i in 1:30)
{a<-Sys.time()
mise.h<-hb1(x,y,hi,2,50,1,2000,l)
h.sadal[i]<-mise.h[order(mise.h[,2])[1],1]
hi<-h.sadal[i]
b<-Sys.time()
print(c(i,b-a))}
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Maìistra darbs ,,Butstrapa metodes analîze atkarîgiem datiem" izstrâdâts LU Fizikas
un Matemâtikas fakultâtç.
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