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Anotâcija

Darbâ tiek aplûkoti vienpusçjie un divpusçjie tolerances intervâli parametriskajâ ga-

dîjumâ. Ðo intervâlu pielietojums praksç atðíiras no ticamîbas intervâlu pielietojuma. Ja

ir nepiecieðams noteikt, kâda procentuâlâ izlases daïa iekïausies kâdâs specifiskâs robeþâs,

tad tolerances intervâls spçj sniegt atbildi uz ðo jautâjumu. Ar piemçru palîdzîbu tiek

attçloti daþâdo tolerances intervâlu pielietojumi, atkarîbâ no dotâs situâcijas. Ðie intervâli

var veiksmîgi tikt pielietoti daþâdiem sadalîjumiem, bet ðajâ kursa darbâ tiek aplûkots

normâlâ sadalîjuma gadîjums. Aprçíinu veikðanai tiek izmantota programma R.



Abstract

This thesis deals with one-sided and two-sided tolerance intervals in parametric case. The

practical applications of these intervals differ from the confidence intervals. If there is a

need to estimate what percental part of the sample will be included in the specificated

limits, then tolerance intervals can solve this problem. With examples it is shown how to

use different tolerance intervals depending on the given situation. These intervals can be

succesfully used for various distributions, but in this thesis normal distribution case will

be observed. The calculations are done by use of program R.
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Ievads

Statistikâ viens no pamatjautâjumiem ir ticamîbas intervâlu konstruçðana, kas parasti

sniedz informâciju par kâdu nezinâmu populâcijas parametru. Tomçr ir gadîjumi, kad ti-

camîbas intervâls nespçj sniegt pietiekoði daudz informâcijas par visu populâciju kopumâ.

Kâ izrâdâs, ðâdiem uzdevumiem ir paredzçti tolerances intervâli, kas parasti lekciju kursos

netiek apskatîti. Tolerances intervâliem ir patiesi daudzveidîgs pielietojums. Tos izman-

to klîniskajos un rûpnieciskajos pçtîjumos, tâdos kâ kvalitâtes kontrole, apkârtçjâs vides

monitorings jeb vides kontrole, divu metoþu vai paòçmienu saskaòoðanas novçrtçðana[?].

Tolerances robeþas un tolerances intervâli pirmo reizi tika pieminçti jau 1941. un 1942.

gados autora S.S. Wilks publikâcijâs. Autors uzsvçra tolerances intervâlu lietderîgumu

industriâlâs raþoðanas kvalitâtes kontroles pçtniecîbâ, parâdîja atðíirîbu starp vienpusç-

jo un divpusçjo tolerances intervâlu. Piemçram, ja, raþojot tçrauda stieples, jânosaka

spçks, kuru piemçrojot, ðîs stieples lûzîs, tad nozîmîgâkâ bûs tieði apakðçjâ tolerances ro-

beþa. Ðajâ gadîjumâ apskata vienpusçjo tolerances intervâlu[?]. Pçc 1941. gada vairâk kâ

pusgadsimta garumâ tolerances intervâli tika pielietoti daþâdu problemâtiku risinâðanai.

Sava kursa darba rakstîðanai par teorçtisko pamatu izmantoju 2009. gada grâmatu, kas

apliecina ðî jautâjuma aktualitâti.

Tiek gaidîts, ka tolerances intervâls aptvers vismaz noteiktu populâcijas daïu, pie do-

ta ticamîbas lîmeòa. Piemçram, augðçjâ tolerances robeþa ir tâda, ka ar dotu ticamîbas

lîmeni vismaz kâda specifiski izvçlçta populâcijas procentuâlâ daïa atradîsies zem ðîs ro-

beþas. Apakðçjâ tolerances intervâla robeþa vai tolerances intervâls ar abâm robeþâm tiek

meklçti pçc lîdzîgiem nosacîjumiem.

Tolerances intervâli var tikt piemçroti daþâdiem sadalîjumiem, bet praksç visbieþâk

pielietotais sadalîjums ir normâlais sadalîjums, tâdçï savâ kursa darbâ apskatîðu vienpu-

sçjos un divpusçjos tolerances intervâlus tieði normâlajam sadalîjumam, kâ arî aplûkoðu

normâlâ un lognormâlâ sadalîjuma sakarîbas tolerances intervâlu konstruçðanai. Toleran-

ces intervâli var bût parametriski un neparametriski. Kursa darba ietvaros apskatîðu tikai

parametrisko gadîjumu.

Kâ galvenais mçríis ir izprast atðíirîbu starp ticamîbas un tolerances intervâliem un

to pielietojumiem, un kâdos gadîjumos tolerances intervâli dod labâkus rezultâtus. Ðî

mçría sasniegðanai ir nepiecieðama teorijas izpçte, un tâs pielietoðana praksç.

Ðajâ kursa darbâ ir 4 galvenâs nodaïas. 1. nodaïâ tiek iepazîstinâts ar to, kas ir augðçjâ
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un apakðçjâ tolerances robeþa, parâdîta sakarîba starp ðîm robeþâm un kvantilçm. Sâku-

mâ aplûko vienpusçjo tolerances intervâlu. Lîdzîgi arî tiek apskatîta vispârîga teorija par

divpusçjo tolerances intervâlu. Tâlâkajâ apakðnodaïâ tiek novçrtçta izdzîvoðanas un pâr-

sniegðanas varbûtîba. Ar nelielu piemçru palîdzîbu, tiek parâdîts, kâdos gadîjumos ðâdas

varbûtîbas ir aktuâlas. 2. nodaïâ iespçjams iepazîties ar svarîgiem rezultâtiem, kas tiek

piemçroti tolerances intervâlu rçíinâðanai normâlajam sadalîjumam. 3. nodaïas sâkumâ

var uzzinât, kas ir tolerances robeþas kvantilçm normâlâ sadalîjuma gadîjumâ, kas ir tole-

rances faktors. Tad seko trîs apakðnodaïas, kurâs tiek aplûkota klasiskâ pieeja vienpusçjo

tolerances robeþu aprçíinâðanai normâli sadalîtâs populâcijas gadîjumâ, dots teorçtisks

pamatojums izdzîvoðanas un pârsniegðanas varbûtîbai normâli sadalîtai populâcijai un

tiek aplûkots lognormâlais sadalîjums, ko var pielietot metodçm, kas balstâs uz normâlo

sadalîjumu. Tâlâk tiek apskatîta teorija par divpusçjo tolerances intervâlu normâli sada-

lîtai populâcijai, kâ arî izveidota neliela tabula aproksimçto un eksakto tolerances faktoru

vçrtîbu salîdzinâðanai. Visbeidzot, tiek aplûkots teorçtiskais pamats vienâdo astu toleran-

ces intervâliem. 4. nodaïâ ir divi piemçri, kuros tiek konstruçti vienpusçjie un divpusçjie

tolerances intervâli normâli sadalîtiem datiem.
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1. Tolerances intervâli un

izdzîvoðanas varbûtîba

1.1. Vienpusçjie tolerances intervâli

Pieòem, ka X ir nepârtraukts gadîjuma lielums ar kumulatîvo sadalîjuma funkciju

FX(x) = P (X ≤ x). Pie dota p (0 < p < 1), inversâ kumulatîvâ sadalîjumam funkcija ir

definçta:

F−1
X (p) = inf{x : FX(x) ≥ p}. (1.1.1)

Lielums F−1
X (p) ir p kvantile jeb 100p procentîle sadalîjumam FX . Kvantilei p lieto

apzîmçjumu qp. Jâievçro, ka populâcijas proporcija p (attiecîbâ pret sadalîjuma funkciju

FX) ir mazâka vai vienâda ar qp. Ja FX(x) ir stingri augoða funkcija no x, tad F−1
X (p) ir

x vçrtîba, kurai FX(x) = P (X ≤ x) = p[?].

Pieòemsim, ka X1 , X2 , . . . , Xn ir gadîjuma izlase no FX , lieto pierakstu X = (X1, X2,

. . . , Xn). Lai definçtu tolerances intervâlu, ir jâprecizç tâ procentuâlo apjomu un tica-

mîbas lîmeni, ko attiecîgi apzîmç ar p un 1 − α, un tolerances intervâls tiek uzskatîts

par procentuâlâ apjoma p un (1− α) pârklâjuma (vai apjoma p un (1− α) ticamîbu)

tolerances intervâls vai vienkârði kâ (p, 1− α) tolerances intervâls (0 < p < 1, 0 < α < 1).

Praktiskos pielietojumos p un 1 − α parasti pieòem vçrtîbas no kopas {0.90, 0.95, 0.99}.

Intervâls tiek konstruçts, izmantojot gadîjuma izlasi X, un tiek prasîts, lai tas satur

ne mazâk kâ proporciju p no izvçlçtas populâcijas ar ticamîbas lîmeni 1 − α. Formâli,

vienpusçjam tolerances intervâlam (p, 1− α) formâ (−∞, U(X)] jâapmierina nosacîjumu

PX

{
PX

(
X ≤ U(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α, (1.1.2)

kur X un sekojoði FX ir neatkarîgi no X. Tas ir, U(X) tiek noteikts tâ, ka vismaz

proporcija p ir mazâka vai vienâda ar U(X) ar ticamîbu 1 − α. Intervâls (−∞, U(X)]
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tiek saukts par vienpusçjo augðçjo tolerances robeþu. Var atzîmçt, ka, pamatojoties uz p

kvantiles qp definîciju (1.1.1), (1.1.2) var pierakstît sekojoði

PX{qp ≤ U(X)} = 1− α. (1.1.3)

No (1.1.3) redzam, ka U(X) ir 1− α augðçjâ ticamîbas robeþa p kvantilei qp.

(p, 1 − α) vienpusçjâ apakðçjâ tolerances robeþa L(X) tiek definçta lîdzîgi. Precîzâk,

L(X) nosaka sekojoðâ veidâ

PX

{
PX

(
X ≥ L(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α,

vai ekvivalenti,

PX{L(X) ≤ q1−p} = 1− α.

L(X) ir 1− α apakðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei q1−p.

1.2. Divpusçjie tolerances intervâli

Eksistç divu veidu divpusçjie tolerances intervâli. Pirmâ veida intervâlu konstruç tâ,

lai tas saturçtu vismaz populâcijas proporciju p ar ticamîbu 1 − α, un tiek vienkârði

uzskatîts par tolerances intervâlu. Otrâ veida tolerances intervâls tiek konstruçts tâ, ka

tam bûtu jâsatur vismaz populâcijas proporcija p no populâcijas centra ar ticamîbu 1−α,

un tas parasti tiek minçts kâ vienâdastu tolerances intervâls.

(p, 1− α) divpusçjam tolerances intervâlam (L(X), U(X)) izpildâs nosacîjums

PX

{
PX

(
L(X) ≤ X ≤ U(X)

∣∣∣∣X) ≥ p

}
= 1− α, (1.2.1)

vai ekvivalenti,

PX{FX(U(X))− FX(L(X)) ≥ p} = 1− α. (1.2.2)

Citiem vârdiem, intervâls (L(X), U(X)) tiek konstruçts tâ, ka tas satur vismaz pro-

porciju p no populâcijas ar ticamîbu 1 − α. Lielumi L(X) un U(X) tiek uzskatîti par

tolerances robeþâm. Ir svarîgi atzîmçt, ka L(X) un U(X) rçíinâðana nereducçjas uz

ticamîbas robeþu aprçíinâðanu noteiktâm procentîlçm[?].

Lai noteiktu vienâdo astu tolerances intervâlu, pieòem, ka p > 0.5. A(p, 1−α) vienâdo

astu tolerances intervâls (L(X), U(X)) ir tâds, ka ar ticamîbu 1−α ne vairâk kâ proporcija
1−p

2
no populâcijas ir mazâka par L(X) un ne vairâk kâ proporcija 1−p

2
no populâcijas
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ir lielâka par U(X). Ðo nosacîjumu var uzrakstît arî ar procentîïu palîdzîbu. Ievçro,

ka nosacîjums L(X) ≤ q 1−p
2

ir ekvivalents ar nosacîjumu, ka ne vairâk kâ proporcija
1−p

2
no populâcijas mazâka par L(X), un nosacîjums q 1+p

2
≤ U(X) ir ekvivalents ar

nosacîjumu, ka proporcija 1− 1+p
2

= 1−p
2

no populâcijas ir lielâka par U(X). Konsekventi,

intervâlam (L(X), U(X)) ir jâbût par (p, 1 − α) vienâdo astu tolerances intervâlu un

jâizpildâs nosacîjumam

PX

(
L(X) ≤ q 1−p

2
un q 1+p

2
≤ U(X)

)
= 1− α. (1.2.3)

6



1.3. Izdzîvoðanas varbûtîbas novçrtçjums

Daþos praktiskos pielietojumos tiek prasîts novçrtçt varbûtîbu, ka gadîjuma lielums

pârsniegs kâdu konkrçtu vçrtîbu. Piemçram, mûþa garuma datu analîzç, ir svarîgi no-

vçrtçt varbûtîbu, ka objekta dzîves ilgums pârsniegs noteiktu vçrtîbu. Tâda varbûtîba

parasti tiek uzskatîta par izdzîvoðanas varbûtîbu. Gadîjumâ, kad tiek veikta darba dro-

ðîbas kontrole kâdâ rûpnîcâ, ir svarîgi novçrtçt, vai kaitîgo vielu iedarbîba uz strâdnieku

nepârsniedz noteiktu robeþu (parasti to nosaka darba droðîbas un veselîbas administrâci-

ja). Ðo uzskata par pârsniegðanas varbûtîbu. Ðâdâ gadîjumâ mçs esam ieinteresçti noteikt

tieði apakðçjo tolerances robeþu.

Pieòem, ka X ir nepârtraukts gadîjuma lielums ar sadalîjuma funkciju FX(x). Dotam

t definç izdzîvoðanas varbûtîbu St = P (X > t) = 1 − FX(t). Pieòem, ka X ir izlase no

FX , un L(X) = L(X; p) ir (p, 1 − α) apakðçjâ tolerances robeþa X sadalîjumam. Ja ir

dota apakðçjâ tolerances robeþa, tad

PX{PX(X ≥ L(X; p)|X) ≥ p} = 1− α.

Tas ir,

PX

{
SL(X;p) ≥ p

}
= 1− α.

Ja L(X; p) ≥ t, tad acîmredzami iegûst St ≥ SL(X;p). Turklât, ja SL(X;p) ≥ p, varam

secinât, ka St ≥ p, ja L(X; p) ≥ t. Tâtad tâ ir maksimâlâ p vçrtîba, kurai L(X; p) ≥ t

dod St apakðçjo robeþu 1− α,un apzîmçjam ar pl. Tas ir,

pl = max{p : L(L; p) ≥ t}. (1.3.1)

Vispârîgi runâjot, L(X; p) ir dilstoða funkcija no p, un tâtad maksimums (1.3.1) tiek

sasniegts, kad L(X; p) = t . Tas ir, pl ir atrisinâjums vienâdîbai L(X; p) = t. Apakðçjâ

tolerances robeþa var tikt izmantota arî vienpusçjos hipotçþu testos attiecîbâ uz St. Tas

ir, ja veicam testu

H0 : St ≤ p0 un Ha : St > p0

pie lîmeòa α, tad H0 tiks noraidîta, ja (p0, 1−α) apakðçjâ tolerances robeþa ir lielâka par

t[?].

Augðçjâ ticamîbas robeþa pârsniegðanas varbûtîbai tiek bieþi pielietota, lai novçrtçtu

kaitîgo vielu ietekmi darba vietâ. Piemçram, ja t apzîmç kaitîgo vielu iedarbîbas kritisko

lîmeni un X apzîmç vielu ietekmes mçrvienîbu uz strâdnieku, tad pârsniegðanas varbûtîba
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tiktu definçta kâ P (X > t). Ja U(X; p) ir (p, 1 − α) augðçjâ tolerances robeþa, un tâ ir

mazâka vai vienâda ar t, tad mçs varam secinât, ka P (X > t) ir mazâka par 1−p. Lîdzîgi

kâ (1.3.1), secinâm, ka, ja pu = max{p : U(X; p) ≤ t}, tad 1−pu ir 1−α augðçjâ ticamîbas

robeþa pârsniegðanas varbûtîbai. Vispârîgi runâjot, U(X; p) ir nedilstoða funkcija no p,

un pu ir atrisinâjums vienâdîbai U(X; p) = t.
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2. Pamatformulas

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîts un pierâdîts rezultâts, kuram ir svarîga loma tolerances

intervâlu iegûðanâ normâlajam sadalîjumam un citiem normâli bâzçtiem modeïiem.

Pieòemsim, ka X ∼ N(0, c) neatkarîgi no Q ∼ χ2
m

m
, kur χ2

ν apzîmç hî-kvadrâta gadîju-

ma mainîgo ar brîvîbas pakâpçm m. 0 < p < 1, 0 < γ < 1 un ar Φ apzîmçsim standarta

normâlo sadalîjuma funkciju.

(i) Faktoram k1 atbilst nosacîjums

PX, Q

(
Φ
(
X + k1

√
Q
)
≥ p
)

= γ (2.0.1)

ir dots sekojoðâ veidâ

k1 =
√
c× tm; γ

(
zp√
c

)
, (2.0.2)

kur zp apzîmç p kvantili standarta nomâlajam sadalîjumam, un tν; η(δ) apzîmç η

kvantili necentrçtam t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm ν un necentralitâtes

parametru δ.

(ii) Faktors k2, kas apmierina

PX, Q

(
Φ(X + k2

√
Q− Φ(X − k2

√
Q) ≥ p

)
= γ (2.0.3)

ir atrisinâjums integrâlajam vienâdojumam√
2

πc

∫ ∞
0

PQ

(
Q ≥

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx = γ, (2.0.4)

kur χ2
ν; η(δ) apzîmç η kvantili necentrâlajam hî-kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas

pakâpçm ν un necentralitâtes parametru δ.
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(iii) k2 aproksimâcija, kurai atbilst nosacîjums (2.0.4) ir dota sekojoðâ veidâ

k2 '

(
mχ2

1; p(c)

χ2
m; 1−γ

) 1
2

, (2.0.5)

kur χ2
ν; η apzîmç η kvantili hî- kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm ν (un '

nozîmç ekvivalents, atbilstoðs).

Pierâdîjums. (i) Jâievçro, ka (2.0.1) satur iekðçjo varbûtîbas nevienâdîbu tad un tikai

tad, ja X + k1

√
Q ≥ zp. Tâtad var (2.0.1) pierakstît kâ

PX, Q
(
X + k1

√
Q ≥ zp

)
= PX, Q

(
X − zp√

Q
≥ −k1

)
= PX, Q

(√
c
X/
√
c+ zp/

√
c√

Q
≤ k1

)
= γ. (2.0.6)

Lai iegûtu otro soli formulâ (2.0.6), jâizmanto fakts, ka X un −X ir identiski

sadalîti. Tâdçï, ka X/
√
c ∼ N(0, c) neatkarîgi no Q ∼ χ2

m

m
, iegûstam

X/
√
c+ zp/

√
c√

Q
∼ tm

(
zp√
c

)
,

kur tν(δ) apzîmç necentrâlu t gadîjuma mainîgo ar brîvîbas pakâpçm ν un

necentralitâtes parametru δ. Tâdçï, k1, kas apmierina (2.0.6) ir dots ar (2.0.2).

(ii) Ievçrosim, ka fiksçtam X, Φ(X + r)− Φ(X − r) ir augoða funkcija no r. Tâdçï,

fiksçtam X, Φ(X + k2

√
Q)− Φ(X − k2

√
Q) ≤ p tad un tikai tad, ja k2

√
Q > r vai

Q > r2

k2
2
. kur r ir atrisinâjums vienâdojumam

Φ(X + r)− Φ(X − r) = p,

vai ekvivalenti,

PZ
(
(Z −X)2 ≤ r2|X

)
= p, (2.0.7)

Z ir standarta normâlais gadîjuma lielums. Fiksçtam X, (Z −X)2 ∼ χ2
1(X2), kur

χ2
m(δ) apzîmç necentrâlu hî-kvadrâta gadîjuma mainîgo ar necentralitâtes

parametru δ. Tâdçï, nosacîti dotais X2, r2, kuram atbilst nosacîjums (2.0.7) ir p
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kvantile no χ2
1(X2), kuru apzîmçsim ar χ2

1; p(X
2). Lietojot ðos rezultâtus, un,

ievçrojot, ka r funkcija no X2 un p, iegûsim

PQ

(
Φ(X + k2

√
Q)− Φ(X − k2

√
Q) > p

∣∣∣∣ X) = PQ

(
Q >

r2

k2
2

∣∣∣∣X)
= PQ

(
Q >

χ2
1; p(X

2)

k2
2

∣∣∣∣X).
Òemot matemâtisko cerîbu attiecîbâ uz sadalîjumu no X, varam redzçt, ka

faktoram k2 izpildâs

EX

[
P

(
Q >

χ2
1; p(X

2)

k2
2

)]
= γ. (2.0.8)

Zinot, ka X ∼ N(0, c), var pârrakstît (2.0.8) kâ

1√
2πc

∫ ∞
−∞

P

(
Q >

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx

=

√
2

πc

∫ ∞
0

P

(
Q >

χ2
1; p(x

2)

k2
2

)
e−

x2

2c dx

= γ. (2.0.9)

(iii) k2 aproksimâcija var tikt iegûta no (2.0.8) sekojoði. Pieòemsim, ka V = X2 un

g(V ) = PQ

(
Q >

χ2
1; p(V )

k2
2

)
. Lietojot izvedumu Teilora rindâ pie V = E(V ) = c,

iegûst

g(V ) = g(c) + (V − c)∂g(V )

∂V

∣∣∣∣
V=c

+
(V − c)2

2!

∂2g(V )

∂V 2

∣∣∣∣
V=c

+ . . .

Ievçrojot, ka V
c
∼ χ2

1, un, òemot matemâtisko cerîbu abâm pusçm, iegûstam

E(g(V )) = g(c) + c2∂
2g(V )

∂V 2

∣∣∣∣
V=c

+ . . .

= g(c) +O(c2).

Visbeidzot, E(g(V )) ' g(c), un lietojot aproksimâciju (2.0.8), iegûstam

PQ

(
Q >

χ2
1; p(c)

k2
2

)
' γ. (2.0.10)

Tâ kâ Q ∼ χ2
m

m
, tad no izteiksmes (2.0.10) seko, ka

χ2
1; p(c)

k2
2
' χ2

m; 1−γ
m

, un kâ

atrisinâjumu k2 mçs iegûstam (iii).
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3. Tolerances intervâli normâli

sadalîtai populâcijai

3.1. Vienpusçjâs tolerances robeþas normâli

sadalîtai populâcijai

Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir izlase no N(µ, σ2) populâcijas ar nezinâmu vidçjo vçrtîbu µ un

nezinâmu dispersiju σ2. Izlases vidçjâ vçrtîba X̄ un izlases dispersija S2 ir definçtas

sekojoði

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi un S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Ar zp apzîmç p kvantili standarta normâlajam sadalîjumam. Tad p-tâ kvantile no

N(µ, σ2) ir formâ

qp = µ+ zpσ.

1− α augðçjâ ticamîbas robeþa kvantilei qp ir (p, 1− α) vienpusçjâ augðçjâ tolerances

robeþa normâli sadalîtai populâcijai. Parasti praksç tiek prasîta augðçjâ robeþa kvantilei

qp, ja p > 0.5, bet apakðçjâ robeþa, ja p < 0.5[?].

3.1.1. Klasiskâ pieeja

Pieòem, ka (p, 1− α) augðçjâ tolerances robeþa ir formâ X̄ + k1S. Faktors k1 tiek saukts

par tolerances faktoru, to nosaka tâ, ka vismaz proporcija p no populâcijas mçrîjumiem

ir mazâka par X̄ + k1S ar ticamîbu 1− α. Tas ir,

PX̄, S{P (X < X̄ + k1S|X̄, S) > p} = 1− α, (3.1.1)

kur X ∼ N(µ, σ2). Pieòemsim, ka Z = X−µ
σ
∼ N(0, 1), Zn = X̄−µ

σ
∼ N(0, 1

n
),

U2 = S2

σ2 ∼
χ2
n−1

n−1
, kur χ2

m apzîmç hî-kvadrâta gadîjuma mainîgo ar m brîvîbas pakâpçm,
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(3.1.1) var pierakstît sekojoði

PZn, U{P (Z < Zn + k1U |Zn, U) > p} = PZn, U{Φ(Zn + k1U) > p}

= 1− α. (3.1.2)

Tâ kâ Zn ∼ N(0, 1
n
) neatkarîgi no U2 ∼ χ2

n−1

n−1
, var pielietot rezultâtu (2.0.2), kur

c = 1
n
, γ = 1− α unm = n− 1, lai iegûtu

k1 =
1√
n
tn−1;1−α(zp

√
n), (3.1.3)

kur tm,1−α(δ) apzîmç 1− α kvantili necentrâlajam t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm

m, un ar necentralitâtes parametru δ. Visbeidzot, (p, 1− α) augðçjâ tolerances robeþa ir

dota ar

X̄ + k1S = X̄ + tn−1;1−α(zp
√
n)

S√
n
. (3.1.4)

tas pats faktors k1 var tikt izmantots, lai iegûtu (p, 1− α) apakðçjo tolerances robeþu,

kas dota ar X̄ − k1S.

3.1.2. Izdzîvoðanas vai pârsniegðanas varbûtîbas novçrtçðana

normâli sadalîtai populâcijai

1− α apakðçjâ ticamîbas robeþa izdzîvoðanas varbûtîbai St = P (X > t), kur X ir

normâli sadalîts gadîjuma lielums un t ir dots skaitlis, kuru var viegli iegût no 2.

nodaïas. Vçrsîsim îpaðu uzmanîbu uz to, ka 1− α apakðçjâ ticamîbas robeþa varbûtîbai

St ir atrisinâjums (attiecîbâ uz p) vienâdojumam

tn−1;1−α(zp
√
n) =

X̄ − t
S/
√
n
. (3.1.5)

Pie dota izlases lieluma, p, 1− α, X̄, S un t, vçrtîba p, kurai atbilst nosacîjums (3.1.5)

var tikt iegûta, pirmkârt, risinot zp
√
n un tad, risinot rezultçjoðo p vienâdojumu.

Lielums St tiek uzskatîts par pârsniegðanas varbûtîbu, tâ kâ tâ ir vienkârði varbûtîba, ka

X pârsniegs noteikto vçrtîbu t[?].

3.1.3. Lognormâlais sadalîjums

Dati no lognormâlâ sadalîjuma var tikt veiksmîgi pielietoti metodçm, kas balstîtas uz

normâlo sadalîjumu, tiem tikai jâveic logaritmiskas transformâcijas.
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Gadîjuma lielums Y ir lognormâli sadalîts, tas ir, Y ∼ lognormal(µ, σ2),

ja X = ln(Y ) ∼ N(µ, σ2). Varbûtîbu blîvuma funkcija no Y ir dota veidâ

f(y| µ, σ) =
1√

2π yσ
exp

[
− (ln y − µ)2

2σ2

]
, y > 0, σ > 0, −∞ < µ <∞. (3.1.6)

Y1, . . . , Yn− izlase no lognormal(µ, σ2) sadalîjuma. X1 = ln(Y1), . . . , Xn = ln(Yn) ir izlase

no normâlâ sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2. Tâdejâdi, pieejas, kas

balstâs uz normâlo sadalîjumu, var tik viegli pielietotas, konstruçjot vienpusçjâs

tolerances robeþas, tolerances intervâlus vai vienâdo astu tolerances intervâlus, kas

balstîti uz izlasi X1, . . . , Xn. Lai to ilustrçtu

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi un S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

X̄ + k1
S√
n
ir vienpusçjâ augðçjâ tolerances robeþa normâlajam sadalîjumam vai

sadalîjumiem, kas balstîti uz logtransformçtâm izlasçm. Tâtad, exp
(
X̄ + k1

S√
n

)
ir

vienpusçjâ augðejâ tolerances robeþa izvçlçtajai lognormâlai populâcijai. Lîdzîgi var

iegût tolerances vai venâdastu tolerances intervâlus. Turklât, lai noteiktu izdzîvoðanas

laika brîdî t, jâatzîmç, ka P (Y > t) = P (ln(Y ) > ln(t)) = P (X > ln(t)), un rezultâti ar t

aizvietotu ar ln(t) var tikt izmantoti. Îpaði, ja ir jâiegûst apakðçjo ticamîbas robeþu

varbûtîbai P (Y > t).

3.2. Divpusçjie tolerances intervâli normâli sadalîtai

populâcijai

Tiek uzskatîts, ka kâds objekts ir piemçrots paredzçtajam mçríim, ja ar to saistîtie

mçrîjumi îekrîtîntervâlâ (Ll, Lu), kur Ll un Lu ir kâda specifiski noteikta apakðçjâ un

augðçjâ robeþa. Vispârîgi runâjot, tehniskiem raþojumiem tiek prasîts, lai tie atbilstu

kâdiem specifiskiem nosacîjumiem. Ja vairâkums no objektiem (teiksim, proporcija p)

lielâ mçrâ atbilst noteiktajai prasîbai, tad ðie objekti tiek akceptçti. Ðî vairâkuma

atbilstîba var tikt noteikta, izmantojot atbilstoðu divpusçjo tolerances intervâlu.

Piemçram, ja (0.95, 0.99) divpusçjais tolerances intervâls ir ietverts (Ll, Lu), tad liela

daïa tiks akceptçta. Tas ir tâdçï, ka vismaz 95% no ðiem objektiem jeb produktiem iekrît

tolerances intervâlâ ar ticamîbu ne mazâku kâ 99% , un tolerances intervâls ietilpst

(Ll, Lu). Ðajâ sadaïâ tiks aprakstîtas metodes tolerances intervâlu konstruçðanai, ka tie

saturçtu ne mazâk kâ proporciju p no normâli sadalîtas populâcijas ar ticamîbu 1− α.
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Divpusçjais tolerances faktors k2 tiek noteikts tâ, lai intervâls X̄ ± k2S saturçtu vismaz

proporciju p no normâli sadalîtas populâcijas ar ticamîbu 1− α. Tas ir, k2 nosaka

sekojoði

PX̄,S{PX(X̄ − k2S ≤ X ≤ X̄ + k2S|X̄, S) ≥ p} = 1− α, (3.2.1)

kur X ∼ N(µ, σ2) neatkarîgi no X̄ un S. Iekðçjâ varbûtîbas nevienâdîba var tikt izteikta

kâ

PX

(X̄ − µ− k2S

σ
≤ X − µ

σ
≤ X̄ − µ+ k2S

σ

)
≥ p

⇔ Φ(Zn + k2U)− Φ(Zn − k2U) ≥ p, (3.2.2)

kur Φ apzîmç standartu normâlo kumulatîvo sadalîjuma funkciju , Zn = X̄−µ
σ
∼ N(0, 1

n
)

neatkarîgi no U2 = S2

σ2 ∼ χ2
m

m
ar m = n− 1. Izmantojot (3.2.2), mçs varam uzrakstît

(3.2.1) kâ

PZn,U(Φ(Zn + k2U)− Φ(Zn − k2U) > p) = 1− α. (3.2.3)

tagad, pielietojot rezultâtu (2.0.4), kur c = 1
n
, varam redzçt, ka k2 ir atrisinâjums

integrâlajam vienâdojumam√
2n

π

∫ ∞
0

P

(
χ2
m >

mχ2
1;p(z

2)

k2
2

)
e−

1
2
nz2dz = 1− α. (3.2.4)

Izmantojot rezultâtu (2.0.5) (ar c = 1
n
un γ = 1− α), var atrast vienkârðu, bet

nosacîjumiem atbilstoðu aproksimâciju

k2 '

(
mχ2

1;p(1/n)

χm;α

2
) 1

2

, (3.2.5)

kur χ2
m;α apzîmç α kvantili hî-kvadrâta sadalîjumam ar m brîvîbas pakâpçm, un χ2

m;α(δ)

apzîmç α kvantili hî-kvadrâta sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm m un necentralitâtes

parametru δ[?].

Iegûtâ aproksimâcija ir apmierinoða pat mazâm izlasçm (apjomâ 3), p un 1− α pieòem

vçrtîbas no kopas {0.9, 0.95, 0.99}. Lai parâdîtu ðîs aproksimâcijas precizitâti, var

aprçíinât tolerances faktorus, kas apmierina (3.2.4) (skatît pielikumâ programmas

kodu)un aproksimâcijas, kas dotas (3.2.5), un n pieòem vçrtîbas no 3 lîdz 10,

p = 0.90, 0.95, 0.99 un 1− α = 0.90, 0.95.
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3.1. tabula Divpusçjâ tolerances faktora aproksimâcija (a) un tieðais faktors (b).

1− α = 0.90

p

0.90 0.95 0.99

n a b a b a b

3 5.85 5.79 6.92 6.82 8.97 8.82

4 4.17 4.16 4.94 4.91 6.44 6.37

5 3.49 3.50 4.15 4.14 5.42 5.39

6 3.13 3.14 3.72 3.72 4.87 4.85

7 2.90 2.91 3.45 3.46 4.52 4.50

8 2.74 2.75 3.26 3.27 4.27 4.27

9 2.63 2.64 3.13 3.13 4.10 4.09

10 2.55 2.55 3.02 3.03 3.96 3.96

Ðajâ tabulâ var redzçt, ka aproksimâcija ir efektîva pat mazâm izlasçm. Ja n ≥ 10, tad

atðíirîbas starp eksaktajiem un aproksimçtajiem faktoriem retos gadîjumos pârsniedz

0.01.

3.3. Vienâdo astu tolerances intervâli normâlajam

sadalîjumam

Ðajâ apakðnodaïâ tiks aprakstîta metode tolerances intervâla (Il, Iu) konstruçðanai, kas

iekïautu vismaz 100p% no normâli sadalîtâs populâcijas èentra datiemâr ticamîbu 1− α.

Tas ir, intervâls (Il, Iu) tiek konstruçts, izmantojot izlasi, tâ, ka lielâkâ proporcija no

normâli sadalîtiem datiem, kas atrodas zem Il ir
1−p

2
un ka lielâkâ proporcija, kas

atrodas virs Iu ir 1−p
2
, ar ticamîbu 1− α. Intervâls tiek meklçts tâ, ka tas iekïautu

intervâlu
(
µ− z 1+p

2
σ, µ+ z 1+p

2
σ
)
ar ticamîbu 1− α (balstoties uz teoriju apakðnodaïâ

1.2.). "Dabiski"par (Il, Iu) izvçlçties (X̄ − keS, X̄ + keS), kur ke tiek noteikts sekojoði

PX̄,S

(
X̄ − keS < µ− z 1+p

2
σ un µ+ z 1+p

2
σ < X̄ + keS

)
= 1− α. (3.3.1)

Pçc X̄ standartizçðanas un nosacîjumu pârkârtoðanas, varam redzçt, ka (3.3.1) ir
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ekvivalents ar

PZ,S

(
Z/
√
n+ z 1+p

2

S/σ
< ke un

Z/
√
n− z 1+p

2

S/σ
≥ −ke

)
= 1− α, (3.3.2)

kur Z =
√
n(X̄−µ)
σ

∼ N(0, 1). Pieòemsim, ka δ =
√
n× z 1+p

2
, un U2 = S2

σ2 . Izmantojot ðos

nosacîjumus, varam (3.3.2) pierakstît sekojoði

PZ,S(Z < −δ + ke
√
nU un Z > −δ − ke

√
nU) = 1− α. (3.3.3)

Ievçrosim, ka ðîs nevienâdîbas ir spçkâ tad, ja δ − ke
√
nU < −δ + ke

√
nU vai lîdzvçrtîgi

U2 > δ2

k2
en
. Tâtad (3.3.3) var izteikt sekojoði

EU

[
PZ

(
δ − ke

√
nU < Z < −δ + ke

√
nU

∣∣∣∣U2 >
δ2

k2
en

)]
= 1− α, (3.3.4)

kur EU apzîmç matemâtisko cerîbu attiecîbâ pret U . Zinot, ka U2 ∼ χ2
n−1

n−1
, no (3.3.4)

seko, ka ke ir atrisinâjums integrâlvienâdojumam

1

2
n−1

2 Γ(n−1
2

)

∫ ∞
(n−1)δ2

k2en

(
2Φ

(
− δ +

ke
√
nx√

n− 1

)
− 1

)
e−x/2x

n−1
2
−1dx = 1− α, (3.3.5)

kur Φ(x) apzîmç standarta normâlo sadalîjuma funkciju. Lai iegûtu (3.3.5) no (3.3.4),

izmantojâm sakarîbu Φ(x) = 1− Φ(−x)[?].
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4. Praktiskais pielietojums

Piemçrs 1. Piesâròojuma lîmeòa novçrtçðana.

Vienpusçjâs tolerances robeþas parasti tiek lietotas, lai novçrtçtu piesâròojuma lîmeni

darba vietâ vai kâdâ reìionâ. Ðajâ piemçrâ novçrtçsim svina lîmeni gaisâ kâdâ

laboratorijâ. Tabulâ attçloti svina lîmeòi gaisâ, kas apkopoti Nacionâlajâ darba droðîbas

un veselîbas institûta laboratorijâ, veselîbas riska novçrtçðanai. Ðie lîmeòi tika noteikti

15 pçc iespçjas daþâdâkâs vietâs.

4.1. tabula : Svina lîmenis gaisâ(µ/m3)

200 120 15 7 8 6 48 61

380 80 29 1000 350 1400 110

Normâlais sadalîjums labi atbilst logtransformçtiem svina lîmeòiem(skatît apakðnodaïu

3.1.3), tapçc sâkumâ sâkumâ apreíinâjâm augðçjo tolerances robeþu balstîtu uz

logtransformçtiem datiem, lai novçrtçtu maksimâlo svina lîmeni laboratorijâ.

Veicu aprçíinus, izmantojot programmu R (programmas kods pielikumâ). Izlases vidçjâ

vçrtîba un standartnovirze logtransformçtiem datiem ir sekojoða: x̄ = 4.333 un

s = 1.739. (0.95, 0.90) augðçjâ tolerances robeþa svina lîmenim gaisâ (skatît (3.1.4))ir

x̄+ k1s = 4.333 + 2.329(1.739) = 8.383. Tolerances faktoru k1 = 2.329 iegûstam no

tabulas (n = 15, 1− α = 0.90, p = 0.95), vai aprçíinam pçc formulas (3.1.3). Tâtad,

exp(8.383) = 4372 ir (0.95, 0.90) augðçjâ tolerances robeþa svina lîmeòiem gaisâ. Darba

droðîbas un veselîbas administrâcijas noteiktâ robeþa svina lîmenim gaisâ ir 50 µg/m3.

Darba vieta tiek uzskatîta par droðu, ja augðçjâ tolerances robeþa nepârsniedz ðo

noteikto robeþu. Acîmredzami, ka augðçjâ robeþa 4372 to stipri pârsniedz, tâtad nevar

uzskatît, ka darba vieta ir droða. Ðajâ piemçrâ var mçìinât arî aprçíinât ticamîbas
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intervâlu vidçjai vçrtîbai sâkotnçjiem datiem (ja n = 15, 1− α = 0.90) pçc formulas

X̄ ± tn−1;0.975
S√
n
, kur tm;1−α apzîmç 1− α kvantili t sadalîjumam ar brîvîbas pakâpçm

m. Iegûst, ka vidçjâ vçrtîba atrodas no 252.4307 lîdz 256.1026. Ja pat apakðçjâ

ticamîbas robeþa stipri pârsniedz noteiktos 50 µg/m3, tad varam secinât, ka ðî darba

vieta nevar tikt uzskatîta par droðu. Tomçr ticamîbas intervâls neatspoguïo, ka 95% no

apskatâmajiem datiem atradîsies virs ðis noteiktâs robeþas, bet dod informâciju par

vidçjo vçrtîbu.

Lai novçrtçtu varbûtîbu, ka svina lîmenis nejauði izvçlçtâ vietâ pârsniedz noteikto

robeþu, aprçíinâsim 95% apakðçjo ticamîbas robeþu pârsniegðanas varbûtîbai

P (X > R) = P (X > 50). Izmantojot (1.1.3), meklçjam (p, 0.95) apakðçjo tolerances

robeþu vienâdu ar ln(50), un p atrisinâjumu. Tas ir, 95% apakðçjâ tolerances robeþa

varbûtîbai P (X > 50) ir atrisinâjums vienâdojumam

x̄− 1√
n
tn−1;0.95(zp

√
n)s = 4.333− 1√

15
t14;0.95(zp

√
15)× 1.739 = ln(50).

Lai atrisinâtu ðo vienâdojumu, pirmkârt, atzîmçjam, ka t14;0.95(zp
√

15) = 0.9376. Tâlâk

aprçíinâm zp
√

15 = −0.7486 jeb p = 0.423. Tâtad, P (X > 50) ir vismaz 0.423 ar

ticamîbu 0.95.

Piemçrs 2. Uzpildes maðînu monitorings.

Maðînai ir uzlikts iepildît plastmasas pudelç litru piena. Maiòas beigâs tika atlasîta

izlase no 20 pudelçm, un tika smalki izmçrîts katras pudeles piena daudzums. Ðie

mçrîjumi doti sekojoðâ tabulâ

4.2. tabula :Piena daudzums pudelçs (litros)

0.968 0.982 1.030 1.003 1.046 1.020 0.997 1.010 1.027 1.010

0.973 1.000 1.044 0.995 1.020 0.993 0.984 0.981 0.997 0.992

Lai novçrtçtu uzpildes maðînas precizitâti, aprçíinâsim divpusçjo tolerances intervâlu,

izmantojot dotâs tabulas datus. Izlases vidçjâ vçrtîba x̄ = 1.0036 un dispersija

s = 0.0221. Izmantojot ðos lielumus, aprçíinâsim (0.99, 0.95) divpusçjo tolerances

intervâlu. Tâdçï ar programmas R palîdzîbu aprçíinu tolerances faktora k2

aproksimâciju, kas apmierina nosacîjumu (3.2.5).
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Iegûstam, ka k2 = 3.615, pie nosacîjumiem (n = 20, p = 0.99, 1− α = 0.95). Tolerances

intervâls x̄± k2s = 1.0036± 3.615(0.0221) = 1.0036± 0.07989. Tâtad, vismaz 99%

pudeïu ir piepildîtas ar piena apjomu, kas ir robeþâs no 0.9237 lîdz 1.0835 litriem ar

ticamîbu 0.95.
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Secinâjumi

Ðajâ darbâ izdevies pierâdît, ka ticamîbas intervâls nesniedz lîdzvçrtîgus rezultâtus

salîdzinot ar tolerances intervâlu. 1. piemçrâ ticamîbas intervâls atainoja, ka vidçjâ

vçrtîba no datiem ar lielu ticamîbu pârsniegs noteikto robeþu, taèu nesniedza

informâciju, kâds datu apjoms pârsniegs ðo robeþu. Varam secinât, ka tolerances

intervâls deva prasîbâm atbilstoðu rezultâtu. Aprçíinâtâs aproksimâcijas patieðâm ir

nosacîjumiem atbilstoðas. Teorçtiski tika apskatîti pamatjautâjumi saistîbâ ar

parametriskajiem tolerances intervâliem, bet bûtu ïoti interesanti izpçtît neparametriskos

tolerances intervâlus, atrast uzskatâmus piemçrus, ko varçtu paturpinât diplomdarbâ.

21



A Izveidoto programmu kods

#tolerances faktora aproksimacija

n<-3

m<-n-1

p<-0.95

alpha<-0.1

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))

[1] 6.91856

n<-10

> m<-n-1

> p<-0.95

> alpha<-0.1

> sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))

[1] 3.018395

#1.piemers

n<-15

d<-c(200,120,15,7,8,6,48,61,380,80,29,1000,350,1400,110)

d

[1] 200 120 15 7 8 6 48 61 380 80 29 1000 350 1400 110

l<-log(d)

l

[1] 5.298317 4.787492 2.708050 1.945910 2.079442 1.791759 3.871201 4.110874

[9] 5.940171 4.382027 3.367296 6.907755 5.857933 7.244228 4.700480

m<-mean(l)
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m

[1] 4.332862

s<-sd(l)

s

[1] 1.739441

p<-0.95

alpha<-0.1

b<-1/sqrt(n)

qt(1-alpha,n-1,qnorm(p)*sqrt(n))*b

[1] 2.328977

sqrt(n)*(4.333-log(50))/1.739

[1] 0.9375715

#rekina ticamibas intervalu

mean(d)+qt(1-alpha,n-1,s/sqrt(n))

[1] 256.1026

mean(d)-qt(1-alpha,n-1,s/sqrt(n))

[1] 252.4307

#2.piemers

n<-20

l<-c(0.968,0.982,1.030,1.003,1.046,1.020,0.997,1.010,1.027,1.010,0.973,

1.000,1.044,0.995,1.020,0.993,0.984,0.981,0.997,0.992)

v<-mean(l)

v

[1] 1.0036

s<-sd(l)

s

[1] 0.02210120

m<-n-1

p<-0.99

alpha<-0.05

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))
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[1] 3.614572

sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s

[1] 0.07988639

l1<-v-sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s

l1

[1] 0.9237136

l2<-v+sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s

l2

[1] 1.083486
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Kursa darbs \Statistiskie tolerances intervâli" izstrâdâts LU Fizikas un Matemâtikas

fakultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.

Autors: Margarita Fjodorova

(paraksts) (datums)

Rekomendçju darbu aizstâvçðanai.

Vadîtâjs: doc. Dr.math. Jânis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents:

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matemâtikas nodaïâ

(datums)

(darbu pieòçma)

Darbs aizstâvçts kursa darbs gala pârbaudîjuma komisijas sçdç

prot. Nr. , vçrtçjums
(datums)

Komisijas sekretârs/-e:
(Vârds, Uzvârds) (paraksts)
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