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Anotacija

Darba tiek aplikoti vienpusgjie un divpuséjie tolerances intervali parametriskaja ga-
dijuma. So intervalu pielietojums prakse atskiras no ticamibas intervalu pielietojuma. Ja
ir nepieciesams noteikt, kada procentuala izlases dala ieklausies kadas specifiskas robezas,
tad tolerances intervals spéj sniegt atbildi uz So jautajumu. Ar pieméru palidzibu tiek
atteloti dazado tolerances intervalu pielietojumi, atkariba no dotas situacijas. Sie intervali
var veiksmigi tikt pielietoti dazadiem sadaljjumiem, bet Saja kursa darba tiek aplukots

normala sadalijuma gadijums. Aprékinu veik$anai tiek izmantota programma R.



Abstract

This thesis deals with one-sided and two-sided tolerance intervals in parametric case. The
practical applications of these intervals differ from the confidence intervals. If there is a
need to estimate what percental part of the sample will be included in the specificated
limits, then tolerance intervals can solve this problem. With examples it is shown how to
use different tolerance intervals depending on the given situation. These intervals can be
succesfully used for various distributions, but in this thesis normal distribution case will

be observed. The calculations are done by use of program R.
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Ievads

Statistika viens no pamatjautajumiem ir ticamibas intervalu konstruésana, kas parasti
sniedz informaciju par kadu nezinamu populacijas parametru. Tomer ir gadijumi, kad ti-
camibas intervals nespéj sniegt pietiekosi daudz informacijas par visu populaciju kopuma.
Ka izradas, sadiem uzdevumiem ir paredzéti tolerances intervali, kas parasti lekciju kursos
netiek apskatiti. Tolerances intervaliem ir patiesi daudzveidigs pielietojums. Tos izman-
to kliniskajos un rupnieciskajos petijumos, tados ka kvalitates kontrole, apkartejas vides
monitorings jeb vides kontrole, divu metozu vai panémienu saskanosanas novertesana[?].
Tolerances robezas un tolerances intervali pirmo reizi tika pieminéti jau 1941. un 1942.
gados autora S.S. Wilks publikacijas. Autors uzsvera tolerances intervalu lietderigumu
industrialas razosanas kvalitates kontroles petnieciba, paradija atskiribu starp vienpuse-
jo un divpuséjo tolerances intervalu. Piemeéram, ja, razojot térauda stieples, janosaka
speks, kuru piemérojot, §is stieples liizis, tad nozimigaka biis tiesi apakséja tolerances ro-
beza. Saja gadijuma apskata vienpusejo tolerances intervalu[?]. Pec 1941. gada vairak ka
pusgadsimta garuma tolerances intervali tika pielietoti dazadu problematiku risinasanai.
Sava kursa darba rakstisanai par teorétisko pamatu izmantoju 2009. gada gramatu, kas
apliecina §1 jautajuma aktualitati.

Tiek gaidits, ka tolerances intervals aptvers vismaz noteiktu populacijas dalu, pie do-
ta ticamibas limena. Pieméram, augséja tolerances robeza ir tada, ka ar dotu ticamibas
limeni vismaz kada specifiski izveleta populacijas procentuala dala atradisies zem §is ro-
bezas. Apakseja tolerances intervala robeza vai tolerances intervals ar abam robezam tiek
mekléti péc lidzigiem nosacijumiem.

Tolerances intervali var tikt piemeéroti dazadiem sadalijumiem, bet praksé visbiezak
pielietotais sadalijjums ir normalais sadalijums, tade] sava kursa darba apskatisu vienpu-
seéjos un divpusejos tolerances intervalus tiesi normalajam sadalijumam, ka ari aplukosu
normala un lognormala sadalijuma sakaribas tolerances intervalu konstruésanai. Toleran-
ces intervali var biit parametriski un neparametriski. Kursa darba ietvaros apskatisu tikai
parametrisko gadijumu.

Ka galvenais merkis ir izprast atskiribu starp ticamibas un tolerances intervaliem un
to pielietojumiem, un kados gadijumos tolerances intervali dod labakus rezultatus. Si
merka sasniegSanai ir nepiecieSama teorijas izpete, un tas pielietosana prakse.

Saja kursa darba ir 4 galvenas nodalas. 1. nodala tiek iepazistinats ar to, kas ir augseja



un apakseja tolerances robeza, paradita sakariba starp §im robezam un kvantilem. Saku-
ma apliko vienpusejo tolerances intervalu. Lidzigi ar1 tiek apskatita vispariga teorija par
divpuséjo tolerances intervalu. Talakaja apaksnodala tiek novertéta izdzivoSanas un par-
sniegSanas varbutiba. Ar nelielu pieméru palidzibu, tiek paradits, kados gadijumos sadas
varbutibas ir aktualas. 2. nodala iespejams iepazities ar svarigiem rezultatiem, kas tiek
piemeroti tolerances intervalu rekinasanai normalajam sadaljjumam. 3. nodalas sakuma
var uzzinat, kas ir tolerances robezas kvantiléem normala sadalijuma gadijuma, kas ir tole-
rances faktors. Tad seko tris apaksnodalas, kuras tiek aplikota klasiska pieeja vienpuséjo
tolerances robezu aprekinasanai normali sadalitas populacijas gadijuma, dots teorétisks
pamatojums izdzivosanas un parsniegSanas varbiitibai normali sadalitai populacijai un
tiek aplukots lognormalais sadalijums, ko var pielietot metodem, kas balstas uz normalo
sadalijumu. Talak tiek apskatita teorija par divpusejo tolerances intervalu normali sada-
litai populacijai, ka ari izveidota neliela tabula aproksiméto un eksakto tolerances faktoru
vertibu salidzinasanai. Visbeidzot, tiek apliikots teorétiskais pamats vienado astu toleran-
ces intervaliem. 4. nodala ir divi piemeri, kuros tiek konstrueti vienpusejie un divpusejie

tolerances intervali normali sadalitiem datiem.



1. Tolerances intervali un

1zdzivosanas varbutiba

1.1. Vienpusé€jie tolerances intervali

Pienem, ka X ir nepartraukts gadijuma lielums ar kumulativo sadalijuma funkciju
Fx(z) = P(X < z). Pie dota p (0 < p < 1), inversa kumulativa sadalijumam funkcija ir
definéta:

Fi'(p) = inf{x : Fx(x) > p}. (1.1.1)

Lielums Fy'(p) ir p kvantile jeb 100p procentile sadalijumam Fy. Kvantilei p lieto
apzimejumu ¢,. Jaievero, ka populacijas proporcija p (attieciba pret sadalijuma funkeiju
Fy) ir mazaka vai vienada ar ¢,. Ja Fx(x) ir stingri augosa funkcija no x, tad Fy'(p) ir
x vertiba, kurai Fx(z) = P(X < z) = p[?].

Pienemsim, ka X7, X5, ..., X, ir gadijuma izlase no F', lieto pierakstu X = (X, X5,

.., X,). Lai definetu tolerances intervalu, ir japrecize ta procentualo apjomu un tica-
mibas limeni, ko attiecigi apzimé ar p un 1 — «, un tolerances intervals tiek uzskatits
par procentuala apjoma p un (1 — «) parklajuma (vai apjoma p un (1 — «) ticamibu)
tolerances intervals vai vienkarsi ka (p, 1 — «) tolerances intervals (0 < p < 1,0 < a < 1).
Praktiskos pielietojumos p un 1 — « parasti pienem veértibas no kopas {0.90,0.95,0.99}.
Intervals tiek konstruéts, izmantojot gadijuma izlasi X, un tiek prasits, lai tas satur
ne mazak ka proporciju p no izveletas populacijas ar ticamibas limeni 1 — «. Formali,

vienpuséjam tolerances intervalam (p, 1 — «) forma (—oo, U(X)] jaapmierina nosacijumu

kur X un sekojosi Fx ir neatkarigi no X. Tas ir, U(X) tiek noteikts ta, ka vismaz

proporcija p ir mazaka vai vienada ar U(X) ar ticamibu 1 — «. Intervals (—oo, U(X)]



tiek saukts par vienpusejo augsejo tolerances robezu. Var atzimet, ka, pamatojoties uz p

kvantiles g, definiciju (1.1.1)), (1.1.2)) var pierakstit sekojosi
Px{¢, <UX)}=1-a. (1.1.3)

No (1.1.3) redzam, ka U(X) ir 1 — o augseja ticamibas robeza p kvantilei g,.
(p,1 — «) vienpuséja apakséja tolerances robeza L(X) tiek definéta lidzigi. Precizak,

L(X) nosaka sekojosa veida

PX{PX (X > L(X)’X) > p} =1-aq,

vai ekvivalenti,

Px{L(X)<qp}t=1-0.

L(X) ir 1 — o apakséja ticamibas robeza kvantilei ¢;_,,.

1.2. Divpus€jie tolerances intervali

Eksiste divu veidu divpuséjie tolerances intervali. Pirma veida intervalu konstrué ta,
lai tas saturétu vismaz populacijas proporciju p ar ticamibu 1 — «, un tiek vienkarsi
uzskatits par tolerances intervalu. Otra veida tolerances intervals tiek konstruets ta, ka
tam biitu jasatur vismaz populacijas proporcija p no populacijas centra ar ticamibu 1 — «,
un tas parasti tiek minéts ka vienadastu tolerances intervals.

(p, 1 — ) divpusejam tolerances intervalam (L(X),U(X)) izpildas nosacijums
PX{PX (L(X) <X < U(X)‘X) > p} =1-a, (1.2.1)

vai ekvivalenti,

Px{Fx(U(X)) - Fx(L(X)) > p} =1—a. (1.2.2)

Citiem vardiem, intervals (L(X),U (X)) tiek konstruéts ta, ka tas satur vismaz pro-
porciju p no populacijas ar ticamibu 1 — . Lielumi L(X) un U(X) tiek uzskatiti par
tolerances robezam. Ir svarigi atzimet, ka L(X) un U(X) rekinasana nereducejas uz
ticamibas robezu aprekinasanu noteiktam procentilem|?].

Lai noteiktu vienado astu tolerances intervalu, pienem, ka p > 0.5. A(p, 1 —«) vienado
astu tolerances intervals (L(X), U(X)) ir tads, ka ar ticamibu 1—« ne vairak ka proporcija
1-p 1-p

=% no populacijas ir mazaka par L(X) un ne vairak ka proporcija —* no populacijas



ir lielaka par U(X). So nosacijumu var uzrakstit ari ar procentilu palidzibu. Ievero,
ka nosacijums L(X) < qi—p ir ekvivalents ar nosacijumu, ka ne vairak ka proporcija
2

P 1o populacijas mazaka par L(X), un nosacijums g+ < U(X) ir ekvivalents ar
2 J +
nosacijumu, ka proporcija 1 — % = % no populacijas ir lielaka par U(X). Konsekventi,
intervalam (L(X),U(X)) ir jabut par (p,1 — «) vienado astu tolerances intervalu un

jaizpildas nosacijumam

Px (L(X) <qip un gy < U(X)) =1—-a. (1.2.3)



1.3. Izdzivosanas varbiitibas novértéjums

Dazos praktiskos pielietojumos tiek prasits novértét varbitibu, ka gadijuma lielums
parsniegs kadu konkretu vertibu. Piemeéram, muza garuma datu analize, ir svarigi no-
vertet varbutibu, ka objekta dzives ilgums parsniegs noteiktu vertibu. Tada varbutiba
parasti tiek uzskatita par izdzivosanas varbutibu. Gadijuma, kad tiek veikta darba dro-
sibas kontrole kada ripnica, ir svarigi novértét, vai kaitigo vielu iedarbiba uz stradnieku
neparsniedz noteiktu robezu (parasti to nosaka darba drosibas un veselibas administraci-
ja). So uzskata par parsniegianas varbatibu. Sada gadijuma mes esam ieinterescti noteikt
tiesi apakséjo tolerances robezu.

Pienem, ka X ir nepartraukts gadijuma lielums ar sadalijuma funkciju Fx(z). Dotam
t define izdzivosanas varbutibu S; = P(X > t) = 1 — Fx(t). Piepem, ka X ir izlase no
Fx,un L(X) = L(X;p) ir (p,1 — «) apakseja tolerances robeza X sadalijjumam. Ja ir

dota apakséja tolerances robeza, tad
Px{Px(X > L(X;p)|X)>p}=1-a.

Tas ir,
PX{SL(X;p) > p} =1-a.
Ja L(X;p) > t, tad acimredzami iegtist S; > Si(x,p). Turklat, ja Si(x,,) > p, varam
secinat, ka S; > p, ja L(X;p) > t. Tatad ta ir maksimala p vertiba, kurai L(X;p) >t

dod S; apaksejo robezu 1 — «,un apziméjam ar p;. Tas ir,
p = max{p : L(L;p) > t}. (1.3.1)

Visparigi runajot, L(X;p) ir dilstosa funkcija no p, un tatad maksimums tiek
sasniegts, kad L(X;p) =t . Tas ir, p, ir atrisindjums vienadibai L(X;p) = t. Apakseja
tolerances robeza var tikt izmantota ari vienpuséjos hipotézu testos attieciba uz S;. Tas
ir, ja veicam testu

Hy: S5 <py un H,:5 > po
pie limena «, tad H, tiks noraidita, ja (pg, 1 — «v) apakseja tolerances robeza ir lielaka par
t[?].

Augseja ticamibas robeza parsniegSanas varbiitibai tiek biezi pielietota, lai novéertétu

kaitigo vielu ietekmi darba vieta. Piemeram, ja t apzime kaitigo vielu iedarbibas kritisko

limeni un X apzime vielu ietekmes meérvienibu uz stradnieku, tad parsniegsanas varbitiba
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tiktu defineta ka P(X > t). Ja U(X;p) ir (p,1 — ) augseja tolerances robeza, un ta ir
mazaka vai vienada ar ¢, tad mes varam secinat, ka P(X > t) ir mazaka par 1 —p. Lidzigi
ka (1.3.1)), secinam, ka, ja p, = max{p : U(X;p) < t}, tad 1—p, ir 1 — v augseja ticamibas
robeza parsniegSanas varbutibai. Visparigi runajot, U(X; p) ir nedilstosa funkcija no p,

un p, ir atrisinajums vienadibai U(X;p) = t.



2.

Pamatformulas

Saja nodala tiks apskatits un pieradits rezultats, kuram ir svariga loma tolerances

intervalu iegtuSana normalajam sadaljjumam un citiem normali bazetiem modeliem.

Pienemsim, ka X ~ N(0, ¢) neatkarigi no Q ~ X2 kur y? apzime hi-kvadrata gadiju-

ma mainigo ar brivibas pakapem m. 0 <p < 1,0 <~y < 1 un ar ¢ apzimésim standarta

normalo sadalijuma funkciju.

(i)

(1)

Faktoram k; atbilst nosacijums
PX,Q(q)(X‘i‘kl\/@) ZP) = (2.0.1)

ir dots sekojosa veida

ki = /€ X i (\%) (2.0.2)

kur z, apzime p kvantili standarta nomalajam sadalijumam, un t,.,(6) apzime n
kvantili necentrétam ¢ sadalijjumam ar brivibas pakapém v un necentralitates

parametru 6.

Faktors ko, kas apmierina
PX7Q<(I’(X+’<?2\/@—¢(X—]€2\/@ Zp) = (2.0.3)

ir atrisinajums integralajam vienadojumam

\/;/0 Fa (Q >4 p( )>€_§idl‘ =7, (2.0.4)

kur x7.,(0) apzime 7 kvantili necentralajam hi-kvadrata sadalijumam ar brivibas

pakapem v un necentralitates parametru 0.



(iii) ko aproksimacija, kurai atbilst nosacijums (2.0.4)) ir dota sekojosa veida

ky = (M) 5, (2.0.5)

Xm; 1—v

kur X?jm apzimé 7 kvantili hi- kvadrata sadalijumam ar brivibas pakapem v (un ~

nozime ekvivalents, atbilstoss).

Pieradijums. (i) Jaievero, ka (2.0.1) satur ieksejo varbuitibas nevienadibu tad un tikai

tad, ja X + k1/Q > z,. Tatad var (2.0.1)) pierakstit ka

PX,Q(X+]<71\/@2 Zp) = PX,Q(X\/_@ZP > —k’1>

b, ( v X/ﬁj@zp/\/é . k)

=7. (2.0.6)

Lai iegiitu otro soli formula (2.0.6)), jaizmanto fakts, ka X un —X ir identiski

sadaliti. Tadel, ka X/\/c ~ N(0, ¢) neatkarigi no @ ~ X%", iegiistam

NIV (5)

kur ¢,(0) apzimé necentralu ¢ gadijuma mainigo ar brivibas pakapém v un

necentralitates parametru . Tadel, ki, kas apmierina (2.0.6]) ir dots ar (2.0.2)).

(ii) Ieverosim, ka fiksetam X, ®(X +r) — ®(X — r) ir augosa funkcija no r. Tadel,
fiksetam X, ®(X + ko /Q) — P(X — ko/Q) < p tad un tikai tad, ja ky\/Q > r vai

2 . e . . _ .
() > 1z. kur 7 ir atrisinajums vienadojumam
2

O(X+7r)—D(X —1)=p,

vai ekvivalenti,

P;((Z - X)* <r?X) =p, (2.0.7)

Z ir standarta normalais gadijuma lielums. Fiksetam X, (Z — X)? ~ x3(X?), kur
X2, (0) apzime necentralu hi-kvadrata gadijuma mainigo ar necentralitates

parametru §. Tadel, nosaciti dotais X2, r?, kuram atbilst nosacijums (2.0.7) ir p

10



kvantile no x7(X?), kuru apzimesim ar x7, ,(X?). Lietojot So0s rezultatus, un,

)
_ PQ(Q N xip(ja) X)_
k?

Nemot matematisko ceribu attieciba uz sadalijjumu no X, varam redzet, ka

2. X2
P(Q > X“’—(Z)H = . (2.0.8)
k3
Zinot, ka X ~ N (0, c), var parrakstit (2.0.8) ka
1 [~ Xp(@®) ) =2
PlQ>=2 e 2 dx
V 2me /—oo (Q k%

2 00 2. 2 22
:’/E/ P<Q> lezf)>wdx
0 2

= 7. (2.0.9)

ieverojot, ka r funkcija no X? un p, iegtisim

2

(00 0830518 2| ) =02

faktoram ky izpildas

Ex

(iii) ko aproksimacija var tikt iegtita no (2.0.8)) sekojosi. Pienemsim, ka V = X2 un

g(V) = Py (Q > Xi,;gm). Lietojot izvedumu Teilora rinda pie V = E(V) = ¢,

iegiist
9g(V)
ov

(V —)? (V)
2l 9v?

+
V=c

+ ...
V=c

g(V) =g(c) +(V —¢)

levérojot, ka % ~ X%, un, nemot matematisko certbu abam pusem, iegiistam

2829(‘/)
oVv?2

= g(c) +0(c?).

E(g(V)) =g(c) +c

V=c

Visbeidzot, E(g(V)) ~ g(c), un lietojot aproksimaciju (2.0.8)), iegustam

2
P, (Q > Xl?g(c)) ~ . (2.0.10)
k3

2 c 2
Ta ka Q ~ %, tad no izteiksmes (2.0.10|) seko, ka Xip(©) Xmiiy yn ka

2
k5 m

atrisinajumu ko mes iegustam (iii).

11



3. Tolerances intervali normali

sadalitai populacijai

3.1. Vienpuseéjas tolerances robezas normali
sadalitai populacijai

Pienem, ka X1, ..., X, ir izlase no N(u,o?) populacijas ar nezinamu videjo vertibu p un
nezinamu dispersiju o2. Izlases videja verttba X un izlases dispersija S? ir definetas

sekojosi
I  — _
X=-) X, S? = X; — X)2

Ar z, apzime p kvantili standarta normalajam sadalijumam. Tad p-ta kvantile no
N(u,o?) ir forma
Qp = b+ 2p0.

1 — « augseja ticamibas robeza kvantilei ¢, ir (p, 1 — «) vienpuseja augseja tolerances
robeza normali sadalitai populacijai. Parasti praksé tiek prasita augséja robeza kvantilei

¢, ja p > 0.5, bet apakséja robeza, ja p < 0.5[?].

3.1.1. Klasiska pieeja

Pienem, ka (p, 1 — ) augseja tolerances robeza ir forma X + k;.S. Faktors k; tiek saukts
par tolerances faktoru, to nosaka ta, ka vismaz proporcija p no populacijas merijumiem

ir mazaka par X + k.S ar ticamibu 1 — . Tas ir,

Py {P(X <X +kS|X,S)>p}=1—aq, (3.1.1)

kur X ~ N(p,0?). Pienemsim, ka Z = £ ~ N(0,1), Z, = ££ ~ N(0, 2),

[ g

2 — $2 . X

e -, kur X2, apzime hi-kvadrata gadijuma mainigo ar m brivibas pakapem,

12



(3.1.1)) var pierakstit sekojosi

PZn,U{P(Z < Zn + /ﬁU‘Zn,U) > p} = PZn,U{(I)(Zn + klU) > p}

—1—-a. (3.1.2)

2
Ta ka Z, ~ N(0, 1) neatkarigi no U? ~ ==L var pielietot rezultatu (2.0.2)), kur

c:%,*y:l—aunm:n—l,laiiegﬁtu

oy = %tn_l;l_a(zp\/ﬁ), (3.1.3)

kur £,,1-4(d) apzimé 1 — « kvantili necentralajam ¢ sadalijumam ar brivibas pakapem
m, un ar necentralitates parametru J. Visbeidzot, (p, 1 — «) augséja tolerances robeza ir

dota ar

S
vn
tas pats faktors ky var tikt izmantots, lai iegiitu (p, 1 — ) apakséjo tolerances robezu,

kas dota ar X — k1 S.

X + /ﬁS = X + tn,1;1,a<zp\/ﬁ) (314)

3.1.2. Izdzivosanas vai parsniegsanas varbiitibas novértésana
normali sadalitai populacijai

1 — a apakseja ticamibas robeza izdzivosanas varbutibai S; = P(X > ¢), kur X ir
normali sadalits gadijuma lielums un ¢ ir dots skaitlis, kuru var viegli iegiit no 2.
nodalas. Versisim Ipasu uzmanibu uz to, ka 1 — a apaksgja ticamibas robeza varbutibai

Sy ir atrisinajums (attieciba uz p) vienadojumam

Xt
- S//n
Pie dota izlases lieluma, p, 1 — a, X, S un t, vertiba p, kurai atbilst nosactjums (3.1.5))

tn,1;1,a<2p\/ﬁ)

(3.1.5)

var tikt ieguta, pirmkart, risinot z,/n un tad, risinot rezultéjoso p vienadojumu.
Lielums S; tiek uzskatits par parsniegsanas varbuitibu, ta ka ta ir vienkarsi varbitiba, ka

X parsniegs noteikto vertibu ¢[?].

3.1.3. Lognormalais sadalijums

Dati no lognormala sadalijuma var tikt veiksmigi pielietoti metodem, kas balstitas uz

normalo sadalijumu, tiem tikai javeic logaritmiskas transformaécijas.
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Gadijuma lielums Y ir lognormali sadalits, tas ir, Y ~ lognormal(u, o?),

ja X =In(Y) ~ N(u,0?). Varbutibu blivuma funkcija no Y ir dota veida

1 Iny — p)?
f(y|g,a):\/ﬁyaexp{—%},y>0,a>0, —00 < < 00. (3.1.6)

Yy, ..., Y,— izlase no lognormal(u, 0?) sadalijuma. X; = In(Y}),..., X, = In(Y,,) ir izlase
no normala sadalijuma ar videjo vertibu p un dispersiju o2. Tadejadi, pieejas, kas
balstas uz normalo sadalijumu, var tik viegli pielietotas, konstruejot vienpusejas

tolerances robezas, tolerances intervalus vai vienado astu tolerances intervalus, kas

balstiti uz izlasi X,...,X,. Lai to ilustrétu
1 & 1 < _
X=-) X; S? = X; — X).

X + ]ﬁ% ir vienpuséeja augseja tolerances robeza normalajam sadalijumam vai
sadalfjumiem, kas balstiti uz logtransformétam izlasem. Tatad, exp <X + kl\%> ir
vienpuseja augseja tolerances robeza izveletajai lognormalai populacijai. Lidzigi var
iegtit tolerances vai venadastu tolerances intervalus. Turklat, lai noteiktu izdzivoSanas
laika bridi ¢, jaatzime, ka P(Y > t) = P(In(Y') > In(t)) = P(X > In(¢)), un rezultati ar ¢
aizvietotu ar In(t) var tikt izmantoti. Ipasi, ja ir jaiegiist apaksejo ticamibas robezu

varbutibai P(Y > t).

3.2. Divpus€jie tolerances intervali normali sadalitai
populacijai

Tiek uzskatits, ka kads objekts ir piemérots paredzetajam merkim, ja ar to saistitie
mérijumi lekritintervala (L, L, ), kur L; un L, ir kada specifiski noteikta apakséja un
augseja robeza. Visparigi runajot, tehniskiem razojumiem tiek prasits, lai tie atbilstu
kadiem specifiskiem nosacijumiem. Ja vairakums no objektiem (teiksim, proporcija p)
liela meéra atbilst noteiktajai prasibai, tad sie objekti tiek akceptéti. ST vairakuma
atbilstiba var tikt noteikta, izmantojot atbilstosu divpusejo tolerances intervalu.
Piemeram, ja (0.95,0.99) divpusejais tolerances intervals ir ietverts (L;, L,,), tad liela
dala tiks akcepteta. Tas ir tadel], ka vismaz 95% no $iem objektiem jeb produktiem iekrtt
tolerances intervala ar ticamibu ne mazaku ka 99% , un tolerances intervals ietilpst

(Li, L,). Saja sadala tiks aprakstitas metodes tolerances intervalu konstruesanai, ka tie

saturétu ne mazak ka proporciju p no normali sadalitas populacijas ar ticamibu 1 — a.
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Divpuséjais tolerances faktors ky tiek noteikts ta, lai intervals X 4 k»S saturetu vismaz
proporciju p no normali sadalitas populacijas ar ticamibu 1 — «. Tas ir, ky nosaka
sekojosi

Pg o{Px(X — koS < X < X + k5|X,5) > p} =1—q, (3.2.1)

kur X ~ N(p,0?) neatkarigi no X un S. Tekseja varbutibas nevienadiba var tikt izteikta
ka

PX<X—;L—k:25 < X —nu < X—u—l—k:25> >
o o o
& O(Z, + koU) — ®(Z, — kU) > p, (3.2.2)
kur ® apzimeé standartu normalo kumulativo sadalijjuma funkciju , 7, = X;” (0,1)

S2

neatkarigi no U? = 23 ~ % ar m =n — 1. Izmantojot (3.2.2)), mes varam uzrakstit

EZD) ks

PZn,,U((I)(Zn + kQU) — @(Zn — kQU) > p) =1-oa. (323)

tagad, piclietojot rezultatu (2.0.4), kur ¢ = 1, varam redzet, ka ks ir atrisinajums

integralajam vienadojumam

\/%/ < xlk,;g( ))e_;nzzdzzl_a' (3.2.4)

[zmantojot rezultatu (2.0.5)) (ar ¢ = % un v = 1 — «), var atrast vienkarsu, bet

nosacijumiem atbilstosu aproksimaciju

ey ~ (w )2, (3.2.5)

Xm;a

kur 2., apzimé « kvantili hi-kvadrata sadalijumam ar m brivibas pakapem, un x;,.,(0)
apzimé « kvantili hi-kvadrata sadaljjumam ar brivibas pakapém m un necentralitates
parametru 0[?].

leguta aproksimacija ir apmierinosa pat mazam izlasem (apjoma 3), p un 1 — « pienem
vertibas no kopas {0.9,0.95,0.99}. Lai paraditu $is aproksimacijas precizitati, var
apréekinat tolerances faktorus, kas apmierina (3.2.4)) (skatit pielikuma programmas
kodu)un aproksimacijas, kas dotas , un n pienem vertibas no 3 lidz 10,

p =0.90,0.95,0.99 un 1 — a = 0.90, 0.95.
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3.1. tabula Divpuseja tolerances faktora aproksimacija (a) un tiesais faktors (b).

1—a=0.90
p
0.90 0.95 0.99
n a b a b a b
3 5.85 579 6.92 6.82 897 8.82
4 4.17 4.16 494 491 6.44 6.37
5 3.49 350 4.15 4.14 5.42 5.39
6 3.13 3.14 3.72 3.72 4.87 4.85
7 290 291 345 3.46 4.52 4.50
8 274 275 3.26 3.27 4.27 4.27
9 2.63 264 3.13 3.13 4.10 4.09
10 2.55 255 3.02 3.03 3.96 3.96

Saja tabula var redzet, ka aproksimacija ir efektiva pat mazam izlasem. Ja n > 10, tad
atskiribas starp eksaktajiem un aproksimeétajiem faktoriem retos gadijumos parsniedz

0.01.

3.3. Vienado astu tolerances intervali normalajam
sadalijjumam

Saja apaksnodala tiks aprakstita metode tolerances intervala (1}, 1,,) konstruesanai, kas
ieklautu vismaz 100p% no normali sadalitas populacijas ¢entra datiemar ticamibu 1 — a.
Tas ir, intervals (I;, I,,) tiek konstruets, izmantojot izlasi, ta, ka lielaka proporcija no
normali sadalitiem datiem, kas atrodas zem I; ir % un ka lielaka proporcija, kas
atrodas virs I, ir %, ar ticamibu 1 — «. Intervals tiek mekléts ta, ka tas ieklautu
intervalu (,u — 2100, [+ Z1tp O’) ar ticamibu 1 — « (balstoties uz teoriju apaksnodala

1.2.). "Dabiski’par (I, I,) izveleties (X — k.S, X + k.S), kur k. tiek noteikts sekojosi
PX,S(X_keS</J/_Z1+TpO'un/,L+Zl+TpO'<X+kes> =1-a. (3.3.1)

Pec X standartizésanas un nosacijumu parkartosanas, varam redzét, ka (3.3.1)) ir
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ekvivalents ar

Z/\n+ 21 Z/Nn — 21
P M -2 > =1 3.2
Z}s( 5o < k. un o > —k, a, (3.3.2)

kur Z = Yoo N(0,1). Pienemsim, ka 6 = \/n x Zigp, UN U? = g—z Izmantojot sos

g

nosacijumus, varam ({3.3.2)) pierakstit sekojosi
Pys(Z < 6+ kev/nU un Z > —8 — ko/nlU) = 1 — a. (3.3.3)

Teverosim, ka §is nevienadibas ir speka tad, ja 0 — k./nU < —§ + key/nU vai lidzvertigi
U? > ,fg—zn. Tatad (3.3.3) var izteikt sekojosi

2
Ey {PZ (5 —koy/nU < Z < =86+ k:e\/ﬁU‘U2 > ]i—n)} =1-oaq, (3.3.4)

2
kur Ey apzime matematisko ceribu attieciba pret U. Zinot, ka U? ~ %, no (|3.3.4))

seko, ka k. ir atrisinajums integralvienadojumam

1 o0 ke n—1
/ 2 <2c1>( B SO A > - 1> e 2" Ty =1—a,  (3.3.5)
(n;ZIT)LS v/n—1

27T ()

e

kur ®(x) apzime standarta normalo sadalfjuma funkciju. Lai iegatu (3.3.5) no (3.3.4),

izmantojam sakaribu ®(z) =1 — &(—x)[?].
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4. Praktiskais pielietojums

Piemeérs 1. Piesarnojuma limena novértésana.

Vienpusejas tolerances robezas parasti tiek lietotas, lai novertetu piesarnojuma limeni
darba vieta vai kada regiona. Saja piemeéra novertesim svina limeni gaisa kada
laboratorija. Tabula atteloti svina limeni gaisa, kas apkopoti Nacionalaja darba drosibas
un veselibas instituta laboratorija, veselibas riska novertesanai. Sie limeni tika noteikti

15 pec iespejas dazadakas vietas.

4.1. tabula : Svina limenis gaisa(u/m?)
200 120 15 7 8 6 48 61
380 80 29 1000 350 1400 110

Normalais sadalijums labi atbilst logtransformétiem svina limeniem (skatit apaksnodalu
3.1.3), tapec sakuma sakuma aprekinajam augsejo tolerances robezu balstitu uz
logtransformetiem datiem, lai novertetu maksimalo svina limeni laboratorija.

Veicu aprekinus, izmantojot programmu R (programmas kods pielikuma). Izlases vidéja
vértiba un standartnovirze logtransformétiem datiem ir sekojosa: ¥ = 4.333 un

s =1.739. (0.95,0.90) augseja tolerances robeza svina limenim gaisa (skattt (3.1.4))ir
T+ kys = 4.333 + 2.329(1.739) = 8.383. Tolerances faktoru k; = 2.329 ieguistam no
tabulas (n = 15,1 — a = 0.90, p = 0.95), vai apréekinam péc formulas ([3.1.3). Tatad,
exp(8.383) = 4372 ir (0.95,0.90) augseja tolerances robeza svina limeniem gaisa. Darba
drogibas un veselibas administracijas noteikta robeza svina limenim gaisa ir 50 pg/m3.
Darba vieta tiek uzskatita par drosu, ja augséja tolerances robeza neparsniedz So
noteikto robezu. Acimredzami, ka augseja robeza 4372 to stipri parsniedz, tatad nevar

uzskatit, ka darba vieta ir drosa. Saja piemera var meginat ari aprekinat ticamibas
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intervalu videjai vertibai sakotnejiem datiem (ja n = 15,1 — a = 0.90) pec formulas
X+ tn,1;0A975\%, kur ¢,,.1_o apzimeé 1 — « kvantili ¢ sadalijumam ar brivibas pakapem
m. legiist, ka vidéja vertiba atrodas no 252.4307 lidz 256.1026. Ja pat apakseja
ticamibas robeza stipri parsniedz noteiktos 50 ug/m3, tad varam secinat, ka $1 darba
vieta nevar tikt uzskatita par drosu. Tomer ticamibas intervals neatspogulo, ka 95% no
apskatamajiem datiem atradisies virs 8is noteiktas robezas, bet dod informaciju par
vidéjo vertibu.

Lai novertetu varbutibu, ka svina limenis nejausi izveleta vieta parsniedz noteikto
robezu, aprekinasim 95% apaksejo ticamibas robezu parsniegsanas varbiutibai

P(X > R) = P(X > 50). Izmantojot (L.1.3), meklejam (p,0.95) apaksejo tolerances
robezu vienadu ar In(50), un p atrisinajumu. Tas ir, 95% apakseja tolerances robeza

varbutibai P(X > 50) ir atrisinajums vienadojumam

_ 1 1
xr — ﬁ tn,1;0.95(2p\/ﬁ)8 =4.333 — \/—1_5 t14;0A95(Zp\/ﬁ) x 1.739 = 1H(50)

Lai atrisinatu $o vienadojumu, pirmkart, atziméjam, ka t14.0.95(2,v/15) = 0.9376. Talak
aprekinam z,v/15 = —0.7486 jeb p = 0.423. Tatad, P(X > 50) ir vismaz 0.423 ar
ticamibu 0.95.

Piemeérs 2. Uzpildes masinu monitorings.
Masinai ir uzlikts iepildit plastmasas pudelé litru piena. Mainas beigas tika atlasita
izlase no 20 pudelem, un tika smalki izmeérits katras pudeles piena daudzums. Sie

merijumi doti sekojosa tabula

4.2. tabula :Piena daudzums pudeles (litros)
0.968 0982 1.030 1.003 1.046 1.020 0.997 1.010 1.027 1.010
0.973 1.000 1.044 0.995 1.020 0.993 0.984 0.981 0.997 0.992

Lai novertetu uzpildes masinas precizitati, aprékinasim divpuséjo tolerances intervalu,
izmantojot dotas tabulas datus. Izlases videja vertiba z = 1.0036 un dispersija

s = 0.0221. Izmantojot Sos lielumus, aprekinasim (0.99,0.95) divpusejo tolerances
intervalu. Tadel ar programmas R palidzibu aprekinu tolerances faktora ko

aproksimaciju, kas apmierina nosacijumu (3.2.5]).
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legustam, ka ko = 3.615, pie nosacijumiem (n = 20,p = 0.99,1 — a = 0.95). Tolerances
intervals Z 4 kos = 1.0036 + 3.615(0.0221) = 1.0036 + 0.07989. Tatad, vismaz 99%
pudelu ir piepilditas ar piena apjomu, kas ir robezas no 0.9237 lidz 1.0835 litriem ar

ticamibu 0.95.
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Secinajumi

Saja darba izdevies pieradit, ka ticamibas intervals nesniedz lidzvertigus rezultatus
salidzinot ar tolerances intervalu. 1. piemera ticamibas intervals atainoja, ka videja
vertiba no datiem ar lielu ticamibu parsniegs noteikto robezu, tacu nesniedza
informaciju, kads datu apjoms parsniegs so robezu. Varam secinat, ka tolerances
intervals deva prasibam atbilstosu rezultatu. Aprékinatas aproksimacijas patiesam ir
nosacijumiem atbilstosas. Teoretiski tika apskatiti pamatjautajumi saistiba ar
parametriskajiem tolerances intervaliem, bet butu loti interesanti izpétit neparametriskos

tolerances intervalus, atrast uzskatamus piemeérus, ko varétu paturpinat diplomdarba.
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A Izveidoto programmu kods

#tolerances faktora aproksimacija

n<-3

m<-n-1

p<-0.95

alpha<-0.1

sqrt (m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))
[1] 6.91856

n<-10

> m<-n-1

> p<-0.95

> alpha<-0.1

> sqrt(m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))
[1] 3.018395

#1.piemers

n<-15
d<-c(200,120,15,7,8,6,48,61,380,80,29,1000,350,1400,110)
d

[1] 200 120 15 7 8 6 48 61 380 80 29 1000 350 1400

1<-1log(d)
1

[1] 5.298317 4.787492 2.708050 1.945910 2.079442 1.791759 3.871201 4.110874
[9] 5.940171 4.382027 3.367296 6.907755 5.857933 7.244228 4.700480

m<-mean (1)
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m
[1] 4.332862

s<-sd (1)

S

[1] 1.739441

p<-0.95

alpha<-0.1

b<-1/sqrt(n)

gt (1-alpha,n-1,qgnorm(p)*sqrt(n))*b
[1] 2.328977

sqrt (n)*(4.333-1og(50))/1.739

[1] 0.9375715

#rekina ticamibas intervalu

mean (d)+qt(1-alpha,n-1,s/sqrt(n))
[1] 256.1026

mean (d)-qt (1-alpha,n-1,s/sqrt(n))
[1] 252.4307

#2.piemers

n<-20
1<-¢(0.968,0.982,1.030,1.003,1.046,1.020,0.997,1.010,1.027,1.010,0.973,
1.000,1.044,0.995,1.020,0.993,0.984,0.981,0.997,0.992)
v<-mean (1)

v

[1] 1.0036

s<-sd (1)

S

[1] 0.02210120

m<-n-1

p<-0.99

alpha<-0.05

sqrt (mxqchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))
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[1] 3.614572

sqrt (m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s

[1] 0.07988639

11<-v-sqrt (m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s
11

[1] 0.9237136

12<-v+sqrt (m*qchisq(p, 1, 1/n)/qchisq(alpha, m))*s
12

[1] 1.083486
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