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Anotâcija

Darba mçríis ir izpçtît izdzîvoðanas statistikas teorçtisko pamatu, kâ arî apskatît pielie-

tojumu medicînas datiem. Tiek apskatîts Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzîvoða-

nas funkcijas novçrtçjumi un vairâki veidi ticamîbas intervâlu kostruçðanai. Izdzîvoðanas

analîzes teorija balstîta uz neparametriskajâm un semiparameriskajâm statistikas meto-

dçm. Pçtîta Koksa proporcionâlâ riska funkcija. Teorijâ aplûkotâs metodes pielietotas

uz Tuberkulozes un plauðu slimîbu valsts aìentûras apkopotajiem datiem par 2007.gada

pacientiem.

Atslçgas vârdi: izdzîvoðanas funkcija, Kaplana-Meijera metode, Nelsona-Alena metode,

riska funkcija, Koksa proporcionâlâ riska funkcija, cenzçti no labâs puses



Abstract

The aim of this work is to analyse basic statistical methods in survival analysis. Kaplan-

Aalen and Kaplan Meier estimators for survival function have been considered. For these

estimators there are sevral ways how to construct confidence intervals. The theory of

survival analysis is based on nonparametric and semiparametric models. Finally, Cox

proportional hazard model has been analysed. At the end the data of State agency for

tuberculosis and lung diseases of Latvia are applied.

Keywords: survival function, Kaplan-Meier model, Nelson-Aalen model, hazard function,

Cox proportional harard function
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Apzîmçjumi

H(t) kumulatîvâ riska funkcija,

S(t) izdzîvoðanas funkcija,

P (x) varbûtîba,

D(x) dispersija,
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Ievads

Populâcijas demogrâfisko situâciju studç sen. Jau 18.gs. bija zinâmas pirmâs mir-

stîbas tabulas, kas ir pirmsâkums izdzîvoðanas analîzei. Ðâda veida tabulas izmanto vçl

tagad. Izdzîvoðanas analîze ir svarîga medicînas statistikas pielietojumos. Tomçr jebkurð

process, kuram iespçjams definçt izdzîvoðanu kâdâ periodâ, var tikt raksturots ar ðeit ap-

skatîtajâm metodçm. Tâ, piemçram, datortehnikas kalpoðanas ilgums var tikt aprçíinâts

izmantojot izdzîvoðanas analîzi. Parasti interesç izdzîvoðanas iespçjas daþâdu faktoru ie-

tekmç - dzimuma, vecuma, terapijas veida un daudzu citu.

Pçtîjuma mçríis - izanalizçt izdzîvoðanas statistikas novçrtçjumu metodes un pielietot

to uz reâliem datiem. Dati ir novçrojumi, kas veikti konkrçtâ laikâ. Dati var bût cenzçti.

Metodes balstîtas uz Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena novçrtçjumiem, apskatot nepa-

rametrisku gadîjumu. Kaplana-Meijera ir vienkârðâkâ datu aprakstîðanas metode. Tâ

nosaka pacienta varbûtîbu izdzîvot. Nelsona-Alena novçrtçjums ir riska funkcija (hazard

function). Ðis novçrtçjums ir izdzîvoðanas funkcijas pamatâ un svarîgs lielums nepara-

metriskâs statistikas aprçíinos. Pielietojums matemâtiskajam modelim ir pacientu datu

apstrâde. Nepiecieðama grupa ar cilvçkiem, kuriem konstatçta slimîba ar iespçjamu nâves

gadîjuma rezultâtu. Par ðâdu slimîbu tika izvçlçta tuberkuloze, datus par slimniekiem

iegûstot no Tuberkulozes un plauðu slimîbu valsts aìentûras. Lai ðos datus pçtîtu, jâzina

personu slimîbas konstatçðanas laiks, vecums tajâ brîdî, novçrojuma laikam jâbût vismaz

1 mçnesim. Cilvçku grupâ jâatrodas personâm, kas jau ir miruðas no minçtâs slimîbas. Tâ

kâ statistika paredzçta cenzçtiem datiem, tad iespçjami gadîjumi, kad ir pazaudçts kon-

takts ar pacientu. Pçtîjumâ tiek iekïauti 2007. gadâ reìistrçtie pirmreizçji tuberkulozes

pacienti.

Darbs sastâv no 4.nodaïâm. Pirmajâ daïâ tiek apskatîts datu aprakstoðâs metodes,

otrajâ - neparametriski novçrtçjumi Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena novçrtçjumiem.

Treðajâ daïâ datu salîdzinâðanas metodes un pçdçjâ daïâ - metoþu pielietojums uz Latvijas

tuberkulozes pacientu datiem. Paralçli teorijai tiek konstruçti piemçri.
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1. Izdzîvoðanas datu attçloðanas
metodes

Dati ir novçrojumi, kas veikti konkrçtâ laikâ. Novçrojums var beigties ar to, ka mçs

skaidri zinâm, kas ar objektu notiek, t.i. objekts nomirst. Tâpat var bût, ka objekts

vairs netiek novçrots un nav zinâms, vai pçc laika t tas joprojâm ir dzîvs. Ðâdus datus,

kur par visiem novçrojumiem nav pilnîgas informâcijas sauc par cenzçtiem. Var izdalît

datus cenzçtus no labâs un no kreisâs puses. Pirmajâ gadîjumâ nav zinâma informâcija

par objekta stâvokli pçc laika t, bet otrajâ - informâcija novçrojumu (piem., slimîbas)

sâkumu. Turpmâk apskatîsim datus cenzçtus no labâs puses.

Prakstiski lîdzâs teorijai, apskatîsim R iebûvçto izdzîvoðans datu veteran un pbc statis-

tikas aprçíinu pielietojumâ. Fails veteran satur informâciju par plauðu vçþa slimniekiem,

kuriem izmantotas divas daþâdas terapijas. Datu apjoms ir 137 ieraksti. Otrs fails satur

ziòas par retas aknu slimîbas pacientiem, ar 418 ierakstiem. Abos failos dati cenzçti no

labâs puses.

Pirmajam ieskatam izdzîvoðanas analîzç sâkumâ pamatâ tiek izmantots Hosmera (Hos-

mer) un Lemeshova (Lemeshow) darbs, kas balstâs uz metoþu pielietojumu,[1].

Tiek pieòemts, ka dati ir nepârtraukti un cenzçti no labâs puses. Visa analîze ir balstîta

uz kumulatîvas sadalîjuma funkcijas novçrtçðanu. Bûtîbâ ðî sadalîjuma funkcija ir varbû-

tîba, ka nejauði izvçlçta pçtâmâ objekta izdzîvoðanas laiks ir mazâks par kâdu noteiktu

t. Tas tiek definçts kâ F (t) = P (T < t). Savukârt izdzîvoðanas funkcija ir varbûtîba

izdzîvot kâdâ laika momentâ jeb varbûtîba, ka kâds novçrtçts laiks bûs lielâks par noteikto

laiku t, t.i. S(t) = P (T ≥ t).
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1.1. att. Kaplana-Meijera izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjums datiem veteran

1.1. Kaplana-Meijera novçrtçjums

Tiek novçrots objektu kopums laika intervâlâ I. Katra pçtâmâ objekta novçrojuma

laiks tiek apzîmçts ar ti. Pirmais interesçjoðais laika intervâls ir no t = 0 lîdz t = min(ti) :

I0 = (t : 0 ≤ t < min(ti). Nâkamais intervâls ir no minimâlâ novçrojuma lîdz nâkamajam

mazâkajam novçrojuma laikam un tâ tâlâk.

Laikâ no t = 0 lîdz minimâlajam novçrojuma laikam novçrtçtâ izdzîvoðanas varbûtî-

ba visiem pçtâmajiem objektiem ir vienâda ar 1, Ŝ(t) = 1. Turpmâk ar n apzîmçjam

novçrojumu skaitu (izlases lielumu), bet ar d nâves gadîjumu skaitu. Visas turpmâkâs

varbûtîbas katrâ intervâlâ tiek izteiktas ar formulu

Ŝ(t) =
∏
ti≤t

ni − di

ni

(1.1.1)

ar pieòçmumu, ka Ŝ(t) = 1, ja t < ti. 1.1. attçls parâda ðîs funkcijas atkarîbu no laika

datiem veteran.

Sâkumâ augstâ lîkne liek secinât, ka daudzi no pacientiem nomira drîz pçc novçroða-

nas sâkuma. Salîdzinoði garâ labâ aste veidojas, jo ir daþi cilvçki, kuriem bijis garð dzîves

laiks. Lîknes veids atkarîgs no novçrtçtajiem izdzîvoðanas laikiem un novçrtçjumiem, kas

ir cenzçti.
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Izdzîvoðanas funkcija pareizi attçlotu izdzîvoðanas iespçjas, ja dati nebûtu cenzçti. Tâ

kâ nav zinâms, vai cilvçki, par kuriem novçrojumi pârtrûka, izdzîvo lîdz mums intere-

sçjoðam laikam t, tad izdzîvoðanas funkcija jâkoriìç, òemot vçrâ, ka kâda daïa no tiem

nomirst. Mainîgo, kas parâda, vai dati ir cenzçti, apzîmç ar c. Tas pieòem divas vçrtîbas

- 1, ja iestâjusies nâve, 0 - informâcija par notikumu nav zinâma. Pieòemot, ka cenzçtie

novçrojumi ir sadalîti vienmçrîgi, izdzîvoðanas funkciju var modificçt uz ðâdu izteiksmi:

Ŝ(t) =
∏
ti≤t

ni − (ci/2)− di

ni − (ci/2)
(1.1.2)

Alternatîva Kaplana-Meijera novçrtçjumiem ir mirstîbas tabulas, kas attçlo izdzîvoða-

nu konkrçtos laika intervâlos. Kaplana-Meijera metode attçlo izdzîvoðanas funkciju tieði

no nepârtrauktas izdzîvoðanas vai mirðanas notikumiem, t.i. tâ nav atkarîga no konkrç-

tiem laika intervâliem.

Lai konstruçtu ticamîbas intervâlus, iegûsim dispersijas novçrtçjumu. Ir vairâki veidi,

kâ iespçjams iegût Kaplana-Meijera novçrtçjuma dispersiju. Aplûkosim tâ saucamo delta

metodi, kuras pamatâ ir Teilora rindas izvirzîjums. Novçrtçjums ir attiecîbu reizinâjums,

taèu vieglâk strâdât ar summu, pirms tam veicot logaritmisku transformâciju. Pierâdîju-

mu, ðim novçrtçjumam ir 2. pielikumâ. Rezultâtâ Kaplana-Meijera novçrtçjums izskatâs

kâ attiecîbu summa

ln(Ŝ(t)) =
∑
ti≤t

ni − di

ni

=
∑
ti≤t

p̂i, (1.1.3)

kur p̂i = (ni−di)/ni. Ja uzskatâm, ka novçrojumi laikâ ti ir neatkarîgi Bernulli sadalîti

ar konstantu varbûtîbu, tad p̂i ir varbûtîbas novçrtçjums un tâ dispersijas novçrtçjums

ir (p̂i(1 − p̂i))/ni. Izmantojot delta metodi, dispersijas novçrtçjums mainîgajam X ir

aptuveni

D[ln(X)] ∼= 1

µ2
X

σ2
X ,

kur µX ir parametra X vidçjais, bet σ2
X dispersija. Abu parametra vietâ ievieto

to novçrtçjumus. Attiecîgi dispersijas novçrtçjums logaritmam no novçrtçtâs varbûtîbas

ln(p̂i) ir

D̂[ln(p̂i)] ∼= 1

p̂2
i

p̂i(1− p̂i)

ni

∼= di

ni(ni − di)
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Ja pieòemam, ka novçrojumi ir neatkarîgi, tad izdzîvoðanas funkcijas dispersijas no-

vçrtçjuma logaritmiska transformâcija ir uzrakstâma

D̂[ln(Ŝ(t))] =
∑
ti≤t

D̂[ln(p̂i] =
∑
ti≤t

di

ni(ni − di)
(1.1.4)

Dispersijas novçrtçjums var izteikt arî caur eksponenciâlu transformâciju

D(eX) ∼= (eµX )2σ2
X . (1.1.5)

Òemot vçrâ, ka Ŝ(t) = eln(Ŝ(t)), X vietâ ievieto ln(Ŝ(t)), σ2
X ir dispersija formulâ (1.1.4)

un µX (1.1.5) formula aproksimçts ar ln(Ŝ(t)), tad dispersijas novçrtçjumu var uzrakstît

D̂(Ŝ(t)) = (Ŝ(t))2
∑
ti≤t

di

ni(ni − di)
. (1.1.6)

Tagad varam konstruçt punktveida ticamîbas intervâlu novçrtçjumu. Tiek pieòemts,

ka Kaplana-Meijera novçrtçjums ir asimptotiski normâli sadalîts, kas no vienas puses ïautu

viegli aprçíinât ticamîbas intervâlu, izdzîvoðanas funkcijai atòemot vai pieskaitot stan-

dartkïûdas reizinâjumu ar standarta normâla sadalîjuma kvantili, no otras puses aprçíini

tiek ierobeþoti, ja izlase nav pietiekami liela. Lai atrisinâtu ðo problçmu, tiek ieteikts

ticamîbas intervâla konstruçðanai par pamatu òemt

ln[− ln(Ŝ(t))],

ko sauc par log-log izdzîvoðanas funkciju. Tâs dispersijas novçrtçjums ir

D̂(ln[− ln(Ŝ(t))]) =
1

[ln(Ŝ(t))]2

∑
ti≤t

di

ni(ni − di)
. (1.1.7)

Ðo izteiksmi sauc par Grînvuda (Greenwood) formulu.

100(1− α) procentîga ticamîbas intervâla galapunkti log-log izdzîvoðanas funkcijai ir

(ln[− ln(Ŝ(t))])± zα/2D̂(ln[− ln(Ŝ(t))]), (1.1.8)

kur zα/2 standartnormâla sadalîjuma augðçjâ α/2 kvantile un ŜE(.) ir novçrtçtâ stan-

dartkïûda, kas ðajâ gadîjumâ ir kvadrâtsakne no (1.1.7). Ja augðçjo un apakðçjo ticamîbas

intervâla robeþu attiecîgi apzîmç ar ĉl un ĉu, tad izteiksmi (1.1.8) var pârrakstît formâ

exp[− exp(ĉu)] un exp[− exp(ĉl)] (1.1.9)
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1.2. att.: Kaplana-Meijera izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjums un tâ punktveida ticamîbas

joslas, datiem veteran

1.2. attçlâ redzam ticamîbas intervâlu izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjumam datiem

veteran.

Halls (Hall) un Velners (Wellner) prezentç vienlaicîgos ticamîbas intervâlus. Tie paras-

ti nav tik izplatîti, kâ punktveida ticamîbas intervâli, jo nepiecieðamsa zinât izdzîvoðanas

funkcijas sadalîjuma kritiskâs vçrtîbas. 1.pielikumâ ir Halla un Velnera iegûtâ kritisko

vçrtîbu tabula. Lai intervâlus varçtu salîdzinât ar punktveida robeþâm, arî tiem aprçíi-

nus veiksim transformçtai izdzîvoðanas funkcijai. Intervâlus iesaka ierobeþot ar laikiem,

kas ir mazâki vai vienâdi ar lielâko novçrtçto izdzîvoðanas laiku, t.i., lielâko necenzçto

laiku, kas tiek apzîmçts ar tm. Pie 100(1 − α) procentîgas ticamîbas robeþas intervâlam

[0, tm] log-log izdzîvoðanas funkcijas transformâcija ir

(ln[− ln(Ŝ(t))])±Hα̂,α
1 + nσ̂2(t)√
n| ln(Ŝ(t))| ,

kur

σ̂2(t) =
∑
ti≤t

di

ni(ni − di)
,

Kaplana-Meijera novçrtçjuma formulâ (1.1.4) dispersijas novçrtçjums un Hα̂,α ir kritiskâ

vçrtîba no tabulas 1.pielikumâ, kur

α̂ = nσ̂2(tm)/[1 + nσ̂2(tm)].
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Un atkal - ja zemâko robeþu apzîmç ar b̂l un augstâko ar b̂u, tad ticamîbas robeþas

izdzîvoðanas funkcijai ir

exp[− exp(b̂u)] un exp[− exp(b̂l)] (1.1.10)

1.2. Nelsona-Alena novçrtçjums

Kaplana-Meijera novçrtçjums ir praksç visbieþâk izmantotais novçrtçjums, kurð at-

rodams vairumâ programmatûru. Tagad apskatîsim vçl vienu izdzîvoðanas funkcijas no-

vçrtçjumu. Pieòemam, ka laika mainîgais ir nepârtraukts, tad izdzîvoðanas funkciju var

uzrakstît kâ

S(t) = e−H(t), (1.2.1)

kur H(t) = − ln(S(t)). Formula (1.2.1) parâda, ka izdzîvoðanas funkcijas pamatâ var

bût S(t) - Kaplana-Meijera novçrtçjums vai novçrtçjums H(t). Funkciju H(t) sauc par

Nelsona-Alena (Nelson-Aalen) novçrtçjumu. To izsaka funkcija:

Ĥ(t) =

ti≤t∑
e

di

ni

. (1.2.2)

Kâ redzam - H(t) ir apgriezts jçdziens izdzîvoðanas funkcijai, t.i. raksturo varbûtîbu

nomirt, nevis izdzîvot. 1.3. grafikâ attçlots Ĥ(t) novçrtçjums veteran datiem.

Novçrtçjums izdzîvoðanas funkcijai ðajâ gadîjumâ ir

Ŝ(t) = e−Ĥ(t). (1.2.3)

1.4. attçlâ var salîdzinât Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzîvoðanas funkcijas no-

vçrtçjumus piemçra datiem. Nelsona-Alena metode izdzîvoðanas funkcijas konstruçðanai

vienmçr dod lielâku novçrtçjumu nekâ Kaplana-Meijera.

1.2.1. Riska funkcija

Augstâk apskatîtâ funkcija H(t) ir svarîgs izdzîvoðanas analîzes objekts. Ðo funkciju

sauc par kumulatîvo riska funkciju (hazard function).

Ðis termins lietots, lai apzîmçtu risku, ar kâdu intervâlâ pçc laika t nevçlamais no-

tikums notiek, balstoties uz informâciju par pçtâmâ objekta izdzîvoðanu lîdz laikam t.
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1.3. att. Nelsona-Alena riska funkcijas novçrtçjums Ĥ(t) datiem veteran
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Riska funkcijai ir liela nozîme izdzîvoðanas regresiju analîzç.

Apskatîsim detalizçtâk riska funkcijas matemâtisko konstrukciju. Iepriekð tika definçta

izdzîvoðanas funkcija ka S(t) = P (T ≥ t) . Parasti mûs interesç gadîjumi, kad ir nepâr-

traukts sadalîjums ar blîvuma funkciju:

f(t) = −S′(t) = lim
δ→0+

P (t ≤ T < t + δ)

δ
, (1.2.4)

lîdz ar to izdzîvoðanas funkciju var uzrakstît

S(t) =

∫ ∞

t

f(u)du.

Diskrçtam gadîjuma lielumam sadalîjumi parasti tiek izteikti, izmantojot varbûtîbu

blîvuma komponenti fjσ(t − aj) elementam fj laikâ aj, kur σ(.) ir Diraka (Dirac) delta

funkcija. Diraka delta funkcija raksturo bezgalîgi augstu pîíu robeþu apgabalu. Funkcijai

visu argumentu apgabalâ vçrtîba ir 0, izòemot gadîjumu, kad arguments vienâds ar 0, tad

funkcijas vçrtîba ir bezgalîgi liela:

σ(x) =





+∞, x = 0

0, x 6= 0

Ðîs funkcijas integrâlis vienâds ar 1:
∫∞
−∞ σ(x)dx = 1.

Funkcijas FT (.) un fT (.) ir divi matemâtiski ekvivalenti veidi kâ uzdot nepârtraukta,

nenegatîva gadîjuma lieluma sadalîjumu. Definçsim vçl vienu sadalîjuma raksturotâju -

riska funkciju:

h(t) = limδ→0+
O(t ≤ T < t + δ|t ≤ T )

δ
. (1.2.5)

Pçc nosacîtâs varbûtîbas definîcijas iegûstam

h(t) = f(t)/S(t).

Diskrçtam gadîjuma lielumam, kad fj ir varbûtîbas laikâ aj, h(t) sevî ietver kompo-

nenti hjσ(t− aj) ,kur

hj = f + j/S(aj).

Lîdz ar to diskrçtam sadalîjumam ar elementiem fj katrâ laika punktâ aj, kur a1 <

a2 < ...,

h(t) =
∑

hjσ(t− aj),
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kur

hj = fj/S(aj) = fj/(fj + fj+1 + ...). (1.2.6)

Nepârtraukti sadalîtam gadîjuma lielumam h(t) = −S ′(t)/S(t) = −d ln S(t)/dt un tâ

kâ S(0) = 1, tad

S(t) = exp(−
∫ t

0

h(u)du) = exp[−H(t)],

kur H(.) sauc par integrçto risku. Ja h(.) ir konstante ar vçrtîbu ρ, sadalîjums ir

eksponenciâls,

S(t) = e−ρt, f(t) = ρe−ρt.

Diskrçtam sadalîjumam no (1.2.6) seko, ka

S(t) =
∏
aj<t

(1− hj).

Lai definçtu integrçtu risku diskrçtam gadîjumam, çrtuma labad veic logaritmisku

transformâciju:

H(t) =
∑
aj<t

ln(1− hj).

Lîdz ar to izdzîvoðanas funkcija ir izskatâ: S(t) = e−H(t).
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2. Neparametriskie novçrtçjumi

2.1. Stohastisks process izdzîvoðanas analîzç

Îsi aprakstîsm galvenos jçdzienus, uz kâ balstâs izdzîvoðanas procesu matemâtiskâ

puse. Labu ðîs teorijas izsklâstu sniedz Andersens [2]. Balstoties uz ðî autora darbu,

aprakstîsim ðeit bûtiskâko.

Aplûkojam stohastisku procesu N(t), t ≥ 0, kuram izpildâs îpaðîbas:

1. N(t) ≥ 0 ;

2. N(t) ir skaitlis;

3. Ja s ≤ t, atd N(s) ≤ N(t).

Ja s ≤ t, tad N(t) − N(s) ir notikumu skaits laika intervâla (s, t]. Tipisks piemçrs ir

Puasona process.

Fiksçjam nepârtrauktu laika intervâlu T , kurð var bût formâ [0, τ) vai [0, τ ] kâdam laika

momentam τ, 0 < τ ≤ ∞. (Ω,F) - mçrojama telpa ar filtrâciju (Ft, t ∈ T ), kas apmierina

parastos nosacîjumus (t.i. filtrâcija ir augoða, pârtraukta no labâs puses un pilna) katrai

kopai P no varbûtîbu mçra. Dots stohastisks process N = ((N1, ..., Nk(t)); t ∈ T , kurð

definçts uz telpu (Ω,F) un adaptçts uz filtrâciju. Process apmierina multiplikatîvo jaudas

procesu

λ(t) = h(t)Y (t),

kur h(t) ir nenegatîva, deteministiska funkcija atkarîga no P ∈ P un Y (t) - paredzams

process kurð ir neatkarîgs no P . Bieþi h(t) ir funkcija, kas raksturo izmaiòu lielumu laikâ,

bet Y (t) raksturo gadîjumu skaitu, kas pakïauti riskam. Funkcija h(t) mûsu gadîjumâ ir

riska (hazard) funkcija un to var pierakstît, izmantojot diferenciâli

h(t)dt = P (t ≤ T < t + dt, C = 1|T ≥ t),
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kur C ir cenzçtu datu identifikators. Ja interesçjoðo izdzîvoðanas laiku (nomirst pçtâmâ

faktora, piemçram, slimîbas, ietekmç) apzîmç ar gadîjuma lielumu X, bet ar Z izdzîvoða-

nas laiku, kad novçrojums ir pârtraukts vai nâve iestâjusies ar pçtâmo faktoru nesaistîtos

apstâkïos, tad îstais novçrojuma laiks ir T = min(X, Z). C = 1, ja T = X un C = 0, ja

T = Z.

2.2. Produkta integrâlis

Aplûkosim produkta integrâïa jçdzienu tâ, kâ to apraksta [3] vai [2], kas tiek bâzçts

uz Dþila un Johansena (Gill and Johansen,1990) pçtîjumiem. Nodaïâ par riska funkciju

jau tika prezentçta formula, ar ko parasti saista produkta integrâïu rçíinus ðajâ jomâ. Tâ

ir izdzîvoðanas funkcija uzdota ar riska funkciju S(t) =
∏

(tj < t)(1− hj). Vçl produkta

integrâlis tiek izmantots pie vislielâkâs ticamîbas funkcijas aprçíiniem.

Statistiskie modeïi bieþi tiek balstîti uz to, ka mums ir nepârtraukts laika mainîgais, ta-

èu bieþi prakstiski tas ir diskrçts lielums. Produkta integrâïa divi galvenie uzdevumi ir

izveidot diskrçta laika reizinâjumu viena soïa Markova pârvietoðanâs matricai un dot ne-

pârtraukta laika risinâjumu Kolmogorova diferenèu vienâdojumiem. Apskatîsim vispârîgu

gadîjumu.

Definîcija 1. [2] Dots X(t), t ∈ T ir p×p matrica ar kadlag(nepârtraukta no labâs puses

un ierobeþota no kreisâs) funkcijâm no lokâli ierobeþotâm dispersijâm. Definçjam

Y =
∏

(I + dX),

kas ir produktu integrâlis no X pa intervâliem, kuri uzdoti formâ [0, t], t ∈ T kâ sekojoða

p× p funkcija

Y (t) =
∏

s∈[0,t]

(I + X(ds)) = lim
max|ti−y[i−1]|−→0

∏
(I + X(ti)−X(ti−1)), (2.2.1)

kur 0 = t0 < t1 < ... < Tn = t ir laiki no intervâla [0, t] un matricas reizinâjums tiek

òemts no kreisâs puses uz labo. Kreisâs galçjâs reizinâjuma vçrtîbas X(0) jâaizvieto ar

X(0−) = 0, jo galapunkts 0 arî ir iekïauts intervâlâ [0, t].

Tas ir produkta integrâlis tiek definçts T apakðintervâlos. Pirmais reizinâjuma ele-

ments ir intervâla robeþa, kas vienmçr eksistç.

Kad X ir kâpòveida funkcija, tad produkta integrâlis ir galîgs reizinâjums pa X laika
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lecieniem identitâtes matricâ plus paðas funkcija X pârvietojums - lecieni

Y =
∏

(U + ∆X).

Skalârâ gadîjumâ, t.i., kad p = 1, reizinâjuma kârtîba nav svarîga un ar vieninieku var

atdalît lecienus starp X un to nepârtraukto daïu

∏
(1 + dX) = exp(Xc)

∏
(1 + ∆X),

kur Xc = X − ∑
∆X un ∆X = X − X−. Lîdz ar to, ja X nav tikai skalârs, bet arî

nepârtraukts, tad produkta integrâlis ir eksponence
∏

(1 + dX) = exp(X).

Svarîgâkâ produkta integrâïa îpaðîba ir spçja sareizinât produkta integrâïa elementus no

savâ starpâ atdalîtiem intervâliem, kas seko no definîcijas: katram 0 ≤ s ≤ t ≤ u tiek

atrasts
∏

(s,u)

(I + dX) =
∏

(s,t]

(I + dX)
∏

(t,u]

(I + dX).

Ne vien produkta integrâlis eksistç, bet tas ir arî vienîgais atrisinâjums noteiktâ integrâïa

vienâdojumam.

Teorçma 1. [2]
∏

(I+dX) eksistç un ir kadlag funkcija no lokâli ierobeþotâm dispersijâm.

Tas ir vienîgais atrisinâjums integrâlvienâdojumam

Y (t) = I +

∫

s∈[0,t]

Y (s−)X(ds).

Teorçma 2. [2] Dots - S izdzîvoðanas funkcija pozitîvam gadîjuma mainîgajam T , t.i.,

S(t) = P (T > t) visiem t ≥ 0 un S(0) = 0. Definç kumulatîvo integrâlo riska funkciju.

H(t) = −
∫

S(ds)

S(s−)
.

Tad

S(t) =
∏

[0,t]

(1− dA),

visiem t tâdiem, ka H(t) ≤ ∞.

Pierâdîjums. [2] Visiem t tâdiem, ka S(t−) > 0 un no tâ, ka H(t) < ∞ seko

S(t) = 1−
∫ t

0

S(s−)H(s).
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Izmantojot 1 definîciju, tagad X = −H un T = t : S(t−) > 0. Ja T = [0, τ ] kâdam

τ < ∞, tad S(τ−) > 0, bet S(τ) = 0. Analoìiski, ja H(t) = H(τ) < ∞ visiem t ≥ τ un

tas pats arî ar izdzîvoðanas funkciju S(t) visiem t ≥ τ . Ja tomçr T = [0, τ) kâdam τ ≤ ∞,

tad varam parâdît, ka H(t) = H(τ) = ∞ visiem t ≥ τ , un S(t) nevar bût paplaðinâta un

t ≥ τ .

2.3. Nelsona-Alena modelis kâ stohastisks process

Kâ jau iepriekð ieviesâm - mums ir stohastisks process N = (N1, ..., Nk) ar jaudas

procesu λ = (λ1, ..., λk), kas apmierina multiplikatîvo jaudas modeli λ(t) = h(t)Y (t). Lai

atrastu novçrtçjumu

H(t) =

∫ t

0

h(s)ds, (2.3.1)

tiek izmantots fakts, ka

M(t) = N(t)−
∫ t

0

h(s)Y (s)ds (2.3.2)

ir lokâli kvadrâtiski integrçjams martingâlis. Pârrakstot (2.3.2) diferenciâïos

dN(t) = h(t)dt + dM(t), (2.3.3)

kur dM(t) pieòemam kâ troksni. Izteiksmi (2.3.3) ievietojot vienâdojumâ (2.3.1),

iegûstam tâ Nelsona-Alena novçrtçjumu

Ĥ(t) =

∫ t

0

Y (s)−1dN(s). (2.3.4)

Ja T1 < T2 < ... ir lçcienveida laika parametrs, kur pçc katra leciena izpildâs notikums,

tad (2.3.4) var parrakstît kâ summu

Ĥ(t) =
∑

j:Tj≤t

Y (Tj)
−1. (2.3.5)

Ĥ(t) ir augoða, nepârtraukta no labâs puses kâpòveida funkcija ar pieaugumu 1/Y (T )

katrâ lçcienâ Tj.

Statistikâ Nelsona-Alena novçrtçjums izskatâs formâ
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H(t) =

∫ t

0

h(s)J(s)ds, (2.3.6)

kur J(t) = I(Y (t) > 0). Izteiksme ir lîdzîga (2.3.1) tikai tad, ja varbûtîba, ka Y (s) =

0, s ≤ t ir maza. (2.3.6) var pârrakstît kâ dalîjumu

H(t) =

∫ t

0

J(s)

Y (s)
dN(s). (2.3.7)

Piemçrojot to izdzîvoðanas datiem, kas ir cenzçti no labâs puses, modeli varam uzrak-

stît praktiskâkos apzîmçjumos. Pieòemsim, ka X1, ..., Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti

(iid) nenegatîvs gadîjuma lielums ar absolûti nepârtârtrauktu sadalîjuma funkciju F , riska

funkciju h = F′/(1− F ) un integrâlo riska funkciju H(t) =
∫ t

0
h(s)ds. Mûs interesç dati,

kas ir cenzçti no labâs puses (X̃i, D), ß = 1, ..., n, kur X̃i = Xi ∧ Ui un Di = I(X̃i = Xi)

kâdam cenzçtam laikam U1, ..., Un. Tad N(t) =
∑n

i=1 I(X̃i ≤ t,Di = 1) ir stohastisks

process ar jaudas procesu λ(t) = h(t)Y (t) ar Y (t) =
∑n

i=1 I(X̃i ≥ t), ja dati ir neatkarîgi

cenzçti no labâs puses. Lîdz ar to

J(t) = I(Y (t) > 0) = I(X̃(n) ≥ t),

kur X̃(n) = max(X̃1, ..., X̃n) un J(t)/Y (t) ≤ 1 katram t.

2.4. Nelsona-Alena kodola funkcijas novçrtçjums

Praktiski piemçri kodola funkcijas novçrtçðanâ tiek aprakstîti Cleves [4] darbâ par

programmatûras Stata pielietojumu izdzîvoðanas statistikâ. Ar riska funkcijas gludinâ-

ðanu ir strâdâjis Wang J.-L. Neparametriskâs apstrâdes metoþu praktiskiem piemçriem

palîdz viòa raksti [5] un [6]. Ilustratîvu ieskatu praktiskos aprçíinos var gût Singera (Sin-

ger) un Villeta (Willett) darbâ [7]. Gludinâðanas piemçrus apskata Bovmans(Bowman)

un Acalini (Azzalini) [8].

Kodola funkcijas novçrtçjums riskam h(t) ir balstîts uz H(t) pieaugumu nogludinâða-

nu. Definçsim ðo novçrtçjumu

h(t) = b−1

∫

F

K

(
t− s

b

)
dĤ(s), (2.4.1)

kur b ir joslas platums.
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Ðeit dotâ kodola funkcija ir ierobeþota intervâlâ [−1, 1] un tâs integrâlis ir vienâds ar

1. Ja procesam N uzdoti laika momenti/lecieni T1 < T2 < ..., tad (2.4.2) var pârrakstît

kâ summu

h(t) = b−1
∑

j

K

(
t− Tj

b
(Y (Tj)

)−1

, (2.4.2)

Funkcija tiek aprçíinâta pa indeksiem j, tâdiem, ka t − b ≤ Tj ≤ t + b. Atzîmçsim, ka

h(t) ir Nelsona-Alena svarots vidçjais novçrtçjums no pieaugumiem (Y (Tj))
−1 intervâlâ

[t− b, t + b].

Daþi kodola funkcijas piemçri:

1. Boxcar kodols K(x) = 1/2I|x|≥1;

2. Trîsstûra kodols K(x) = (1− |u|)I|x|≥1;

3. Gausa kodols K(x) = 1
2π

e−
x2

2

4. Epaòeènikova kodols K(x) = 0.75(1− x2).

2.5. Kaplana - Meijera kodola novçrtçjums

Vands (Wand) un Dþons (Jones) [9] prezentçja arî Kaplana-Meijera kodola novçr-

tçjumu. Kodola blîvuma novçrtçjums f tiek izteikts caur Kaplana-Meijera empîrisko

novçrtçjumu FKM . Dots X1, ..Xn - necenzçtie dzîves ilgumi, Z1, ..Zn - cenzçtie dzîves il-

gumi. Abi mainîgie ir savâ starpâ neatkarîgi. Definçsim Yi = min(Xi, Zi) un I = 1(Xi≤Zi),

i = 1, ..., n. Uzdevums ir novçrtçt fX(x) - X = (X1, ..., Xn) blîvuma funkciju. Kaplana-

Meijera novçrtçjumu var uzrakstît kâ sistçmu:

F̂KM
X =





0, 0 ≤ x ≤ Y(j)

1−∏j−1
i=1 ( n−i

n−i+1
)I(i) , Y(j−1) < x ≤ Y(j), j = 2, ..., n

1, x > Y(n)

,

kur (Y(i), I(i)), i = 1, ...n ir (Yi, Ii) sakârtots augoðâ secîbâ pçc Yi un ir FX neparamet-

risks vislielâkâs ticamîbas novçrtçjums, kad dati ir cenzçti no labâs puses. fX(x) kodola

novçrtçjums izskatâs formâ

f̂X(x; b) =

∫
Kb(x− y)dF̂KM

X (y) =
n∑

i=1

siKb(x− Y(i)), (2.5.1)

kur si ir F̂KM
X novçrtçjuma leciena lielums Y(i) intervâlâ un b joslas platums.
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2.6. Ticamîbas intervâlu novçrtçjumi

Kaplana-Meijera ticamîbas intervâlu novçrtçjums tika apskatîts darba sâkumâ. Tagad

novçrtçsim Nelsona-Alena ticamîbas intervâlus. Atzîmçsim, ka Ĥ(t) = Ĥ(n)(t) ir vektors.

Klasiska forma ir

Ĥ(t)± cα/2σ̂(t), (2.6.1)

kur cα/2 ir standartizçta normâla sadalîjuma kritiskâ vçrtîba. Kâ norâda literatûra

[2], pec Monte Karlo simulâcijâm ir secinâts, ka ðis intervâla novçrtçjums ir neprecîzs

maziem datu apjomiem. Labâku novçrtçjumu arî mazâkâm izlasçm var atrast ar delta

metodi, kas jau tika apskatîta pie Kaplana-Meijera ticamîbas novçrtçjuma un 2.pielikumâ

ir paðas metodes izklâsts. Tâtad, ja g ir kâda H(t) tuva funkcija un g′(x) ir nepârtraukta

un atðkirîga no nulles, kad x = H(t), tad

g(Ĥ(t))− g(H(t))

|g′(Ĥ(s))|σ̂(t)
−→D N(0, 1), kad n −→∞.

No tâ seko, ka asimptotiskais 100(1− α)% ticamîbas intervâls g(H(t)) funkcijai ir

g(Ĥ(t))± cα/2|g′(Ĥ(s))|σ̂(t), (2.6.2)

kur

σ̂2
ij(t) =

∑
ti≤t

dNij(tk)

Yi(tk)2
, k = 1, ..., n (2.6.3)

Daudz pçtîjumu g izvçlç nav bijis, bet tiek ieteikti divi varianti -

g(x) = log x (2.6.4)

g(x) = arcsin(exp(−x/2)). (2.6.5)

Ðâdi novçrtçjumi der pat izlasçm ar 25 elementiem un 50% cenzçtiem datiem.

Vienlaicîgie ticamîbas intervâli. Visparîgi ðeit jârunâ par funkciju gludinâðanu. Piemç-

ram, plaðu ieskatu var gût no Randala(Randall)un Eubanka (Eubank) [10] vai Fans (Fan)

un Gijbela (Gijbels) [11] un vçl daudzi citi. Andersen [2] prezentç Doksuma (Doksum)

un Jendela (Yandell) ideju. Izmanto lielo izlaðu îpaðîbas. Izlaidîsim paðu izvirzîjumu un

pieòemsim galarezultâtu:

Ĥ(n)(t)± a−1Kq,a(c1, c2)(1− a2σ̂2(s))/q

(
a2σ̂2(s)

1− a2σ̂2(s)

)
, (2.6.6)
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2.1. att.: Nelsona-Alena ticamîbas intervâlu novçrtçjums veteran datiem, pirmie 30 ele-

menti
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2.2. att.: Nelsona-Alena ticamîbas intervâlu novçrtçjums veteran datiem, pirmie 30 ele-

menti
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2.3. att. Nelsona-Alena ticamîbas intervâlu novçrtçjums pbc datiem

kur a ir konstanðu vektors, kuru vçrtîbas pieaug lîdz ar vektora garumu, t.i. izlases

lielumu. Kq,a(c1, c2) ir kritiskâ robeþa sadalîjumam.

2.2. attçla (2.6.2) Nelsona-Alena punktveida ticamîbas intervâli ar log (2.6.4) un arcsin

(2.6.5) transformâciju. Platâkâs joslas ir klasiskajam lineârajam novçrtçjumam (2.6.1).

Pârbaudâm, kâ tas izskatâs pie maziem apjomiem. Paòemam pirmos 30 elementus no

veteran datiem. 2.1. attçlâ redzami novçrtçjumi ðai jaunajai izlasei. Aprçíinu algoritms

pielikumâ.

Atkârto novçrtçjumu aprçíinu pbc datiem(2.3. attçls ). Novçrojuma laika intervâla

sâkumâ novçrtçjums ir visprecîzâkais, jo risks nomirt vairumam pacientu vçl ir mazs. Ja

paòem mazu izlasi (2.4. attçls )no ðiem datiem, tad riska novçrtçjums ir precîzâks nekâ

veteran datu gadîjumâ.

Grûtâk atrast vienlaicîgos ticamîbas intervâlus. Bieþâk ðim mçríim izmanto Hala un

Velnera vienlaicîgos intervâlus. To aparaksta, piemçram, [1] un [2]. Ðo novçrtçjumu iz-

mantojot Kaplana-Meijera ticamîbas intervâlu konstruçðanai, rodas problçmas ar augðçjo

robeþu - novçrtçjums nav pietiekami precîzs, to redzam 2.5. attçlâ.
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2.4. att. Nelsona-Alena ticamîbas intervâlu novçrtçjums pbc datiem ar 30 elementiem
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2.5. att.: Kaplana-Meijera novçrtçjums ar Hala un Velnera ticamîbas joslâm veteran

datiem
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3. Izdzîvoðanas funkciju
salîdzinâðana

Svarîgi ne vien novçrtçt izdzîvoðanas varbûtîbu, bet analizçt tâs ietekmes faktorus.

Medicînâ bieþi tâ tiek pçtîta ârstçðanas metoþu efektivitâte. Tâpat interesçjoðâs grupas

var bût dzimums, vecums un citi ar izdzîvoðanu saistîti parametri. Vizuâlu interpretâciju

daþâdu datu grupam attçlo ar Kaplana-Meiera novçrtçjumu palîdzîbu, kas ïauj gût pirmo

priekðstatu par datu atðkirîbu. Ðo procdûru iespçjams veikt vairumâ programmatûru, arî

R. 3.1. grafikâ tiek attçlota mûsu datu veteran izdzîvoðanas funkcijas atkarîbâ no laika

divâm grupâm, kas raksturo daþâdus ârstçðanas veidus vai pacienta personîgo ieradumus.

3.1. Log-ranga tests

Divu izdzîvoðanas lîkòu salîdzinâðanai visbieþâk izmanto statistisko hipotçþu testu,

ko sauc par log ranga testu(log-rank test). To izmanto, lai testçtu nulles hipotçzi, ka

nav atðíirîbas starp pçtâmâ objekta izdzîvoðanas lîknçm (t.i., notikuma varbûtîba katrâ

laika momentâ abâm grupâm ir vienâda). Pieòemam, ka cenzora mainîgais nav atkarîgs

no grupas. Testâ tiek izmantots sagaidâmo nâves gadîjumu skaits katrâ grupâ kâdâ laika

momentâ. Grupai 1 tas izsakâms ar formulu

ê1i =
n1idi

ni

, (3.1.1)

Visbieþâk izmanto pieòçmumu, ka nâves gadîjumi ir ar hiperìometrisku sadalîjumu,

lîdz ar to dispersija tâdam lielumam ir

ν̂1i =
n1in0idi(ni − di)

n2
1i(n1 − 1))

. (3.1.2)

Testu definç kâ attiecîbu:
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3.1. att.: Kaplana-Meijera izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjums divâm cilvçku grupâm. Re-

dzam, ka cilvçkiem, kas lietojuði zâles ir nedaudz lielâkas iespçjas uz garâku mûþu. Dati-

veteran

3.1. tabula Divu grupu notikumi

Notikums/Grupa 1 0 Kopâ

Nâve iestâjâs d1i d0i di

Nâve neiestâjâs n1i− d1i n0i− d0i ni − di

Riska grupa n1i n0i ni
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Q =
[
∑m

i=1 wi(d1i − ê1i)]
2

∑m
i=1 w2

i ν̂1i

, (3.1.3)

kur wi - izlases svari, m - grupu skaits. Visbieþâk izmanto gadîjumu, kad svari w = 1.

3.2. Koksa regresijas modelis

Plaðu ieskatu par risku regresijas analîzi, izmantojot proporcionâlo risku sniedz, pie-

mçram, Kuiglijs (O`Quigley) [12]. Praktisku piemçrus petîjuði Therneau un Grambsch

[13].

Apskatîjâm Kaplana-Meijera novçrtçjumu pa datu grupâm 3.1. attçlâ. Pieòçmâm, ka

katra grupa ir neatkarîga viena no otras un katrai varçjâm uzzîmçt savu izdzîvoðanas fun-

kciju. Taèu pastâv iespçja, ka faktori, kas veido grupas, ir savâ starpâ saistîti. Regresijas

uzdevums ir novçrtçt ðo saistîbu un izveidot modeli, kas vienas pçtâmâ objekta grupas

izdzîvoðanas iespçjas izsaka ar kâdas citas grupas datiem. Ðeit runâsim par semipara-

metriskiem regresijas modeïiem, kad parametri tieði nav uzdoti, bet ir atkarîgi no viena

mainîgâ - laika t.

Izdzîvoðanas laika sadalîjumu var raksturot ar blîvuma funkciju, ja dots parametrisks

sadalîjums vai ar riska funkciju, ja par sadalîjumu nekas nav zinâms. Izsakot regresijas

modeli ar riska funkciju, jânovçrtç izteiksme

h(t, x, β) = h0(t)r(x, β), (3.2.1)

kur h0(t) parâda, kâ izdzîvoðanas funkcija mainâs atkarîbâ no laika. Funkcija r(x, t)

raksturo izdzîvoðanas funkcijas izmaiòas atkarîbâ no faktora mainîgâ. Ja h(t, x, β) =

h0(t), t.i. r(x = 0, β) = 1, tad h0(t) sauc par ir bâzes riska funkciju.

Divu parametru riska funkciju attiecîba izsakâma

HR(t, x1, x0) =
h(t, x1, β)

h(t, x0, β)
.

No kâ izriet, ka

HR(t, x1, x0) =
h0(t)r(x1, β)

h0(t), r(x0, β)
=

r(x1, β)

r(x0, β)
.

Deivids Koks(David Cox) bija pirmais, kas ieteica izmantot sakarîbu r(x, β) = exp(xβ).

To zinot, riska funkcija pârrakstâma

h(t, x, β) = h0(t) exp(x, β) (3.2.2)
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un riska attiecîba

HR(t, x1, x0) = exp(β(x1 − x0)).

Ðo sakarîbu sauc par Koksa proporcionâlo risku modeli (Cox proportional hazards

model).

Tagad ar to izteiksim izdzîvoðanas funkciju:

S(t, x, β) = exp(−H(t, x, β)),

kur H(t, x, β) ir kumulatîva riska funkcija laikâ t pçtîjuma objektam ar kovarianti x.

Pieòçmâm, ka izdzîvoðanas laiks ir nepârtraukts, tâpçc kumulatîvo riska funkciju var

pierakstît kâ integrâli:

H(t, x, β) =

∫ t

0

h(u, x, β)du = r(x, β)

∫ t

0

h0(u)du = r(x, β)H0(t). (3.2.3)

Lîdz ar to izdzîvoðanas funkcija ir S(t, x, β) = exp(−r(x, β)H0(t). Tâ kâ H0(t) ir bâzes

kumulatîvâ riska funkciju, tad ievieðam bâzes izdzîvoðanas funkciju S0(t) = e−H0(t) un

izdzîvoðanas funkciju varam pârrakstît

S(t, x, β) = [S0(t)]e
xβ (3.2.4)

No ðejienes redzam, ka izdzîvoðanas funkcija parâda sakarîbu starp bâzes riska funkciju

un eksponenciâlu funkciju, kas apraksta kovarianðu ietekmi. Interpretçsim formulu ar

piemçru, par kovarianti izvçloties vecumu, ko apzîmçsim ar a. Tad x = a − ā. Bâzes

idzîvoðanas funkcija attiecas uz to pçtâmo objektu, kura vecums ā sakrît ar vidçjo vecumu

visâ izlasç. Pieòemot, ka risks izdzîvot, pieaugot vecumam samazinâs, t.i. β > 0 un katrs

a < ā, no tâ seko x > 0, exp(xβ) > 1 un S(t, x, β) < S0(t, x, β). Tâtad iespçja izdzîvot

ir mazâka vecumâ a nekâ ā. Tas ir katrâ laika momentâ tâ daïa novçrojamo objektu,

kas ir dzîvi vecumâ a ir mazâka nekâ vecumam ā. Un otrâdi - ja pieòem, ka a < ā, tad

x < 0, exp(xβ) < 1 un S(t, x, β) > S0(t, x, β).

Piemçrs 1. Atradîsim proporcionâlo risku mûsu datiem veteran. Tâlâk tiks apskatîts β

koeficienta atraðana, ðobrîd pieòemsim, ka to zinâm. R programma piedâvâ iebûvçtu fun-

kciju, lai atrastu ðos koeficientus. Noskaidrosim vecuma ietekmi uz izdzîvoðanu. x1 mums

ir vecums 70 gadi, x0 = 58 - vidçjais vecums starp visiem izlases cilvçkiem. Atrodam, ka

β = 0.0075, tad

HR = exp(0.0075(70− 58)) = 1.092,
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kas norâda, ka lîdz ar vecumu pieaug risks nomirt, bet atðíirîba starp 60 gadiem un vidçjo

vecumu risku nav liela.

3.2.1. Koeficientu noteikðana

Mûsu modelis izskatâs formâ

y = β0 + β1x + σε (3.2.5)

Lai atrastu β koeficientus, izmanto ticamîbas funkciju (likelihood function). Neapskatîsim

ðeit visu formulu veidoðanâs mehânismu, bet tikai galvenâs detaïas. Ticamîbas funkciju

var izteikt kâ necenzçto datu blîvuma funkcijas reizinâjumu ar cenzçto datu izdzîvoðanas

funkciju

[f(t, β, x)]c × [S(t, β, x)]1−c,

kur c ir mainîgais, kas raksturo datus - c = 0 - dati necenzçti, c = 1 - cenzçti. Ja

mums ir n neatkarîgi novçrojumi, tad ticamîbas funkcija ir (3.2.5) reizinâjums:

l(β) =
n∏

i=1

([f(ti, β, xi)]
c
i × [S(ti, β, xi)]

1−ci) (3.2.6)

No izteiksmes (1.2.5) izsakâm

f(t, x, β) = h(t, x, β)× S(t, x, β).

To ievietojot izteksmç (3.2.6) iegûstam, ka

l(β) =
n∏

i=1

([h(ti, xi, β)× S(ti, xi, β)]ci × [S(ti, xi, β)]1−ci),

ko vienkârðojot iegûst:

l(β) =
n∏

i=1

([h(ti, xi, β)]ci × [S(ti, xi, β)]).

Lai noteiktu maksimâlo ticamîbu attiecîbâ pret β, maksimizçsim ðîs funkcijas log-

ticamîbas funkciju. Vienlaicîgi riska un izdzîvoðanas funkciju vietâ ievietosim to funkcijas

izteiktas ar bâzes funkcijâm, no izteiksmçm (3.2.2) un (3.2.4)

L(β) =
n∑

i=1

(ci ln[h0(ti)] + cixiβ + exiβ ln[S0(ti)])

Tâ kâ funkcija no logaritmiskas transformâcijas ir monotona, tad gan log-ticamîbas

funkcijas, gan (1.1.4) sasniegs savu maksimumu pie viena un tâ paða koeficienta β. Log-

ticamîbas funkcijas priekðrocîba ir salîdzinoði vieglâka vienâdojuma atrisinâðana.
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4. Latvijas tuberkulozes pacientu
datu analîze

R programmâ iebûvçtos datus aizstâsim ar informâciju par Latvijas pacientiem un

veiksim tâs analîzi. Nepiecieðami dati, kuri apraksta slimniekus ar nâvçjoðu slimîbu -

attiecîgi starp datiem jâbût reìistrçtiem nâves gadîjumiem. Ðî iemesla dçï tika izvçlçta

Tuberkulozes un plauðu slimîbu valsts aìentûra. Iegûti dati ir par 2007. gadâ reìistrçta-

jiem pacientiem. Datus veido parametri - slimîbas reìistrçðanas laiks, personas dzimðanas

datums, dzimums, pacienta nodarboðanâs, ârstçðanas rezultâts, ârstçðanas efektivitâtes

datums (brîdis, kad veic novçrojumu par pacienta stâvokli - parasti ðâda informâcija datu

bâze tiek reìistrçta pçc gada kopð uzskaites datuma), riski - alkohols, narkotikas, cie-

tums. Pavisam ir 994 ieraksti ar derîgiem elementiem. Starp tiem ir 50 ieraksti jeb 5% ar

cenzçtiem datiem, 61 pacienti jeb 6% - miruði. Parçjie ir izârstçti vai joprojâm tiek ârstçti.

Sâksim ar Kaplana-Meijera novçrtçjumu. 4.1. attçlâ vienâ grafikâ ar Kaplana-Meijera

novçrtçjumu ir arî caur Nelsona-Alena izteiktâ izdzîvoðanas funkcija. Izlases apjoms ir

liels, un atðkirîba ir nepamanâma, tâpçc paòemsim pirmos 100 novçrtçjumus(4.2. attçls),

lai secinâtu, ka Nelsona-Alena novçrtçjums ir lielâks.

Novçrtçsim riska funkciju - 4.5. attçlâ. Ticamîbas intervâlu novçrtçjums ir ïoti tuvs fun-

kcijai, jo nâves gadîjumu izlasç ir relatîvi maz, tâpat arî cenzçtu ierakstu. 4.4. attçlâ

izdzîvoðanas funkcijas pa ietekmes faktoriem.

Kopumâ atðíirîbas starp grupâm ir mazas. Izteiktâk var novçrot narkotiku lietotâju

lielâku mirstîbas risku. Taèu jâòem vçrâ, ka to proporcija visâ izlasç ir maza un tas var

bût par ðo atðíirîbu iemeslu.

Analizçjot uz kodola novçrtçjuma grafiku 4.5. attçlâ jâatceras, ka pçtâm mirstîbu un

visbieþâk slimîba pie letâlâm sekâm noved pçc kâda ilgâka perioda, tâpçc mazi novçrtç-

29



0 100 200 300 400 500 600 700

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

S
(t

)

4.1. att.: Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjumi. Atðíirî-

bas ir maz redzamas.
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4.2. att.: Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjumi. Izlase

ar 100 elementiem - uzskatâmâk redzamas atðíirîbas, kuras ðajâ gadîjumâ ir ïoti mazas
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4.3. att. Nelsona-Alena novçrtçjums
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4.4. att. Kaplana-Meijera novçrtçjumi salîdzinot pa grupâm
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4.1. tabula Iespçjamo ietekmes faktoru proporcija izlasç

Faktors

Dzimums vîrietis 671 68 %

sieviete 323 32%

Alkohols lieto 308 30%

nelieto 693 70%

Narkotikas lieto 34 3 %

nelieto 961 97 %

Cietumâ ir 93 9%

nav 901 91 %
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4.5. att.: Nelsona-Alena kodola novçrtçjums ar krosvalidâcijâ iegûto joslas platumu - 4

un par joslas platumu izvçloties vienu mçnesi - tas ir 30 diena
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juma apgabali ðeit neder. Bieþi joslas platumam izvçlas mçnesi. Var novçrot, ka lielâks

risks nomirt ir pçc apmçram gada kopð konstatçta slimîba. Kodola konstruçðanas R kods

pielikumâ.
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Rezultâti un secinâjumi

Pçtot ar izdzîvoðanas analîzi saistîto literatûru, var secinât, ka bûtiska loma ir riska

funkcijâm un to novçrtçjumiem. Kâ divu riska funkciju attiecîba izsakâms Koksa pro-

porcionâlo risku modelis, ar ko savukârt var novçrtçt vairumu citu statistiku. Koksa

proporcionâlo modeli vistieðâk saistîts ar izdzîvoðanas statistikas regresiju analîzi.

Pçtot grâmatas un publikâcijas var secinât, ka daudzi autori atsaucas uz Andersena, Bor-

gana, Gill un Keidinga darbu [2], kurâ izdzîvoðans statistikas modeïi pçtîti no stohastisko

procesu puses. Neparametrisko modeïu pçtîðanâ nozîmîgs ieguldîjums ir Wanga [9], risku

regresiju analîzç - O` Kuiglijs [12]. Senâka klasika ir Oaks (Oakes) un Koks (Cox)[3].

Lîdzâs riska novçrtçjumiem un izdzîvoðanas funkcijai svarîgi izprast produktu integrâ-

ïu teoriju, jo uz tâs balstâs izdzîvoðanas funkcija uzdota ar riska funkciju un vislielakâs

ticamîbas funkcijas aprçíini, kas nepiecieðami regresiju modelçðanâ. Parasti ðajâ tçmâ

neiztiek bez atsaucçm uz Gilu(Gill) un Johansenu(Johansen).

Tuberkulozes datu apstrâde parâdîja, ka uzskatâmiem izdzîvoðanas statistikas pielie-

tojuma rezultâtiem vairâk der dati, kuros ir lielâks mirstîbas bieþuma râdîtâjs - no otras

puses - tâ ir statistika, kurâ labâk samierinâties ar mazâk vizuâli interesantiem rezlutâ-

tiem nekâ konstatçt, ka izdzîvoðanas varbûtîbai kâdai noteiktai petâmo objektu kopai ir

maza. Ðajâ gadîjumâ ar to jâsaskaras - datu ir daudz, bet ticamîbas intervâliem grafiskai

novçrçðanai labâk òemt daïu no tiem, lai redzçtu kâ novçrtçjumi un to ticamîbas intervâli

mainâs laika gaitâ. Pretçjâ gadîjumâ joslas ir pârâk ðauras un neuzskatâmas.

Nâkamais solis bûtu apskatît riska funkciju gludinâðanu, vienlaicîgo ticamîbas joslu

kostruçðanu, iespçjams, izmantojot Lehmana alternatîvo modeli. Neparametrisko metoþu

pielietojumam klât pielikt butsrapa metodi Nelsona-Alena novçrtçjumu iegûðanai.
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Pateicîbas

Vislielâkâ pateicîba vecâkiem par to vçrtîbu sistçmu, kas vienmçr ir palîdzçjusi saprast

arî sarezìîtu un grûtu situâciju jçgu.

Paldies darba vadîtâjam Jânim Valeinim, kas spçj atrast motivçjoðu pieeju darbam un

cilvçkam. Un dr.Vijai Riekstiòai par atsaucîbu, palîdzot ar piemçram nepiecieðamo datu

iegûðanu.
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5. Pielikums

5.1. Krtiskâs vçrtîbas Hala-Vernera ticamîbas inter-

vâlu aprçíinam

5.1. tabula Krtiskâs vçrtîbas Hala-Vernera ticamîbas intervâlu aprçíinam

α̂ = nσ̂2(tm)/[1 + nσ̂2(tm)]

1-α 0.1 0.25 0.40 0.50 0.60 0.75 0.90 1.0

0.90 0.599 0.894 1.062 1.133 1.181 1.217 1.224 1.224

0.95 0.682 1.014 1.198 1.273 1.321 1.354 1.358 1.358

0.99 0.851 1.256 1.470 1.552 1.600 1.626 1.628 1.628

σ̂2(tm) =
∑

ti
di

ni(ni−di)

5.2. Delta metode

Apraksts balstâs uz Hosmera [1] un Andersena [2] darbiem.

Problçmas pamatâ - kâ, izmantojot parametra novçrtçjumu, konstruçt dispersijas novçr-

tçjumu. Katram novçrtçjumam nepiecieðams ticamîbas intervâls vai hipotçzes testi.

Delta metode jau izsenis ir pazîstama kâ dispersijas novçrtçjuma atraðanas metode. Tâs

pamatideja ir Teilora rindas izvirzîjums, ar kuras palîdzîbu tiek aproksimçtas sareþìîtas

funkcijas.

Lai funkciju aproksimçtu ar Teilora rindu, ir nepiecieðama gluda funkcija. Lai redzçtu del-

ta metodes pielietojumu, izmantosim pirmos divus Teilora rindas locekïus mainîgâ vidçjâ
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aproksimâcijai.

f(X) = f(µ) + (X − µ)f ′(µ), (5.2.1)

kur f ′(µ) = δf(X)
δX

|X=µ ir funkcijas atvasinâjums attiecîbâ pret X novçrtçta pie vidçjâs

vçrtîbas no X. No (5.2.1) seko, ka funkcijas dispersija ir aptuveni

D[f(X)] ∼= D(X − µ)[f ′(µ)]2 ∼= σ2[f ′(µ)]2, (5.2.2)

kur σ2 ir dispersija no X. Delta metodes novçrtçjums definç funkcijas dispersiju gadî-

juma, kad izmanto vidçjâs vçrtîbas un dispersijas novçrtçjumus µ̂ un σ̂2

D̂[f(X)] ∼= σ̂2[f ′(µ̂)]2. (5.2.3)

Piemçram, funkcija, kas tiek izmatota darbâ - ln(X). (5.2.1) izvirzîjums ir

D̂[ln(X)] ∼= σ̂2 1

µ̂2
. (5.2.4)

Kâ otro piemçru, izvirzîsim Kaplana-Meijera izdzîvoðanas funckijas log novçrtçrtçjuma

dispersiju. Izdzîvoðanas funkcijas novçrtçjums ir

Ŝ(t) =
∏

t(i)≤t

ni − di

ni

un tâ log novçrtçjums

ln[Ŝ(t)] =
∑
t(i)≤t

ln(
ni − di

ni

) =
∑
t(i)≤t

ln(p̂i),

kur p̂i = (ni − di)/ni. Pirmais pieòçmums, dispersijas novçrtçjuma konstruçðanâ, ir tas,

ka novçrojumi ni ir savâ starpâ Bernulli neatkarîgi ar konstantu varbûtîbu pi. Konstantâs

varbûtîbas novçrtçjums ir p̂i ar dispersijas novçrtçjumu p̂i(1 − p̂i)/ni. Teilora rindas

izvirzîjums log funkcijai (5.2.4) dod

ln(p̂i) ∼= ln(pi) + (p̂i − pi)
1

p̂i

un no (5.2.3) delta metodes dispersijas novçrtçjums ir

D̂[ln(p̂i)] ∼= p̂i(1− p̂i)

p̂2
i ni

∼= di

ni(ni − di)
.

Otrais pieòçmums ir tas, ka novçrojumi daþâdâs riska grupâs ir neatkarîgi. Lîdz ar to

delta metodes Kaplana-Meijera log novçrtçjuma dispersijas novçrtçjums ir

D̂(ln[Ŝ(t)]) ∼=
∑
t(i)≤t

D̂[ln(p̂i)] ∼=
∑
t(i)≤t

di

ni(ni − di)
.
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Tâlâk, lai atrastu Kaplana-Meijera novçrtçjumu jâatceras,ka

f(X) = exp(X),

t.i. Ŝ(t) = exp(ln[Ŝ(t)]). Rindas izvirzîjums attiecîgi

exp(X) ∼= exp(µ) + (X − µ) exp(µ)

un no (5.2.2) dispersijas tuvinâjums ir

D̂[exp(X)] ∼= σ2[exp(µ)]2. (5.2.5)

Tuvinâjuma (5.2.5) pielietojums ir Grînvuda(Greenwood) novçrtçjums

D̂[Ŝ(t)] ∼= [Ŝ(t)]2
∑
t(i)≤t

di

ni(ni − di)
.

Kaplana-Meijera ticamîbas intervâlu novçrtçjums balstâs uz log-log izdzîvoðanas funkciju,

t.i., ln(− ln[Ŝ(t)]). Ðî novçrtçjuma dispersijas novçrtçjums ir

D̂(ln[− ln(Ŝ(t))] ∼= 1

[ln(Ŝ)(t))]2

∑
t(i)≤t

di

ni(ni − di)

.

5.3. Izveidoto programmu kods

library(splines)\\

library(survival)

library(crq)

library(Zelig)

library(timereg)

library(muhaz)

__________________________ Dati __________________________

attach(veteran)

data<-veteran

drug<-data[,1]

status<-data[,4]

age<-data[,7]
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time<-data[,3]

__________________________Reprezentâcija _________________

__________________________Kaplan Meier novçrtçjums _______

m.dat<-matrix(c(time,status,age,drug),length(data[,1]),4)

sort<-m.dat[order(m.dat[,1]), ]

ft<-ftable(time,status)

d<-ft[,2]

c<-ft[,1]

p<-c()

s<-c()

n<-c()

var_p<-c()

var_s<-c()

cu<-c()

cl<-c()

z<-1.96

n[1]<-length(data[,1])

var_p[1]<-d[1]/(n[1]*(n[1]-d[1]))

p[1]<-(n[1]-d[1])/n[1]

s[1]<-p[1]

var_s[1]<-var_p[1]/(log(s[1]))^2

cu[1]<-log(-log(s[1]))+z*sqrt(var_s[1])

cl[1]<-log(-log(s[1]))-z*sqrt(var_s[1])

for(j in 1:(length(d)-2)){

n[j+1]<-n[j]-d[j]-c[j]

s[j+1]<-p[j]*s[j]

p[j+1]<-(n[j+1]-d[j+1])/n[j+1]

var_p[j+1]<-d[j+1]/(n[j+1]*(n[j+1]-d[j+1]))+var_p[j]

var_s[j+1]<-var_p[j+1]/(log(s[j+1]))^2

cu[j+1]<-log(-log(s[j+1]))+z*sqrt(var_s[j+1])

cl[j+1]<-log(-log(s[j+1]))-z*sqrt(var_s[j+1])

j<-j+1
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}

#tâ kâ pçdçjais ir '1' un tas nomirst

s[j+1]<-0

plot(unique(sort[,1]),s[1:length(s)],type="s",xlab="t",ylab="S(t)")

lines(unique(sort[,1]),s[1:length(s)],type="s",xlab="t",ylab="S(t)",col="blue")

dev.print(device=postscript, "graf1.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)

__________________________ Ticamîbas intervâli KM novçrtçjumam

#Pointwise conf int

#lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(cl[1:length(cl)])),col='green')

#lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(cu[1:length(cu)])),col='green')

rind<-unique(sort[1:length(sort[,1])-1,1])

lines(rind,exp(-exp(cl[1:length(cl)])),col='green')

lines(rind,exp(-exp(cu[1:length(cu)])),col='green')

##to paðu iebûvçti

plot(survfit(Surv(time,status),data=data),ylab="S(t)",xlab="t")

dev.print(device=postscript, "graf2.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)

#Hall and Wellner bands

nn<-length(data[,1])

a<-nn*var_p[j]/(1+nn*var_p[j])

# no 1.pielikuma tabulas, pie a=0.98, H=1.358

H<-1.358

bu<-c()

bl<-c()

length(s)

for(j in 1:length(d)){

bu[j]<-log(-log(s[j]))+(H*(1+nn*var_p[j])/(sqrt(nn)*abs(log(s[j]))))

bl[j]<-log(-log(s[j]))-(H*(1+nn*var_p[j])/(sqrt(nn)*abs(log(s[j]))))

j<-j+1

}

lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(bl[1:length(bl)])),col='blue')

lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(bu[1:length(bu)])),col='blue')

________________________ Nelson Aalen novçrtçjums _____________________
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p<-c()

s<-c()

n<-c()

h<-c()

H<-c()

n[1]<-length(data[,1])

p[1]<-(n[1]-d[1])/n[1]

s[1]<-p[1]

H[1]<-d[1]/n[1]

h[1]<-d[1]/length(data[,1])

for(j in 1:(length(d)-1)){

n[j+1]<-n[j]-d[j]

s[j+1]<-p[j]*s[j]

p[j+1]<-(n[j+1]-d[j+1])/n[j+1]

h[j+1]<-d[j+1]/length(data[,1])

H[j+1]<-(d[j]/n[j])+H[j]

j<-j+1

}

par(mfrow=c(2,1))

plot(sort(age),exp(-H[1:length(H)]),type="s",xlab="vecums",ylab="NA riska novçrtçjums")

plot(sort(time),exp(-H[1:length(H)]),type="s",xlab="laiks",ylab="NA riska novçrtçjums")

legend(400,0.6,c("Kaplana-Meijera","Nelsona-Alena"),lty=c(1,1),col=c("black","red"))

dev.print(device=postscript, "graf.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)

________________________ Nelson Aalen novçrtçjuma kodolgludinâsana _____________________

y<-time

fit.surv <- survfit(Surv(y,status))

xx<-seq(min(y),max(y),len=length(y))

A <- function(time.point){

sum(fit.surv$n.event[fit.surv$time <= time.point]/

fit.surv$n.risk[fit.surv$time <= time.point])

}
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for(i in 1:(length(y))){

al[i]<-A(xx[i])

}

bb<-hcv(y)

b<-bb

m<-(max(y)-min(y))/b

n<-fit.surv$n.risk

r<-fit.surv$n.event

tt<-seq(min(y),max(y),len=length(r))

T<-fit.surv$time

kod<-function(t)

{

1/b*sum(dnorm((t-T)/b)*n^(-1))

}

novk<-c()

for(i in 1:(length(r))){

novk[i]<-kod(tt[i])

}

plot(tt,novk,type="l",xlab="t",ylab="H(t)")
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