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Anotacija

Darba merkis ir izpetit izdzivoSanas statistikas teoretisko pamatu, ka ari apskatit pielie-
tojumu medicinas datiem. Tiek apskatits Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzivosa-
nas funkcijas novértéjumi un vairaki veidi ticamibas intervalu kostruésanai. Izdzivosanas
analizes teorija balstita uz neparametriskajam un semiparameriskajam statistikas meto-
dem. Petita Koksa proporcionala riska funkcija. Teorija apliikotas metodes pielietotas
uz Tuberkulozes un plausu slimibu valsts agentiiras apkopotajiem datiem par 2007.gada

pacientiem.

Atslegas vardi: izdzivosanas funkcija, Kaplana-Meijera metode, Nelsona-Alena metode,

riska funkcija, Koksa proporcionala riska funkcija, cenzéti no labas puses



Abstract

The aim of this work is to analyse basic statistical methods in survival analysis. Kaplan-
Aalen and Kaplan Meier estimators for survival function have been considered. For these
estimators there are sevral ways how to construct confidence intervals. The theory of
survival analysis is based on nonparametric and semiparametric models. Finally, Cox
proportional hazard model has been analysed. At the end the data of State agency for

tuberculosis and lung diseases of Latvia are applied.

Keywords: survival function, Kaplan-Meier model, Nelson-Aalen model, hazard function,

Cox proportional harard function
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5.3. Izveidoto programmu kods



Apziméjumi

H(t) kumulativa riska funkcija,
S(t) izdzivosanas funkcija,
P(z) varbutiba,

D(x) dispersija,



Ievads

Populacijas demografisko situaciju stude sen. Jau 18.gs. bija zinamas pirmas mir-
stibas tabulas, kas ir pirmsakums izdzivosanas analizei. Sada veida tabulas izmanto vel
tagad. [zdzivosanas analize ir svariga medicinas statistikas pielietojumos. Tomer jebkurs
process, kuram iespéjams definét izdzivosanu kada perioda, var tikt raksturots ar seit ap-
skatitajam metodem. Ta, pieméram, datortehnikas kalposanas ilgums var tikt apréekinats
izmantojot izdzivoSanas analizi. Parasti interesé izdzivosanas iespéjas dazadu faktoru ie-

tekme - dzimuma, vecuma, terapijas veida un daudzu citu.

Petijuma merkis - izanalizet izdzivoSanas statistikas novertejumu metodes un pielietot
to uz realiem datiem. Dati ir noverojumi, kas veikti konkréeta laika. Dati var bit cenzeti.
Metodes balstitas uz Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena novértéjumiem, apskatot nepa-
rametrisku gadijumu. Kaplana-Meijera ir vienkarsaka datu aprakstisanas metode. Ta
nosaka pacienta varbutibu izdzivot. Nelsona-Alena novertejums ir riska funkcija (hazard
function). Sis novertejums ir izdzivosanas funkcijas pamata un svarigs lielums nepara-
metriskas statistikas aprekinos. Pielietojums matematiskajam modelim ir pacientu datu
apstrade. NepiecieSama grupa ar cilvekiem, kuriem konstateta slimiba ar iespejamu naves
gadijuma rezultatu. Par Sadu slimibu tika izveleta tuberkuloze, datus par slimniekiem
iegiistot no Tuberkulozes un plausu slimibu valsts agenttras. Lai Sos datus pétitu, jazina
personu slimibas konstatésanas laiks, vecums taja bridi, novérojuma laikam jabit vismaz
1 menesim. Cilveku grupa jaatrodas personam, kas jau ir mirusas no minéetas slimibas. Ta
ka statistika paredzéta cenzetiem datiem, tad iespéjami gadijumi, kad ir pazaudéts kon-
takts ar pacientu. Pétijjuma tiek ieklauti 2007. gada registrétie pirmreizéji tuberkulozes
pacienti.

Darbs sastav no 4.nodalam. Pirmaja dala tiek apskatits datu aprakstosas metodes,
otraja - neparametriski novértéjumi Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena novértéjumiem.
Tresaja dala datu salidzinasanas metodes un pédéja dala - metozu pielietojums uz Latvijas

tuberkulozes pacientu datiem. Paraleli teorijai tiek konstrueti piemeri.



1. Izdzivosanas datu attelosanas

metodes

Dati ir noverojumi, kas veikti konkréta laika. Noverojums var beigties ar to, ka mes
skaidri zinam, kas ar objektu notiek, t.i. objekts nomirst. Tapat var biit, ka objekts
vairs netiek noverots un nav zinams, vai pec laika t tas joprojam ir dzivs. Sadus datus,
kur par visiem novérojumiem nav pilnigas informacijas sauc par cenzétiem. Var izdalit
datus cenzétus no labas un no kreisas puses. Pirmaja gadijuma nav zinama informacija
par objekta stavokli pec laika ¢, bet otraja - informacija noverojumu (piem., slimibas)

sakumu. Turpmak apskatisim datus cenzetus no labas puses.

Prakstiski lidzas teorijai, apskatisim R iebtivéto izdzivosans datu veteran un pbc statis-
tikas aprekinu pielietojuma. Fails veteran satur informaciju par plausu veza slimniekiem,
kuriem izmantotas divas dazadas terapijas. Datu apjoms ir 137 ieraksti. Otrs fails satur
zinas par retas aknu slimibas pacientiem, ar 418 ierakstiem. Abos failos dati cenzéti no

labas puses.

Pirmajam ieskatam izdzivosanas analize sakuma pamata tiek izmantots Hosmera (Hos-
mer) un Lemeshova (Lemeshow) darbs, kas balstas uz metozu pielietojumu,[1].
Tiek pienemts, ka dati ir nepartraukti un cenzeti no labas puses. Visa analize ir balstita
uz kumulativas sadalijjuma funkcijas novértesanu. Butiba §1 sadalijjuma funkcija ir varba-
tiba, ka nejausi izveleta petama objekta izdzivosanas laiks ir mazaks par kadu noteiktu
t. Tas tiek definets ka F'(t) = P(T < t). Savukart izdzivosanas funkcija ir varbutiba

izdzivot kada laika momenta jeb varbitiba, ka kads novertets laiks bus lielaks par noteikto

laiku ¢, t.i. S(t) = P(T > t).
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1.1. att. Kaplana-Meijera izdzivosanas funkcijas novertejums datiem veteran

1.1. Kaplana-Meijera novertéjums

Tiek noverots objektu kopums laika intervala /. Katra petama objekta noverojuma
laiks tiek apzimets ar ¢;. Pirmais interesejosais laika intervals ir no ¢ = 0 lidz ¢t = min(t;) :
In = (t:0 <t < min(t;). Nakamais intervals ir no minimala noverojuma lidz nakamajam
mazakajam noverojuma laikam un ta talak.

Laika no ¢ = 0 lidz minimalajam novérojuma laikam noverteta izdzivoSanas varbuti-
ba visiem pétamajiem objektiem ir vienada ar 1, S’(t) = 1. Turpmak ar n apziméjam
noverojumu skaitu (izlases lielumu), bet ar d naves gadijumu skaitu. Visas turpmakas

varbuitibas katra intervala tiek izteiktas ar formulu

Sty == d (1.1.1)

n.
<t v

ar pienémumu, ka S’(t) =1,jat <t; 1.1. attels parada sis funkcijas atkaribu no laika
datiem wveteran.

Sakuma augsta likne liek secinat, ka daudzi no pacientiem nomira driz péc noverosa-
nas sakuma. Salidzinosi gara laba aste veidojas, jo ir dazi cilveki, kuriem bijis gars dzives
laiks. Liknes veids atkarigs no novéertétajiem izdzivosanas laikiem un noveértéjumiem, kas

ir cenzeti.



Izdzivosanas funkcija pareizi attélotu izdzivoSanas iespéjas, ja dati nebuitu cenzéti. Ta
ka nav zinams, vai cilveki, par kuriem novérojumi partrika, izdzivo lidz mums intere-
seéjosam laikam ¢, tad izdzivosanas funkcija jakorigeé, nemot véra, ka kada dala no tiem
nomirst. Mainigo, kas parada, vai dati ir cenzeti, apzime ar c. Tas pienem divas vertibas
- 1, ja iestajusies nave, 0 - informacija par notikumu nav zinama. Pienemot, ka cenzeétie

noverojumi ir sadaliti vienmeérigi, izdzivosanas funkciju var modificet uz sadu izteiksmi:

() = T2 (ci/2) — d. (1.1.2)

i i (af2)

Alternativa Kaplana-Meijera novértéjumiem ir mirstibas tabulas, kas attelo izdzivosa-

nu konkretos laika intervalos. Kaplana-Meijera metode attélo izdzivosanas funkciju tiesi
no nepartrauktas izdzivosanas vai mirsanas notikumiem, t.i. ta nav atkariga no konkre-

tiem laika intervaliem.

Lai konstruétu ticamibas intervalus, iegiisim dispersijas novertéjumu. Ir vairaki veidi,
ka iespejams iegut Kaplana-Meijera novertejuma dispersiju. Aplukosim ta saucamo delta
metodi, kuras pamata ir Teilora rindas izvirzijums. Novertéjums ir attiecibu reizinajums,
tacu vieglak stradat ar summu, pirms tam veicot logaritmisku transformaciju. Pieradiju-
mu, $im novértéjumam ir 2. pielikuma. Rezultata Kaplana-Meijera noveértéjums izskatas

ka attiectbu summa

n(S(0) = 3" =35, (113

n
t;<t t; <t

kur p; = (n;—d;)/n;. Ja uzskatam, ka noverojumi laika ¢; ir neatkarigi Bernulli sadaliti
ar konstantu varbutibu, tad p; ir varbutibas novertejums un ta dispersijas novertejums

ir (p;(1 — p;))/ni. Izmantojot delta metodi, dispersijas novertéjums mainigajam X ir

aptuveni
1
D[In(X)] = —-0%,
Hx

kur py ir parametra X videjais, bet o% dispersija. Abu parametra vieta ievieto

to novertéjumus. Attiecigi dispersijas novértéjums logaritmam no noveértétas varbatibas

pil—pi) o di

n; nz(nz - di)

A

Dlln(p)] =

1
p;



Ja pienemam, ka noverojumi ir neatkarigi, tad izdzivosanas funkcijas dispersijas no-

vértejuma logaritmiska transformacija ir uzrakstama

MMWwiﬁwwzzagjs (1.1.4)

L <t L <t

Dispersijas novertejums var izteikt ari caur eksponencialu transformaciju
D(eX) = (e!x)?0%. (1.1.5)

Nemot vera, ka S(t) = e(5®)| X vieta ievieto In(S(t)), 0% ir dispersija formula (1.1.4)

un px (1.1.5) formula aproksimeéts ar In(S(t)), tad dispersijas novertéjumu var uzrakstit

D(S(t)) (1.1.6)

Il
—~
U
=
o
S
£
|
S

Tagad varam konstruet punktveida ticamibas intervalu novertéjumu. Tiek pienemts,
ka Kaplana-Meijera novertéjums ir asimptotiski normali sadalits, kas no vienas puses lautu
viegli aprekinat ticamibas intervalu, izdzivo$sanas funkcijai atnemot vai pieskaitot stan-
dartkludas reizinajumu ar standarta normala sadalijuma kvantili, no otras puses aprekini
tiek ierobezoti, ja izlase nav pietiekami liela. Lai atrisinatu So problemu, tiek ieteikts

ticamibas intervala konstruesanai par pamatu nemt
In[—In(S(1))],

ko sauc par log-log izdzivosanas funkciju. Tas dispersijas novértejums ir

, . 1 d;
D(In[—1In(St))]) = NG ; D) (1.1.7)

So izteiksmi sauc par Grinvuda (Greenwood) formulu.

100(1 — «) procentiga ticamibas intervala galapunkti log-log izdzivosanas funkcijai ir
([~ n(S(1))]) # ZapD(In[— (1)), (1.1.8)

kur 2,/ standartnormala sadalijuma augseja a/2 kvantile un SE(.) ir noverteta stan-
dartkluda, kas saja gadijuma ir kvadratsakne no (1.1.7). Ja augséjo un apakséjo ticamibas

intervala robezu attiecigi apzime ar ¢; un ¢,, tad izteiksmi (1.1.8) var parrakstit forma

exp|— exp(¢,)| un exp[— exp(¢)] (1.1.9)



S(t)

1.2. att.: Kaplana-Meijera izdzivosanas funkcijas novertéjums un ta punktveida ticamibas

joslas, datiem veteran

1.2. attela redzam ticamibas intervalu izdzivosanas funkcijas novertéjumam datiem
veteran.

Halls (Hall) un Velners (Wellner) prezente vienlaicigos ticamibas intervalus. Tie paras-
ti nav tik izplatiti, ka punktveida ticamibas intervali, jo nepieciesamsa zinat izdzivosanas
funkcijas sadalijuma kritiskas vertibas. 1.pielikuma ir Halla un Velnera iegiita kritisko
vertibu tabula. Lai intervalus varetu salidzinat ar punktveida robezam, ari tiem apreki-
nus veiksim transformétai izdzivosanas funkcijai. Intervalus iesaka ierobezot ar laikiem,
kas ir mazaki vai vienadi ar lielako noveértéto izdzivosanas laiku, t.i., lielako necenzéto
laiku, kas tiek apziméts ar t,,. Pie 100(1 — «) procentigas ticamibas robezas intervalam
0, t,,] log-log izdzivosanas funkcijas transformacija ir

(nf—In(S(1)) + Ho 27O
“vnln(S)[

kur

~9 dz
oo(t) = Z—n(n —a)

i<t

Kaplana-Meijera noverteéjuma formula (1.1.4) dispersijas novertéjums un Hg , ir kritiska

vertiba no tabulas 1.pielikuma, kur
& =n6*(tm)/[1 +né?(tm)].

9



Un atkal - ja zemako robezu apzime ar El un augstako ar l;u, tad ticamibas robezas

izdzivosanas funkcijai ir

exp|— exp(by, )] un exp[— exp(b;)] (1.1.10)

1.2. Nelsona-Alena novéertéjums

Kaplana-Meijera novertejums ir prakse visbiezak izmantotais novertejums, kurs at-
rodams vairuma programmatiru. Tagad apskatisim vél vienu izdzivosanas funkcijas no-
vertejumu. Pienemam, ka laika mainigais ir nepartraukts, tad izdzivosanas funkciju var

uzrakstit ka

S(t) = e HO, (1.2.1)

kur H(t) = —In(S(t)). Formula (1.2.1) parada, ka izdzivosanas funkcijas pamata var
bat S(t) - Kaplana-Meijera novertéjums vai novertejums H(t). Funkciju H(f) sauc par

Nelsona-Alena (Nelson-Aalen) novertejumu. To izsaka funkcija:

H(t)=)_ Z— (1.2.2)

Ka redzam - H(t) ir apgriezts jedziens izdzivosanas funkcijai, t.i. raksturo varbuatibu

nomirt, nevis izdzivot. 1.3. grafika attelots H (t) novertejums veteran datiem.

Novertejums izdzivosanas funkcijai Saja gadijuma ir
S(t) = e O, (1.2.3)
1.4. attela var salidzinat Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzivosanas funkcijas no-

vertejumus piemeéra datiem. Nelsona-Alena metode izdzivoSanas funkcijas konstruesanai

vienmeér dod lielaku novertéjumu neka Kaplana-Meijera.

1.2.1. Riska funkcija

Augstak apskatita funkcija H(t) ir svarigs izdzivosanas analizes objekts. So funkciju
sauc par kumulativo riska funkciju (hazard function).
Sis termins lietots, lai apzimetu risku, ar kadu intervala pec laika ¢ nevelamais no-

tikums notiek, balstoties uz informaciju par pétama objekta izdzivosanu lidz laikam t¢.

10
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1.3. att. Nelsona-Alena riska funkcijas novertejums H(t) datiem veteran
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1.4. att.: Kaplana-Meijera izdzivosanas funkcijas novertéjums salidzinajuma ar Nelsona-

Alena novéertéjumu datiem veteran

11



Riska funkcijai ir liela nozime izdzivosanas regresiju analize.
Apskatisim detalizetak riska funkcijas matematisko konstrukciju. ITeprieks tika defineta
izdzivosanas funkcija ka S(t) = P(T > t) . Parasti mas interesé gadijumi, kad ir nepar-

traukts sadalijums ar blivuma funkciju:

Ft) = —S(t) = lim Pt <T <t+9)

Jim ; , (1.2.4)

lidz ar to izdzivoSsanas funkciju var uzrakstit

S(t) = /t " Fu)du.

Diskretam gadijuma lielumam sadalijjumi parasti tiek izteikti, izmantojot varbitibu
blivuma komponenti f;o(t — a;) elementam f; laika a;, kur o(.) ir Diraka (Dirac) delta
funkcija. Diraka delta funkcija raksturo bezgaligi augstu piku robezu apgabalu. Funkcijai
visu argumentu apgabala vertiba ir 0, iznemot gadijumu, kad arguments vienads ar 0, tad

funkcijas vertiba ir bezgaligi liela:

400,z =0
o(z) =

0,z #0

Sis funkcijas integralis vienads ar 1: [ o(z)dz = 1.

Funkcijas Fr(.) un fr(.) ir divi matematiski ekvivalenti veidi ka uzdot nepartraukta,
nenegativa gadijuma lieluma sadalijjumu. Definesim vel vienu sadalijuma raksturotaju -

riska funkciju:

Ot<T<t+dt<T)
5 :

h(t) = lims_os (1.2.5)

Péc nosacitas varbiitibas definicijas iegistam

h(t) = f(£)/5(t).
Diskretam gadijuma lielumam, kad f; ir varbutibas laika a;, h(t) sevi ietver kompo-
nenti hjo(t — a;) kur
hy = f+3j/S(a;).
Lidz ar to diskretam sadalijumam ar elementiem f; katra laika punkta a;, kur a; <

as < ...,
h(t) = hjo(t—ay),

12



kur
hi = f3/5(a;) = fi/(fi + fixa + ). (1.2.6)
Nepartraukti sadalitam gadijuma lielumam h(t) = —S'(t)/S(t) = —dIn S(t)/dt un ta
ka S(0) =1, tad )
S(0) = exp(— [ hudu) = explH (0]

kur H(.) sauc par integreto risku. Ja A(.) ir konstante ar vertibu p, sadalijums ir
eksponenciils,

S(t) = e, f(t) = pe ™.
Diskretam sadalijumam no (1.2.6) seko, ka
s = T —h).
a; <t
Lai definétu integrétu risku diskrétam gadijumam, értuma labad veic logaritmisku

transformaciju:

H(t)=> In(l—hy).

a;<t

Lidz ar to izdzivosanas funkcija ir izskata: S(t) = e H#(®),

13



2. Neparametriskie novertéjumi

2.1. Stohastisks process izdzivoSanas analizé

Isi aprakstism galvenos jedzienus, uz ka balstas izdzivoSanas procesu matematiska
puse. Labu 8§is teorijas izsklastu sniedz Andersens [2]. Balstoties uz §1 autora darbu,
aprakstisim Seit butiskako.

Aplukojam stohastisku procesu N (t),t > 0, kuram izpildas ipasibas:

1. N(t) >0;

2. N(t) ir skaitlis;

3. Ja s <t atd N(s) < N(t).

Ja s < t, tad N(t) — N(s) ir notikumu skaits laika intervala (s,¢]. Tipisks piemeérs ir
Puasona process.

Fiksejam nepartrauktu laika intervalu 7", kur§ var bat forma [0, 7) vai [0, 7] kadam laika
momentam 7, 0 < 7 < co. (2, F) - merojama telpa ar filtraciju (F;, ¢ € 7), kas apmierina
parastos nosacijumus (t.i. filtracija ir augosa, partraukta no labas puses un pilna) katrai
kopai P no varbuitibu meéra. Dots stohastisks process N = ((Ny, ..., Ni(t)); t € T, kurs
definéts uz telpu (2, F) un adaptets uz filtraciju. Process apmierina multiplikativo jaudas

procesu

kur A(t) ir nenegativa, deteministiska funkcija atkariga no P € P un Y (t) - paredzams
process kur$ ir neatkarigs no P. Biezi h(t) ir funkcija, kas raksturo izmainu lielumu laika,
bet Y (t) raksturo gadijumu skaitu, kas paklauti riskam. Funkcija h(¢) masu gadijuma ir

riska (hazard) funkcija un to var pierakstit, izmantojot diferenciali

h(t)ydt = P(t <T < t+dt, C=1|T > 1),

14



kur C ir cenzetu datu identifikators. Ja interesejoSo izdzivosanas laiku (nomirst petama
faktora, piemeram, slimibas, ietekmeé) apzime ar gadijuma lielumu X, bet ar Z izdzivosa-
nas laiku, kad novérojums ir partraukts vai nave iestajusies ar petamo faktoru nesaistitos
apstaklos, tad istais noverojuma laiks ir 7= min(X, 7). C =1,jaT =X un C =0, ja
T=27.

2.2. Produkta integralis

Apliikosim produkta integrala jedzienu ta, ka to apraksta [3] vai [2], kas tiek bazéts
uz Dzila un Johansena (Gill and Johansen,1990) petijjumiem. Nodala par riska funkciju
jau tika prezenteta formula, ar ko parasti saista produkta integralu rekinus saja joma. Ta
ir izdzivosanas funkcija uzdota ar riska funkciju S(¢) = [[(¢; < ¢)(1 — h;). Vel produkta
integralis tiek izmantots pie vislielakas ticamibas funkcijas aprekiniem.

Statistiskie modeli biezi tiek balstiti uz to, ka mums ir nepartraukts laika mainigais, ta-
cu biezi prakstiski tas ir diskréts lielums. Produkta integrala divi galvenie uzdevumi ir
izveidot diskréta laika reizinajumu viena sola Markova parvietosanas matricai un dot ne-
partraukta laika risinajumu Kolmogorova diferenc¢u vienadojumiem. Apskatisim visparigu

gadijumu.

Definicija 1. [2] Dots X (), t € 7 ir p X p matrica ar kadlag(nepartraukta no labas puses

un ierobezota no kreisas) funkcijam no lokali ierobezotam dispersijam. Defingjam
Y =[] +dX),

kas ir produktu integralis no X pa intervaliem, kuri uzdoti forma [0, ¢], ¢t € 7 ka sekojosa
p X p funkcija

Y(t)= [] U+ X(ds)) = lim [+ X(t) - X(tia)), (2.2.1)

max|t;—yr;_11|—0
s€[0,1] b=

kur 0 =ty < t; < ... < T, =t ir laiki no intervala [0, ] un matricas reizinajums tiek
nemts no kreisas puses uz labo. Kreisas galgjas reizinajuma vertibas X (0) jaaizvieto ar
X (0—) =0, jo galapunkts 0 ar1 ir ieklauts intervala [0, t].

Tas ir produkta integralis tiek definets 7 apaksintervalos. Pirmais reizinajuma ele-
ments ir intervala robeza, kas vienmer eksiste.

Kad X ir kapnveida funkcija, tad produkta integralis ir galigs reizinajums pa X laika
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lecieniem identitates matrica plus pasas funkcija X parvietojums - lecieni
y =[] +Ax).

Skalara gadijuma, t.i., kad p = 1, reizinajuma kartiba nav svariga un ar vieninieku var

atdalit lecienus starp X un to nepartraukto dalu

[J+dx) = exp(X*) [ (1 + AX),

kur X¢ = X — Y AX un AX = X — X—. Lidz ar to, ja X nav tikai skalars, bet arl
nepartraukts, tad produkta integralis ir eksponence [[(1 4+ dX) = exp(X).

Svarigaka produkta integrala Tpasiba ir spéja sareizinat produkta integrala elementus no
sava starpa atdalitiem intervaliem, kas seko no definicijas: katram 0 < s < ¢t < u tiek

atrasts

[[U+dx)=T] +ax) ] +dx).

(s,u) (57t] (t,u]

Ne vien produkta integralis eksiste, bet tas ir ari vienigais atrisinajums noteikta integrala

vienadojumam.

Teoréma 1. [2] [[(I+dX) eksisté un ir kadlag funkcija no lokali ierobeZotam dispersijam.

Tas ir vienigais atrisindajums integralvienadojumam

Y(t) =1+ / o Y (s—)X (ds).

Teoréma 2. [2] Dots - S izdzivosanas funkcija pozitivam gadijuma mainigajam T, t.i.,

S(t) = P(T > t) visiem t > 0 un S(0) = 0. Define kumulativo integralo riska funkciju.

10 =- [ 55

Tad

visiem t tadiem, ka H(t) < oo.

Pieradijums. [2] Visiem t tadiem, ka S(t—) > 0 un no ta, ka H(t) < oo seko

_1_/5
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Izmantojot 1 definiciju, tagad X = —H un 7 = ¢: S(t—) >0. Ja 7 = [0,7] kadam
T < oo, tad S(7—) > 0, bet S(7) = 0. Analogiski, ja H(t) = H(7) < oo visiem ¢t > T un
tas pats arl ar izdzivosanas funkciju S(¢) visiem ¢ > 7. Ja tomer 7 = [0, 7) kadam 7 < oo,
tad varam paradit, ka H(t) = H(7) = oo visiem ¢ > 7, un S(¢) nevar biit paplasinata un

t>T. ]

2.3. Nelsona-Alena modelis ka stohastisks process

Ka jau ieprieks ieviesam - mums ir stohastisks process N = (Ni, ..., Ny) ar jaudas
procesu A = (A, ..., \x), kas apmierina multiplikativo jaudas modeli \(t) = h(t)Y (¢). Lai

atrastu novertejumu

H(t) = /0 h(s)ds, (2.3.1)

tiek izmantots fakts, ka
t
M(t) = N(t) — / h(s)Y (s)ds (2.3.2)
0
ir lokali kvadratiski integrejams martingalis. Parrakstot (2.3.2) diferencialos

AN (t) = h(t)dt + dM(t), (2.3.3)

kur dM(t) pienemam ka troksni. Izteiksmi (2.3.3) ievietojot vienadojuma (2.3.1),

iegiistam ta Nelsona-Alena novertéjumu

t

H(t) = / Y (s)"'dN(s). (2.3.4)
0

Ja Ty < T; < ... ir lecienveida laika parametrs, kur péec katra leciena izpildas notikums,

tad (2.3.4) var parrakstit ka summu

H(t)= > _ Y(T)™ (2.3.5)

H (t) ir augosa, nepartraukta no labas puses kapnveida funkcija ar picaugumu 1/Y (T)

katra leciena T}.

Statistika Nelsona-Alena novértéjums izskatas forma
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H(t) = /0 h(s)J(s)ds, (2.3.6)

kur J(t) = I(Y(t) > 0). Izteiksme ir lidziga (2.3.1) tikai tad, ja varbutiba, ka Y (s) =

0, s <tir maza. (2.3.6) var parrakstit ka daljjumu

H(t) = /O EICIRY (2.3.7)

Piemeérojot to izdzivosanas datiem, kas ir cenzéti no labas puses, modeli varam uzrak-
stit praktiskakos apzimejumos. Pienemsim, ka X7, ..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti
(iid) nenegativs gadijuma lielums ar absoluti nepartartrauktu sadalijuma funkciju F, riska
funkciju h = F,/(1 — F') un integralo riska funkciju H(t) = fot h(s)ds. Mus interese dati,
kas ir cenzeti no labas puses (X;, D),8=1,....n, kur X; = X; AU; un D; = I(X; = X;)
kadam cenzetam laikam Uy, ..., U,. Tad N(t) = Y. I(X; < t,D; = 1) ir stohastisks
process ar jaudas procesu A(t) = h(t)Y(t) ar Y () = S, I(X; > t), ja dati ir neatkarigi

cenzéti no labas puses. Lidz ar to

Jt)y=1(Y(t) >0) = I(X(n) > 1),

kur X,y = max(Xy,..., X,,) un J(t)/Y(t) < 1 katram t.

2.4. Nelsona-Alena kodola funkcijas novertéjums

Praktiski piemeri kodola funkcijas novertesana tiek aprakstiti Cleves [4] darba par
programmatiiras Stata pielietojumu izdzivosanas statistika. Ar riska funkcijas gludina-
sanu ir stradajis Wang J.-L. Neparametriskas apstrades metozu praktiskiem piemériem
palidz vina raksti [5] un [6]. Tlustrativu ieskatu praktiskos aprekinos var gut Singera (Sin-
ger) un Villeta (Willett) darba [7]. Gludinasanas piemerus apskata Bovmans(Bowman)

un Acalini (Azzalini) [8].

Kodola funkcijas novertejums riskam h(t) ir balstits uz H(t) pieaugumu nogludinasa-

nu. Definésim So novértejumu

h(t) = b—l/FK (t - S) dF(s), (2.4.1)

kur b ir joslas platums.
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Seit dota kodola funkcija ir ierobezota intervala [—1, 1] un tas integralis ir vienads ar
1. Ja procesam N uzdoti laika momenti/lecieni 77 < Ty < ..., tad (2.4.2) var parrakstit

ka summu

-1
= ;K (t —ij Y(Tj)) , (2.4.2)
Funkcija tiek aprekinata pa indeksiem j, tadiem, ka ¢t — b < 7T; < ¢ + b. Atzimesim, ka
h(t) ir Nelsona-Alena svarots videjais novertejums no pieaugumiem (Y (7}))~! intervala
[t —b,t+b].

Dazi kodola funkcijas piemeri:

1. Boxcar kodols K (x) = 1/215>1;
2. Trisstara kodols K () = (1 — |u|)jz>1;

22

3. Gausa kodols K(z) = s:=e~ 2

27
4. Epanecnikova kodols K (x) = 0.75(1 — z?).

2.5. Kaplana - Meijera kodola novértejums

Vands (Wand) un Dzons (Jones) [9] prezenteja arl Kaplana-Meijera kodola nover-
tejumu. Kodola blivuma novertejums f tiek izteikts caur Kaplana-Meijera empirisko
novertejumu FXM. Dots X1, ..X,, - necenzétie dzives ilgumi, Z;,..Z, - cenzétie dzives il-
gumi. Abi mainigie ir sava starpa neatkarigi. Definesim Y; = min(X;, Z;) un I = 1(x,<z,),
i =1,...,n. Uzdevums ir novertet fx(z) - X = (X3, ..., X,,) blivuma funkciju. Kaplana-
Meijera npvértéjumu var uzrakstit ka sistemu:

0, 0=z <Yy

EXM = V1 =TS G0, Yoy <o <Y, j=2,..m

1, £E>Y(n)

\
kur (Y, Ig)), @ = 1,..n ir (Y;, I;) sakartots augosa seciba péc Y; un ir Fx neparamet-
risks vislielakas ticamibas novertéjums, kad dati ir cenzéti no labas puses. fx(z) kodola

novertejums izskatas forma

fx(x;b) = /Kbm— VAEFEM (y Zst r—Y (2.5.1)

kur s; ir F "KM novertejuma leciena lielums Y(;) intervala un b joslas platums.
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2.6. Ticamibas intervalu novertéjumi

Kaplana-Meijera ticamibas intervalu novertéjums tika apskatits darba sakuma. Tagad
novertesim Nelsona-Alena ticamibas intervalus. Atzimesim, ka H(t) = H™(t) ir vektors.
Klasiska forma ir

A

H(t) £ b (L), (2.6.1)

kur ¢,/ ir standartizeéta normala sadalijuma kritiska vertiba. Ka norada literatira

[2], pec Monte Karlo simulacijam ir secinats, ka $is intervala novertejums ir neprecizs

maziem datu apjomiem. Labaku novertéjumu ari mazakam izlasem var atrast ar delta

metodi, kas jau tika apskatita pie Kaplana-Meijera ticamibas novertéjuma un 2.pielikuma

ir pasas metodes izklasts. Tatad, ja g ir kada H(t) tuva funkcija un ¢'(z) ir nepartraukta
un atskiriga no nulles, kad x = H(t), tad

g(H(t) — g(H(t))

l9'(H(s))]6(t)

No ta seko, ka asimptotiskais 100(1 — )% ticamibas intervals g(H (t)) funkcijai ir

—P N(0,1), kad n — oo.

g(H (1)) * capalg' (H(s))|5(1), (2.6.2)
kur
o7i(t) = %’it)’;) k=1,..n (2.6.3)

Daudz pétijumu g izvele nav bijis, bet tiek ieteikti divi varianti -
g(x) =logx (2.6.4)

g(x) = arcsin(exp(—z/2)). (2.6.5)

Sadi noverteéjumi der pat izlasem ar 25 elementiem un 50% cenzétiem datiem.

Vienlaicigie ticamibas intervali. Visparigi Seit jaruna par funkciju gludinasanu. Pieme-
ram, plasu ieskatu var giut no Randala(Randall)un Eubanka (Eubank) [10] vai Fans (Fan)
un Gijbela (Gijbels) [11] un vel daudzi citi. Andersen [2] prezente Doksuma (Doksum)
un Jendela (Yandell) ideju. Izmanto lielo izlasu ipasibas. Izlaidisim pasu izvirzijumu un
pienemsim galarezultatu:

() 07 Kylen el - @00 (T ) 260
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H(H)

2.1. att.: Nelsona-Alena ticamibas intervalu novertejums veteran datiem, pirmie 30 ele-

menti

— H()
. --- lin

I

1

.

!

S I

— log
DL =~ arcsin
;

:

!

H(®

2.2. att.: Nelsona-Alena ticamibas intervalu novéertéjums veteran datiem, pirmie 30 ele-

menti
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2.3. att. Nelsona-Alena ticamibas intervalu novertéjums pbc datiem

kur a ir konstansu vektors, kuru vertibas pieaug lidz ar vektora garumu, t.i. izlases
lielumu. K, ,(c1,cq) ir kritiska robeza sadalijumam.

2.2. attela (2.6.2) Nelsona-Alena punktveida ticamibas intervali ar log (2.6.4) un arcsin
(2.6.5) transformaciju. Platakas joslas ir klasiskajam linearajam novertejumam (2.6.1).
Parbaudam, ka tas izskatas pie maziem apjomiem. Panemam pirmos 30 elementus no
veteran datiem. 2.1. attéla redzami novertéjumi $ai jaunajai izlasei. Aprekinu algoritms
pielikuma.

Atkarto novertejumu aprekinu pbc datiem(2.3. attels ). Noverojuma laika intervala
sakuma novertejums ir visprecizakais, jo risks nomirt vairumam pacientu vel ir mazs. Ja
panem mazu izlasi (2.4. attels )no siem datiem, tad riska novertéjums ir precizaks neka
veteran datu gadijuma.

Gruatak atrast vienlaicigos ticamibas intervalus. Biezak sim mérkim izmanto Hala un
Velnera vienlaicigos intervalus. To aparaksta, pieméram, [1] un [2]. So novertéjumu iz-
mantojot Kaplana-Meijera ticamibas intervalu konstruésanai, rodas problémas ar augséjo

robezu - novertejums nav pietiekami precizs, to redzam 2.5. attela.
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2.4. att. Nelsona-Alena ticamibas intervalu novertéjums pbc datiem ar 30 elementiem

S

2.5. att.: Kaplana-Meijera novertejums ar Hala un Velnera ticamibas joslam veteran

datiem
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3. Izdzivosanas funkciju

salidzinasana

Svarigi ne vien novertet izdzivosanas varbitibu, bet analizet tas ietekmes faktorus.
Medicina biezi ta tiek pétita arstésanas metozu efektivitate. Tapat intereséjosas grupas
var bit dzimums, vecums un citi ar izdzivoSanu saistiti parametri. Vizualu interpretaciju
dazadu datu grupam attelo ar Kaplana-Meiera novertejumu palidzibu, kas lauj gt pirmo
prieksstatu par datu atskiribu. So procdiru iespejams veikt vairuma programmatiiru, arl
R. 3.1. grafika tiek attelota musu datu veteran izdzivoSanas funkcijas atkariba no laika

divam grupam, kas raksturo dazadus arstesanas veidus vai pacienta personigo ieradumus.

3.1. Log-ranga tests

Divu izdzivoSanas liknu salidzinasanai visbiezak izmanto statistisko hipotezu testu,
ko sauc par log ranga testu(log-rank test). To izmanto, lai testetu nulles hipotezi, ka
nav atskiribas starp petama objekta izdzivosanas likném (t.i., notikuma varbutiba katra
laika momenta abam grupam ir vienada). Pienemam, ka cenzora mainigais nav atkarigs
no grupas. Testa tiek izmantots sagaidamo naves gadijumu skaits katra grupa kada laika
momenta. Grupai 1 tas izsakams ar formulu

ny;d;

éli == Z, (311)

n;

Visbiezak izmanto pienémumu, ka naves gadijumi ir ar hipergometrisku sadalijjumu,

lidz ar to dispersija tadam lielumam ir

nli”Oidi(ni - di)

ni;(n1 — 1))

~

Vi =

(3.1.2)

Testu define ka attiecibu:
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3.1. att.: Kaplana-Meijera izdzivosanas funkcijas novertejums divam cilveku grupam. Re-
dzam, ka cilvekiem, kas lietojusi zales ir nedaudz lielakas iespejas uz garaku muzu. Dati-

veteran

3.1. tabula Divu grupu notikumi

Notikums/Grupa 1 0 Kopa

Nave iestajas dyt do? d;

Nave neiestajas nli — dl’L noi — dol n; — dz

Riska grupa nit ol 7
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Do wi(dy — é15)]°
Q= i”il e S (3.1.3)

kur w; - izlases svari, m - grupu skaits. Visbiezak izmanto gadijumu, kad svari w = 1.

3.2. Koksa regresijas modelis

Plasu ieskatu par risku regresijas analizi, izmantojot proporcionalo risku sniedz, pie-
meram, Kuiglijs (O‘Quigley) [12]. Praktisku piemerus petijusi Therneau un Grambsch
[13].

Apskatijam Kaplana-Meijera novértéjumu pa datu grupam 3.1. attela. Pienémam, ka
katra grupa ir neatkariga viena no otras un katrai varejam uzzimet savu izdzivosanas fun-
kciju. Tacu pastav iespéja, ka faktori, kas veido grupas, ir sava starpa saistiti. Regresijas
uzdevums ir novertet So saistibu un izveidot modeli, kas vienas pétama objekta grupas
izdzivosanas iespéjas izsaka ar kadas citas grupas datiem. Seit runasim par semipara-
metriskiem regresijas modeliem, kad parametri tiesi nav uzdoti, bet ir atkarigi no viena
mainiga - laika .

[zdzivosanas laika sadalijumu var raksturot ar blivuma funkciju, ja dots parametrisks
sadalijums vai ar riska funkciju, ja par sadalijjumu nekas nav zinams. Izsakot regresijas

modeli ar riska funkciju, janoverte izteiksme

h(t,z, B) = ho(t)r(z, B), (3.2.1)

kur ho(t) parada, ka izdzivosanas funkcija mainas atkariba no laika. Funkcija r(x,t)
raksturo izdzivosanas funkcijas izmainas atkartba no faktora mainiga. Ja h(t,z, () =
ho(t), t.i. r(z =0,03) = 1, tad ho(t) sauc par ir bazes riska funkciju.

Divu parametru riska funkciju attieciba izsakama

h(taxlvﬂ)

HR(t,.Tl,l’(]) = m

No ka izriet, ka
_ ho()r(z1,8) _ (@, B)
ho(t),’f’(l’o,ﬁ) T(IL‘(),B).

Deivids Koks(David Cox) bija pirmais, kas ieteica izmantot sakaribu r(z, 3) = exp(zf3).

HR(t, x1, $0)

To zinot, riska funkcija parrakstama
h(t,z,3) = ho(t) exp(x, 5) (3.2.2)
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un riska attieciba
HR(t,x1,x0) = exp(B(z1 — x0)).

So sakaribu sauc par Koksa proporcionilo risku modeli (Cox proportional hazards
model).

Tagad ar to izteiksim izdzivosanas funkciju:

S(t,x, ) = exp(—=H(t, z, 3)),

kur H(t,z, ) ir kumulativa riska funkcija laika ¢ petijuma objektam ar kovarianti .
Pienemam, ka izdzivosanas laiks ir nepartraukts, tapéc kumulativo riska funkciju var
pierakstit ka integrali:
t t
Hitz,5) /0 h(u, 2, B)du = r(z, 3) /O ho(w)du = r(z, B) Ho(1). (3.2.3)
Lidz ar to izdzivoSanas funkcija ir S(t,z,3) = exp(—r(z, 3)Ho(t). Ta ka Hy(t) ir bazes
kumulativa riska funkciju, tad ieviesam bazes izdzivosanas funkciju Sy(t) = e~H#o®) un

izdzivosanas funkciju varam parrakstit

S(t,z,3) = [So(t)]e*” (3.2.4)

No sejienes redzam, ka izdzivosanas funkcija parada sakaribu starp bazes riska funkciju
un eksponencialu funkciju, kas apraksta kovariansu ietekmi. Interpretésim formulu ar
piemeru, par kovarianti izvéloties vecumu, ko apzimeésim ar a. Tad z = a — a. Bazes
idzivosanas funkcija attiecas uz to pétamo objektu, kura vecums a sakrit ar vidéjo vecumu
visa izlase. Pienemot, ka risks izdzivot, pieaugot vecumam samazinas, t.i. § > 0 un katrs
a < a, no ta seko x > 0, exp(xf) > 1 un S(t,x, ) < So(t,z, ). Tatad iespeja izdzivot
ir mazaka vecuma a neka a. Tas ir katra laika momenta ta dala novérojamo objektu,
kas ir dzivi vecuma a ir mazaka neka vecumam a. Un otradi - ja pienem, ka a < a, tad

x <0, exp(zf) <1un S(t,z,0) > So(t,z, ).

Piemeérs 1. Atradisim proporcionalo risku musu datiem veteran. Talak tiks apskatits 3
koeficienta atrasana, Sobrid pienemsim, ka to zinam. R programma piedava iebivetu fun-
kciju, lai atrastu sos koeficientus. Noskaidrosim vecuma ietekmi uz izdzivosanu. x; mums
ir vecums 70 gadi, xq = 58 - vidéjais vecums starp visiem izlases cilvekiem. Atrodam, ka
8 =0.0075, tad

HR = exp(0.0075(70 — 58)) = 1.092,

27



kas norada, ka lidz ar vecumu pieaug risks nomirt, bet atskiriba starp 60 gadiem un videjo

vecumu risku nav liela.

3.2.1. Koeficientu noteiksana

Misu modelis izskatas forma

y = Do+ bz + o€ (3.2.5)

Lai atrastu [ koeficientus, izmanto ticamibas funkciju (likelihood function). Neapskatisim
Seit visu formulu veidosanas mehanismu, bet tikai galvenas detalas. Ticamibas funkciju
var izteikt ka necenzéeto datu blivuma funkcijas reizinajumu ar cenzéto datu izdzivosanas

funkciju
[f(t, 8, 2)]" = [S(t, 8,2)]'
kur ¢ ir mainigais, kas raksturo datus - ¢ = 0 - dati necenzeti, ¢ = 1 - cenzeti. Ja

mums ir n neatkarigi noverojumi, tad ticamibas funkcija ir (3.2.5) reizinajums:

n

l(ﬁ) = H([f(tla ﬁ’ xl)]f X [S(thﬁv:pi)]l_Ci) (3'2'6)

=1

No izteiksmes (1.2.5) izsakam

flt,x,B) = h(t,z,B) x S(t,z, ).

To ievietojot izteksme (3.2.6) iegustam, ka

n

1(B) = [ [([h(ti, zi, B) x S(ti, 23, B)] x [S(t, i, B)] ),

i=1
ko vienkarsojot iegst:

n

1(B) = [T (h(ti i ) > [S (ki i, B))).

i=1
Lai noteiktu maksimalo ticamibu attieciba pret (3, maksimizesim §is funkcijas log-

ticamibas funkciju. Vienlaicigi riska un izdzivosanas funkciju vieta ievietosim to funkcijas

izteiktas ar bazes funkcijam, no izteiksmem (3.2.2) un (3.2.4)

n

L(B) =) (c;In[ho(t:)] + ciiB + € In[Sy(t;)])

i=1
Ta ka funkcija no logaritmiskas transformacijas ir monotona, tad gan log-ticamibas

funkcijas, gan (1.1.4) sasniegs savu maksimumu pie viena un ta pasa koeficienta 3. Log-

ticamibas funkcijas prieksrociba ir salidzinosi vieglaka vienadojuma atrisinasana.
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4. Latvijas tuberkulozes pacientu

datu analize

R programma iebuvetos datus aizstasim ar informaciju par Latvijas pacientiem un
veiksim tas analizi. Nepieciesami dati, kuri apraksta slimniekus ar navéjosu slimibu -
attiecigi starp datiem jabut registretiem naves gadijumiem. Si iemesla de] tika izveleta
Tuberkulozes un plausu slimibu valsts agentira. Tegtti dati ir par 2007. gada registréta-
jiem pacientiem. Datus veido parametri - slimibas registrésanas laiks, personas dzimsanas
datums, dzimums, pacienta nodarbosanas, arstésanas rezultats, arstesanas efektivitates
datums (bridis, kad veic noverojumu par pacienta stavokli - parasti $ada informacija datu
baze tiek registreta pec gada kops uzskaites datuma), riski - alkohols, narkotikas, cie-
tums. Pavisam ir 994 ieraksti ar derigiem elementiem. Starp tiem ir 50 ieraksti jeb 5% ar

cenzetiem datiem, 61 pacienti jeb 6% - mirusi. Paréjie ir izarsteti vai joprojam tiek arsteti.

Saksim ar Kaplana-Meijera novertejumu. 4.1. attela viena grafika ar Kaplana-Meijera
novertejumu ir arl caur Nelsona-Alena izteikta izdzivosanas funkcija. Izlases apjoms ir
liels, un atskiriba ir nepamanama, tapec panemsim pirmos 100 novertejumus(4.2. attels),
lai secinatu, ka Nelsona-Alena novértéjums ir lielaks.

Noveértesim riska funkciju - 4.5. attela. Ticamibas intervalu novertéjums ir loti tuvs fun-
kcijai, jo naves gadijumu izlase ir relativi maz, tapat arl cenzetu ierakstu. 4.4. attela
izdzivosanas funkcijas pa ietekmes faktoriem.

Kopuma atskiribas starp grupam ir mazas. Izteiktak var novérot narkotiku lietotaju
lielaku mirstibas risku. Tacu janem vera, ka to proporcija visa izlase ir maza un tas var
bit par So atskiribu iemeslu.

Analizejot uz kodola novértéjuma grafiku 4.5. attela jaatceras, ka pétam mirstibu un

visbiezak slimiba pie letalam sekam noved péc kdada ilgaka perioda, tapéc mazi noverte-
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4.1. att.: Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzivosanas funkcijas novertejumi. Atskiri-

bas ir maz redzamas.
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4.2. att.. Kaplana-Meijera un Nelsona-Alena izdzivosanas funkcijas novertéjumi. Izlase

ar 100 elementiem - uzskatamak redzamas atskiribas, kuras $aja gadijuma ir loti mazas
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4.4. att. Kaplana-Meijera novertéjumi salidzinot pa grupam
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4.1. tabula Iespéjamo ietekmes faktoru proporcija izlase

Faktors

Dzimums | virietis 671 68 %
sieviete 323 32%
Alkohols lieto 308 30%
nelieto 693  70%
Narkotikas | lieto 34 3%
nelieto 961 97 %
Cietuma ir 93 9%
nav 901 91 %

0.08 0.10
| 1

0.06
|

H(H)

0.04
|

0.02
|

0.00
|

4.5. att.: Nelsona-Alena kodola novértéjums ar krosvalidacija iegiito joslas platumu - 4

un par joslas platumu izveloties vienu menesi - tas ir 30 diena
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juma apgabali Seit neder. Biezi joslas platumam izvelas menesi. Var noverot, ka lielaks
risks nomirt ir pec apmeram gada kop$ konstateta slimiba. Kodola konstruésanas R kods

pielikuma.
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Rezultati un secinajumi

Petot ar izdzivosanas analizi saistito literattiru, var secinat, ka butiska loma ir riska
funkcijam un to novertejumiem. Ka divu riska funkciju attieciba izsakams Koksa pro-
porcionalo risku modelis, ar ko savukart var novertet vairumu citu statistiku. Koksa
proporcionalo modeli vistiesak saistits ar izdzivosanas statistikas regresiju analizi.

Pétot gramatas un publikacijas var secinat, ka daudzi autori atsaucas uz Andersena, Bor-
gana, Gill un Keidinga darbu [2], kura izdzivosans statistikas modeli petiti no stohastisko
procesu puses. Neparametrisko modelu petisana nozimigs ieguldijums ir Wanga [9], risku
regresiju analize - O° Kuiglijs [12]. Senaka klasika ir Oaks (Oakes) un Koks (Cox)[3].

Lidzas riska novertejumiem un izdzivosanas funkcijai svarigi izprast produktu integra-
lu teoriju, jo uz tas balstas izdzivosanas funkcija uzdota ar riska funkciju un vislielakas
ticamibas funkcijas aprekini, kas nepiecieSami regresiju modeleésana. Parasti Saja téema

neiztiek bez atsaucem uz Gilu(Gill) un Johansenu(Johansen).

Tuberkulozes datu apstrade paradija, ka uzskatamiem izdzivosanas statistikas pielie-
tojuma rezultatiem vairak der dati, kuros ir lielaks mirstibas biezuma raditajs - no otras
puses - ta ir statistika, kura labak samierinaties ar mazak vizuali interesantiem rezluta-
tiem neka konstatet, ka izdzivoSanas varbiuitibai kadai noteiktai petamo objektu kopai ir
maza. Saja gadijuma ar to jasaskaras - datu ir daudz, bet ticamibas intervaliem grafiskai
novérésanai labak nemt dalu no tiem, lai redzétu ka novertéjumi un to ticamibas intervali

mainas laika gaita. Preteja gadijuma joslas ir parak Sauras un neuzskatamas.
Nakamais solis biitu apskatit riska funkciju gludinasanu, vienlaicigo ticamibas joslu

kostruesanu, iespejams, izmantojot Lehmana alternativo modeli. Neparametrisko metozu

pielietojumam klat pielikt butsrapa metodi Nelsona-Alena novéertéjumu iegiisanai.
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Pateicibas

Vislielaka pateiciba vecakiem par to vertibu sistemu, kas vienmer ir palidzéjusi saprast
ari sarezgitu un grutu situaciju jegu.
Paldies darba vaditajam Janim Valeinim, kas spéj atrast motivéjosu pieeju darbam un
cilvekam. Un dr.Vijai Riekstinai par atsaucibu, palidzot ar pieméram nepieciesamo datu

iegfiSanu.
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5. Pielikums

5.1.

5.2.

Krtiskas vertibas Hala-Vernera ticamibas inter-

valu aprekinam

5.1. tabula Krtiskas vertibas Hala-Vernera ticamibas intervalu apréekinam

& = n6*(ty)/[1 + no?(tm)]

l-a | 0.1 025 040 0.50 0.60 0.75 0.90 1.0

0.90 | 0.599 0.894 1.062 1.133 1.181 1.217 1.224 1.224
0.950.682 1.014 1.198 1.273 1.321 1.354 1.358 1.358
0.99 | 0.851 1.256 1.470 1.552 1.600 1.626 1.628 1.628

6% (ty) = Zti s (ncfi_ »

Delta metode

Apraksts balstas uz Hosmera [1] un Andersena [2] darbiem.

Problémas pamata - ka, izmantojot parametra novértéjumu, konstruét dispersijas nover-

téjumu. Katram noveértéjumam nepieciesams ticamibas intervals vai hipotézes testi.

Delta metode jau izsenis ir pazistama ka dispersijas novertéjuma atrasanas metode. Tas

pamatideja ir Teilora rindas izvirzijums, ar kuras palidzibu tiek aproksimeétas sarezgitas

funkcijas.

Lai funkciju aproksimetu ar Teilora rindu, ir nepieciesama gluda funkcija. Lai redzéetu del-

ta metodes pielietojumu, izmantosim pirmos divus Teilora rindas loceklus mainiga videja
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aproksimacijai.
fX) = flp) + (X = ) [ (1), (5.2.1)
kur fr(p) = %H:u ir funkcijas atvasinajums attieciba pret X noverteta pie videjas

vertibas no X. No (5.2.1) seko, ka funkcijas dispersija ir aptuveni

DIf(X)] = DX = p)[f'(W)]* = o*[f ()], (5.2.2)

kur o2 ir dispersija no X. Delta metodes novertejums define funkcijas dispersiju gadi-

juma, kad izmanto videjas vertibas un dispersijas novertejumus 2 un 62

~ ~

D[f(X)] = &°[f'(w)]*. (5.2.3)
Piemeram, funkcija, kas tiek izmatota darba - In(X). (5.2.1) izvirzijums ir
(5.2.4)

Ka otro piemeéru, izvirzisim Kaplana-Meijera izdzivosanas funckijas log novértértéjuma

dispersiju. Izdzivosanas funkcijas novertéjums ir

un ta log novertéjums

& n; —d; .
S = 3 (") = 3 ),
T <t ! T <t

kur p; = (n; — d;)/n;. Pirmais pienémums, dispersijas novertéjuma konstruésana, ir tas,
ka noverojumi n; ir sava starpa Bernulli neatkarigi ar konstantu varbutibu p;. Konstantas
varbuitibas novertejums ir p; ar dispersijas novertéjumu p;(1 — p;)/n;. Teilora rindas
izvirzijums log funkcijai (5.2.4) dod

In(f) 2 n(p) + (s — pi) -
un no (5.2.3) delta metodes dispersijas novertéjums ir

A s e Pill = Di) d;
Dlinp,)) = P12

15127% B nz(nz - di).

Otrais pienémums ir tas, ka noverojumi dazadas riska grupas ir neatkarigi. Lidz ar to
delta metodes Kaplana-Meijera log novértéjuma dispersijas novertéjums ir
. . . d.
D(In[S(t)]) = DiIn(p;)] = — =
(n[S(0) = 3 Dln(po] = 3 s

T <t T <t ¢
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Talak, lai atrastu Kaplana-Meijera novertéjumu jaatceras,ka

F(X) = exp(X),
t.i. S(t) = exp(In[S(¢)]). Rindas izvirzijums attiecigi
exp(X) = exp(u) + (X — p) exp(p)
un no (5.2.2) dispersijas tuvinajums ir

Dlexp(X)] = o®[exp(p)]*. (5.2.5)

Tuvinajuma (5.2.5) pielietojums ir Grinvuda(Greenwood) novertéjums

Kaplana-Meijera ticamibas intervalu noverteéjums balstas uz log-log izdzivosanas funkciju,

t.i., In(—In[S(¢)]). ST noverteéjuma dispersijas novertejums ir

~ A ~ 1 dz
D(nl=In(8(0)] & e ()Z R

5.3. Izveidoto programmu kods

library(splines)\\
library(survival)
library(crq)
library(Zelig)
library(timereg)
library (muhaz)
attach(veteran)
data<-veteran
drug<-datal,1]
status<-datal,4]

age<-datal,7]
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time<-datal, 3]

Reprezentacija

Kaplan Meier noveértéjums
m.dat<-matrix(c(time,status,age,drug),length(datal,1]),4)
sort<-m.dat [order(m.dat[,1]1), ]

ft<-ftable(time, status)

d<-ft[,2]

c<-ft[,1]

p<-cO

s<-c()

n<-c()

var_p<-c()

var_s<-c()

cu<-c()

cl<-c()

z<-1.96

n[1]<-length(datal,1])
var_p[1]<-d[1]/(n[1]*(n[1]1-d[1]))
pl11<-(n[11-d[11)/n[1]

s[11<-p[1]

var_s[1]<-var_p[1]/(log(s[1])) "2
cul1]<-log(-log(s[1]))+z*sqrt(var_s[1])
cl[1]<-log(-log(s[1]1))-z*sqrt(var_s[1])

for(j in 1:(length(d)-2)){

nl[j+11<-n[jl-d[jl-c[j]

s[j+11<-pl[jl*s[j]

plj+11<-(n[j+1]1-d[j+1]1) /n[j+1]
var_p[j+11<-d[j+1]1/(n[j+11*(n[j+1]1-d[j+1]1))+var_p[j]
var_s[j+1]<-var_p[j+1]/(log(s[j+1]1)) "2
culj+1]1<-log(-log(s[j+1]))+z*sqrt(var_s[j+1])
cl[j+1]1<-log(-log(s[j+1]))-z*sqrt(var_s[j+1])

j<-j+1
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}

#ta ki peédéejais ir ’1’ un tas nomirst

s[j+11<-0

plot (unique(sort[,1]),s[1:1ength(s)],type="s",xlab="t",ylab="S(t)")

lines (unique(sort[,1]),s[1:1ength(s)],type="s",xlab="t",ylab="S(t)",col="blue")
dev.print(device=postscript, '"grafl.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)
__________________________ Ticamibas intervali KM novértéjumam
#Pointwise conf int
#lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(cl[1:1length(cl)])),col="green’)
#lines(unique(sort[,1]) ,exp(-exp(cull:length(cu)])),col="green’)
rind<-unique(sort[1:length(sort[,1])-1,1])
lines(rind,exp(-exp(cl[1:1length(cl)])),col="green’)
lines(rind,exp(-exp(cull:length(cu)])),col="green’)

##to pasSu iebiveti

plot (survfit (Surv(time,status),data=data),ylab="S(t)",xlab="t")
dev.print(device=postscript, '"graf2.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)
#Hall and Wellner bands

nn<-length(datal,1])

a<-nn*var_p[jl/(1+nn*var_p[j])

# no 1.pielikuma tabulas, pie a=0.98, H=1.358

H<-1.358

bu<-c ()

bl<-c()

length(s)

for(j in 1:length(d)){
buljl<-log(-log(s[j1))+(H*(1+nn*var_p[jl)/(sqrt (nn)*abs(log(s[j1))))
bl[jl<-log(-log(s[j]))-(H*(1+nn*var_p[jl)/(sqrt(nn)*abs(log(s[jl))))
j<-j+1

}

lines(unique(sort[,1]),exp(-exp(bl[1:1length(bl)])),col="blue’)

lines (unique(sort[,1]),exp(-exp(bull:length(bu)l)),col="blue’)

Nelson Aalen novértéjums

42



p<-cQ)

s<-c()

n<-c()

h<-c()

H<-c ()

n[1]<-length(datal,1])

pl11<-(n[1]-d[1])/n[1]

s[11<-p[1]

H[1]<-d[1]/n[1]

h[1]1<-d[1]/length(datal,1])

for(j in 1:(length(d)-1)){

n[j+11<-n[j1-d[;]

s[j+1]1<-pl[jl*s[j]

plj+11<-(n[j+1]1-d[j+1]1) /n[j+1]

h[j+11<-d[j+1]/length(datal,1])

H[j+11<-(d[j1/n[j1)+H[;]

j<-j+1

}

par (mfrow=c(2,1))

plot(sort(age) ,exp(-H[1:1length(H)]) ,type="s",xlab="vecums",ylab="NA riska novertéju
plot(sort(time),exp(-H[1:length(H)]) ,type="s",xlab="laiks",ylab="NA riska noveértéju
legend(400,0.6,c("Kaplana-Meijera","Nelsona-Alena"),lty=c(1,1),col=c("black","red")

dev.print(device=postscript, '"graf.eps", onefile=FALSE,horizontal=FALSE)

y<-time

fit.surv <- survfit(Surv(y,status))
xx<-seq(min(y) ,max(y) ,len=length(y))

A <- function(time.point){
sum(fit.survdn.event[fit.surv$time <= time.point]/
fit.surv$n.risk[fit.surv$time <= time.point])

}
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for(i in 1:(length(y))){
allil<-A(xx[il)

}

bb<-hcv (y)

b<-bb

m<-(max(y)-min(y)) /b
n<-fit.surv$n.risk
r<-fit.surv$n.event

tt<-seq(min(y) ,max(y),len=length(r))
T<-fit.surv$time

kod<-function(t)

{

1/b*sum(dnorm((t-T)/b)*n~(-1))

}

novk<-c()

for(i in 1:(length(r))){

novk [i]<-kod (tt[i])

+

plot (tt,novk,type="1",xlab="t",ylab="H(t)")
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