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Anotâcija

Darbs veltîts empîriskâs ticamîbas funkcijas metodei, kas ir viena no populârâkajâm

neparametriskâs statistikas metodçm. Galvenais uzsvars likts uz empîriskâs ticamîbas

funkcijas metodes vispârinâjumu, kas iegûts 2009.gadâ, lai atïautu traucçjoðo parametru

klâtbûtni novçrtçjoðajâs funkcijâs un noskaidrotu ðîs metodes robeþsadalîjumu, kad para-

metri tiek novçrtçti. Darbâ apskatîta metode gan vienas izlases, gan divu izlaðu gadîjumâ,

ko definçjis J.Valeinis [2] savâ doktora disertâcijâ, kâ arî tiek piedâvâti daþâdi metodes

pielietojumi. Empîriskâs ticamîbas funkcijas metode ar novçrtçtiem parametriem vienas

izlases gadîjumâ implementçta datorprogrammâ R un teorçtiskie rezultâti pielietoti reâ-

lu datu piemçriem. Apskatîti arî piemçri divu izlaðu gadîjumâ, izmantojot J.Valeiòa un

E.Cera [3] izstrâdâto programmas R kodu.

Atslçgas vârdi: empîriskâs ticamîbas funkcijas metode, novçrtçti parametri, traucçjoðie

parametri



Abstract

This thesis is dedicated to empirical likelihood method, which is one of the most

widely used methods in nonparametric statistics. The main emphasis is on generalization

of the empirical likelihood method to allow for plug-in estimates for nuisance parameters

in estimating equations. In one sample case the plug-in empirical likelihood has been

derived in 2009, but J. Valeinis defined method for two sample case in his PhD thesis [2].

There has been done an implementation of plug-in empirical likelihood for the program R

to study various applications in one sample case. Some applications for two sample case

also have been considered and several data examples were analyzed for both cases. The

implementation of plug-in empirical likelihood for two sample case was already made by

J.Valeinis and E.Cers [3].

Keywords: empirical likelihood function, plug-in estimates, nuisance parameters



Ievads

Pçdçjâ laikâ statistikâ aizvien lielâku popularitâti gûst neparametriskâs metodes, do-

dot iespçju izvairîties no kïûdâm, kas rodas lietojot neprecîzus pieòçmumus par datu

sadalîjumu. Arî empîriskâs ticamîbas funkcijas (turpmâk EL) metode ir konkurçtspçjîga

neparametriskâ metode, kas modelç nezinâmo datu sadalîjumu, balstoties uz dotajiem

novçrojumiem.

Par empîriskâs ticamîbas funkcijas metodes pamatlicçju tiek uzskatîts Owen ([4],[5]),

kas piedâvâja EL metodes pielietojumu ticamîbas intervâlu un reìionu konstruçðanai,

taèu ðîs metodes pirmsâkumi meklçjami Thomas un Grunkemeier [6] darbâ par ticamîbas

intervâlu novçrtçðanu izdzîvoðanas datu analîzç. Tomçr Owen vispârinâja rezultâtus,

kas bija iegûti parametriskai vislielâkâs ticamîbas metodei, un parâdîja, ka EL metodes

statistika tiecas uz χ2
p sadalîjumu, kur p ir interesçjoðâ parametra dimensija. Savukârt Qin

un Lawless [7] 1994.gadâ aprakstîja EL metodi vienas izlases gadîjumâ vispârçjâ formâ,

izmantojot novçrtçjoðâs funkcijas.

Pçdçjos gados ir bijuði arî vairâki mçìinâjumi vispârinât iegûtos rezultâtus, lai atïautu

traucçjoðo parametru klâtbûtni novçrtçjoðajâs funkcijâs. Vienas izlases gadîjumâ empî-

risko ticamîbas metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem parametriem vispârçjâ formâ definçja

2009. gadâ Hjort, McKeague un Van Keilegom (skatît [1]), piedâvâjot arî vairâkus pie-

lietojumus tâdâs statistikas nozarçs kâ piemçram neparametriskâ regresija, izdzîvoðanas

datu analîze u.c.

2000. gadâ Qin un Zhao [8] pirmo reizi aprakstîja empîriskâs ticamîbas funkcijas me-

todi divu izlaðu vidçjo vçrtîbu un sadalîjuma funkciju starpîbai. 2007. gadâ Valeinis

savâ doktora disertâcijâ [2] parâdîja, ka Qin un Zhao [8] rezultâtus iespçjams vispârinât,

pielietojot tos tâdâm divu izlaðu problçmâm kâ kvantiïu funkciju starpîbâm, varbûtîbu-

varbûtîbu (P-P) un kvantiïu-kvantiïu (Q-Q) grafikiem, ROC lîknçm un strukturâlo at-

tiecîbu modeïiem. Ðî iemesla dçï Valeinis [2] arî vispârinâja Hjort, McKeague un Van

Keilegom formulçto empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem

parametriem divu izlaðu gadîjumâ, lai konstruçtu ticamîbas intervâlus strukturâlo attie-

cîbu modeïiem ar novçrtçtu traucçjoðo parametru h.

Ðî darba galvenais mçríis ir iepazîties ar pieejamiem teorçtiskajiem rezultâtiem par

empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem parametriem un apskatît tâs pielie-

tojumus reâliem datu piemçriem, implementçjot to programmâ R.
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Darbs sastâv no 4 nodaïâm un pielikuma. Pirmâ nodaïa veltîta empîriskâs ticamîbas

funkcijas definçðanai vienas izlases gadîjumâ, kâ arî apskatîta metode ar novçrtçtiem

traucçjoðiem parametriem. Otrajâ nodaïâ sniegts empîriskâs funkcijas metodes un EL

metodes ar novçrtçtiem parametriem apraksts divu izlaðu gadîjumâ, savukârt treðajâ un

ceturtajâ nodaïâ apskatîti empîriskâs ticamîbas funkcijas pielietojumi gan vienas, gan divu

izlaðu problçmâm, un doti vairâki reâlu datu piemçri. Pielikumâ atrodams programmas

R kods apskatîtajiem piemçriem.
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1. Empîriskâs ticamîbas funkcijas metode vienas iz-

lases gadîjumâ

Ðajâ nodaïâ apskatîsim empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi vienas izlases gadîju-

mâ, kâ arî definçsim empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem

parametriem.

1.1. Neparametriskâ vislielâkâs ticamîbas funkcija

Definîcija 1. X1,. . . ,Xn neatkarîgi un vienâdi sadalîti (turpmâk iid), empîriskâ sadalî-

juma funkcija tiek definçta kâ

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi≤x},

kur −∞ < x <∞ un indikatorfunkcija

I{Xi≤x} =

{
1, Xi ≤ x

0, Xi > x
.

Definîcija 2. X1,. . . ,Xn iid ar X1 ∼ F . Tad funkcijas F neparametriskâ (empîriskâ)

ticamîbas funkcija ir

L(F ) =
n∏
i=1

pi,

kur pi = P (X = Xi).

Acîmredzami, ka L(F ) ir varbûtîba iegût tieði dotâs izlases X1, . . . , Xn novçrojumu

vçrtîbas no sadalîjuma funkcijas F . Turklât, L(F ) = 0, ja F ir nepârtraukts sadalîjums.

Sekojoðâ teorçma pierâda, ka neparametrisko ticamîbas funkciju maksimizç empîriskâ

sadalîjuma funkcija Fn, tas nozîmç, ka Fn ir sadalîjuma funkcijas F neparametriskâs

vislielâkâs ticamîbas funkcijas novçrtçjums.

Teorçma 1. (Owen,[5]) Pieòemsim, ka X1,. . . ,Xn ir iid gadîjuma lielumi ar sadalîjuma

funkciju F , un Fn ir to empîriskâ sadalîjuma funkcija. Ja F 6= Fn, tad L(F ) < L(Fn).

Tâlâk cieði sekosim Qin un Lawless (1994, [7]) publikâcijai, kurâ tika vispârinâti

Owena iegûtie rezultâti empîriskâs ticamîbas funkcijas metodei. Pieòemsim, ka doti d-

dimensionâli iid gadîjuma lielumi X1, . . . , Xn ar nezinâmu sadalîjuma funkciju F , un mçs
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interesçjamies par kâdu p-dimensionâlu parametru θ, kas ir saistîts ar F . Visa informâci-

ja par θ un F ir pieejama r ≥ p funkcionâli neatkarîgu nenovirzîtu novçrtçjoðo funkciju

formâ, t.i., mj(x, θ), j = 1, 2, . . . , r, tâ ka EFmj(x, θ) = 0.

Definçsim empîriskâs ticamîbas funkcijas attiecîbu

R(F ) =
L(F )

L(F̂n)
=

n∏
i=1

npi

un profila empîrisko ticamîbas funkciju

EL(θ) = max

{
n∏
i=1

npi | pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pim(Xi, θ) = 0

}
, (1.1)

kur m(x, θ) = (m1(x, θ), . . . ,mr(x, θ))
T un EFm(x, θ) = 0. Ja parametrs θ ir zinâms,

tad eksistç viens vienîgs problçmas (1.1) atrisinâjums, ja 0 pieder m(X1, θ),. . . ,m(Xn, θ)

lineârajai èaulai, un to var atrast ar Lagranþa reizinâtâju metodi. Tad logaritmisko profila

empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju var uzrakstît formâ

lE(θ) = lnEL(θ) =
n∑
i=1

ln{1 + λTm(xi, θ)}, (1.2)

kur λ ir Lagranþa reizinâtâju vektors.

Qin un Lawless ([7]) savâ darbâ apskata nosacîjumus, kuriem izpildoties, var pierâdît,

ka empîriskâs ticamîbas attiecîbas statistika hipotçzei H0 : θ = θ0 ir

WE(θ0) = 2lE(θ0)− 2lE(θ̂)→d χ
2
p,

kur θ̂ ir parametra θ empîriskâs vislielâkâs ticamîbas novçrtçjums. Izmantojot ðo rezul-

tâtu, iespçjams konstruçt ticamîbas intervâlus un veikt hipotçþu pârbaudi parametram

θ.

Piemçrs 1. Pieòemsim, ka mums ir doti X1,. . . ,Xn iid gadîjuma lielumi ar nezinâmu

sadalîjuma funkciju F . Lai konstruçtu ticamîbas intervâlus ar empîriskâs ticamîbas me-

todi sadalîjuma funkcijas F vidçjai vçrtîbai µ = EX =
∫ +∞
−∞ xdF (x), izmantosim profila

empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju

EL(µ) = max

{
n∏
i=1

npi | pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piXi = µ

}
. (1.3)

Pielietojot Lagranþa reizinâtâju metodi, iegûstam

EL(µ) =
n∏
i=1

{1 + λ(Xi − µ)}−1.

Pie zinâmiem nosacîjumiem Owen [4] pierâdîja, ka −2 lnEL(µ0)→d χ
2
1, kad n→∞.
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Ticamîbas intervâli vidçjai vçrtîbai
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1. att.: Histogramma statistikai −2 lnEL(0) 1000 reiþu ìenerçtiem N(0, 1) datiem, n=100;

χ2
1 blîvuma funkcija

Ar simulâciju palîdzîbu tika pârbaudîta piemçrâ 1 aprakstîtâ problemâtika, un 1. attç-

lâ redzama histogramma 1000 reiþu ìenerçtai logaritmiskai empîriskâs ticamîbas funkcijas

statistikai −2 lnEL(µ0), kur µ0 = 0, N(0, 1) datiem apjomâ n = 100. Redzams, ka χ2
1

blîvuma funkcija labi aproksimç histogrammu.
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2. att.: 95% ticamîbas intervâls µ0 = 0 ar EL metodi ìenerçtiem N(0,1) datiem apjomâ

n = 100

2. attçlâ redzams ticamîbas intervâls vidçjai vçrtîbai µ0 = 0 standarta normâli sa-

dalîtiem simulçtiem datiem, α = 0.05. Tâ kâ îstâ vçrtîba atrodas ticamîbas intervâla
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1. tabula: Pârklâjumu precizitâte 95% ticamîbas intervâliem vidçjai vçrtîbai 10 000 reiþu

ìenerçtiem N(0, 1) datiem apjomâ n

n = 20 n = 50 n = 100

EL 0.9318 0.9524 0.949

t-tests 0.9501 0.9513 0.9469

2. tabula: Pârklâjumu precizitâte 95% ticamîbas intervâliem 10 000 reiþu ìenerçtiem χ2
1

datiem apjomâ n, kuru pârbauda kâ N(0, 1)

n = 20 n = 50 n = 100

EL 0.8953 0.9297 0.9404

t-test 0.8445 0.8395 0.8355

robeþâs, kas ir [-0.1432,0.2445], tad varam domât, ka EL metode strâdâ labi, bet, lai

par to pârliecinâtos, aplûkosim pârklâjumu precizitâti ticamîbas intervâliem. 1. tabulâ

attçlota gan EL metodes, gan t−testa ticamîbas intervâlu pârklâjumu precizitâte izlases

apjomiem n = 20, 50 un 100. Redzams, ka pie nelieliem izlaðu apjomiem EL metode

strâdâ nedaudz sliktâk, par t-testu, taèu 10 000 reiþu simulçtiem datiem ar n = 50 un

100 pârklâjumu precizitâte abiem testiem ir lîdzîga, tâtad ðajâ gadîjumâ varam secinât,

ka EL metode strâdâ vienlîdz labi ar t-testu.

Savukârt 2. tabulâ attçlota pârklâjumu precizitâte 95% ticamîbas intervâliem kons-

truçtiem ar empîriskâs ticamîbas metodi un t-testu 10 000 reiþu ìenerçtiem χ2
1 datiem ar

daþâdiem apjomiem n, izdarot pieòçmumu, ka dati sadalîti ar N(0, 1). Redzams, ka pie

nelieliem izlaðu apjomiem n = 20 un 50 EL metode strâdâ tikai nedaudz labâk par t-testu,

bet pie n = 100 EL metode dod daudz labâku rezultâtu nekâ t-tests, kas skaidrojams ar

neprecîzu pieòçmumu par datu sadalîjumu.

1.2. EL metode ar novçrtçtiem parametriem vienas izlases ga-

dîjumâ

Ðajâ nodaïâ vispârinâsim empîriskâs ticamîbas metodi vienas izlases gadîjumâ, lai pie-

ïautu situâciju, ka novçrtçjoðâs funkcijas var saturçt \traucçjoðos" (nuisance) parametrus,

6



kurus nepiecieðams novçrtçt. Ðâda traucçjoðo parametru aizvietoðana ar novçrtçjumiem

pirmo reizi tika izmantota vairâkos izdzîvoðanas datu analîzes kontekstos 2001. gadâ

(Qin un Jing [9], Wang un Jing [10] u.c.), taèu autori Hjort, McKeague un Van Keilegom

[1] vispârinâja empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem galîgi vai bezgalîgi

dimensionâliem traucçjoðiem parametriem, kas atïauj to pielietot ne tikai izdzîvoðanas

analîzç, bet arî citâs statistikas apakðnozarçs.

Turpmâk vadîsimies pçc Hjort, McKeague un Van Keilegom publikâcijas [1], lai definç-

tu plaðâk pielietojamo empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem

parametriem.

Pieòemsim, ka mums ir lîdzîga situâcija kâ 1.1. nodaïâ - X1,. . . ,Xn ir d-dimensionâli

iid gadîjuma lielumi, interesçjoðais parametrs ir θ0, par kuru informâcija ir dota p-

dimensionâlas novçrtçjoðâs funkcijas mn(X, θ, h) formâ, kur h ir traucçjoðais parametrs

ar nezinâmu îsto vçrtîbu h0.

Kad h0 ir zinâms, mçs varam aizstât h ar tâ îsto vçrtîbu profila EL attiecîbas funkcijâ

ELn(θ, h) = max

{
n∏
i=1

npi | pi > 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pimn(Xi, θ, h) = 0

}
,

un atrast ticamîbas intervâlus parametram θ formâ {θ : ELn(θ, h0) > c}, kur statistikas

robezsadalîjums apskatîts [7].

Apskatîsim nosacîjumus, kas nodroðina empîriskâs ticamîbas funkcijas metodes statis-

tikas ar novçrtçtiem traucçjoðiem parametriem nedeìenerçtu robeþsadalîjumu. Ieviesîsim

sekojoðus apzîmçjumus vektoriem v, ||v|| - Eiklîda norma un v⊗2 = vvT , un matricâm

V = (vij), |V | = maxij |vij|. {an} - pozitîvu konstanðu virkne un U - nedeìenerçts

p-dimensionâls gadîjuma vektors. V2 - p× p pozitîvi definîta kovariâciju matrica.

(A0) P (ELn(θ0, ĥ) = 0)→ 0.

(A1)
∑n

i=1mn(Xi, θ0, ĥ)→d U .

(A2) an
∑n

i=1 m
⊗2
n (Xi, θ0, ĥ)→pr V2.

(A3) an max1≤i≤n ||mn(Xi, θ0, ĥ)|| →pr 0.

Kad nezinâmais h0 tiek aizstâts ar novçrtçjumu ĥ un novçrtçjoðai funkcijai ir atïauts

bût atkarîgai no n, tad, izpildoties nosacîjumiem (A0) - (A3), iespçjams vispârinât Qin

un Lawless [7] iegûtos rezultâtus.
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Teorçma 2. [1] Ja (A0) - (A3) ir spçkâ, tad −2a−1
n logELn(θ0, ĥ)→d U

tV −1
2 U .

Piezîme 3. Ovena EL teorçma seko no Teorçmas 2, izvçloties an = 1 un mn(Xi, θ0, h) =

m(Xi, θ0, h)/
√
n.

Piemçrs 2. Apskatîsim nosacîjumus (A0) - (A3) vienkârðâkajâ gadîjumâ { vidçjai vçr-

tîbai, t.i., kad m(Xi, θ, h) = Xi − µ. Pieòemsim, ka mn(Xi, θ0, h) = m(Xi, θ0, h)/
√
n un

an = 1, U ir normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju σ2, un

V2 = σ2.

Nosacîjums (A0) ir ekvivalents P (0 ∈ Cn) → 1, kur Cn apzîmç {mn(Xi, θ0, ĥ), i =

1, . . . , n} lineâro èaulu. Tâtad ðis nosacîjums izpildîsies vienmçr, arî vidçjai vçrtîbai, jo

tiek pieòemts, ka maksimizâcijas problçmai eksistç atrisinâjums.

(A1) seko no Centrâlâs robeþteorçmas [11]:

n∑
i=1

m(Xi, θ0, ĥ)/
√
n =

1√
n

n∑
i=1

(Xi−µ) =
1√
n

(
n∑
i=1

Xi − nµ

)
=
√
n(X̄−µ)→d N(0, σ2).

Kâ redzams, arî (A2) izpildâs, izmantojot Lielo skaitïu likumu [11]:

n∑
i=1

m2(Xi, θ0, ĥ)/n =
n∑
i=1

(Xi − µ)2

n
= σ̂2 →p σ

2.

Savukârt nosacîjums (A3) ir spçkâ, jo

max
1≤i≤n

|m(Xi, θ0, ĥ)/
√
n| = max

1≤i≤n
|(Xi − µ)/

√
n|, (1.4)

un tâ kâ max1≤i≤n |Xi| = opr(
√
n) [4], tad (1.4) pçc varbûtîbas tiecas uz 0.

Redzams, ka Teorçma 2 dod rezultâtu formâ −2 logELn(θ0, ĥ) →d U
2/σ2, kas sakrît

ar Owen [4] rezultâtu, tâ kâ N(0, 1)2 = χ2
1.

Teorçmas 2 pierâdîjums [1]

Ðis pierâdîjums ir atðíirîgs no literatûrâ lîdz ðim sastopamajiem EL rezultâtu pierâ-

dîjumiem, kuri balstâs uz Teilora izvirzîjumiem (piemçram, Qin un Lawless [7], Valeinis

[2]). Autori tâ vietâ izmanto duâlo optimizâcijas problçmas risinâjumu (Christianini un

Shawe-Taylor, [12]).

Apzîmçsim Xn,i = mn(Xi, θ0, ĥ).

No (A0)

ELn = ELn(θ0, ĥ) =
n∏
i=1

(1 + λ̂TXn,i)
−1,
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kur p-dimensionâls Lagranþa reizinâtâju vektors λ̂ apmierina vienâdojumu

n∑
i=1

Xn,i/(1 + λ̂TXn,i) = 0.

Tad EL statistiku varam izteikt duâlâ formâ

− 2 logELn = Gn(λ̂) = sup
λ
Gn(λ), (1.5)

kur Gn(λ) = 2
∑n

i=1 log(1+λTXn,i), un Gn definîcijas apgabals ir kopa, kurâ tâ ir definçta

(attiecîbâ uz log x, kas nav definçts x ≤ 0). Jâatzîmç, ka Gn ir ieliekta un sasniedz

maksimumu pie λ̂, tâ kâ ∇Gn(λ̂) = 0.

Tâlâk apskatîsim Gn kvadrâtisko aproksimâciju

G∗n(λ) = 2λTUn − λTVnλ, kur Un =
n∑
i=1

Xn,i, Vn =
n∑
i=1

X⊗2
n,i ,

un G∗n definîcijas apgabals ir Rp.

Nedaudz tâlâk pierâdîsim, ka starpîba starp maksimâlajâm Gn un G∗n vçrtîbâm ir ar

kârtu opr(an).

Tad no (1.5) un no fakta, ka G∗n tiek maksimizçta pie λ∗ = V −1
n Un, kad Vn apgrieþama,

seko, ka

− 2a−1
n logELn = a−1

n sup
λ
G∗n(λ) + opr(1) = UT

n (anVn)−1Un + opr(1), (1.6)

kas pçc sadalîjuma tiecas uz UTV −1
2 U , ja pieòemam, ka (A1) un (A2) ir spçkâ. No ðî

pierâdîjuma seko, ka teorçma 2 ir spçkâ arî gadîjumos, kad (Un, Vn)→d (U, V2) (drîzâk ar

gadîjuma nekâ ar fiksçtu V2).

Tâtad, lai pabeigtu pierâdîjumu, vçl atlicis pierâdît, ka

supGn − supG∗n = opr(an).

Pirmkârt, noteiksim λ̂ stohastisko kârtu. Rakstîsim λ̂ = ||λ̂||u, kur u vienîbas vektors.

Tad ir spçkâ

||λ̂||(uTVnu−Dnu
TUn) ≤ uTUn,

kur Dn = maxi≤n ||Xn,i||. Bet uTVnu ≥ min eig(Vn) = opr(a
−1
n ), kur min eig(Vn) ir

matricas Vn minimâlâ îpaðvçrtîba, uTUn = opr(1) un Dnu
TUn = opr(a

−1
n ), tâpçc ||λ̂|| =

opr(an). Turklât λ∗ = V −1
n Un, kad Vn apgrieþama, tâpçc λ∗ ir ar tâdu paðu stohastisko

kârtu opr(an) kâ λ̂.
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Ir zinâms, ka log(1 + x) = x− 1
2
x2 + 1

3
x3h(x), kur |h(x)| ≤ 2 un |x| ≤ 1

2
. No tâ seko,

ka katram c > 0 un ||λ|| ≤ c,

Gn(λ) = 2λTUn − λTVnλ+ rn(λ),

kur

|rn(λ)| ≤ 2

3

n∑
i=1

|(λTXn,i)
3||h(λTXn,i)|

≤ 4

3
||λ||Dnλ

TVnλ ≤
4

3
c3Dn max eig(Vn),

kur max eig(Vn) ir matricas Vn maksimâlâ îpaðvçrtîba, kas nodroðina cDn ≤ 1
2
.

Ar Tn,c un T ∗n,c apzîmçsim maksimâlâsGn unG∗n vçrtîbas apgabalâ Ωn(c), kas ir vienâds

ar {λ : ||λ|| ≤ can}, un iegûstam∣∣∣∣Tn,can
−
T ∗n,c
an

∣∣∣∣ ≤ 1

an
max{|rn(λ)| : ||λ|| ≤ can}

≤ 4

3
c3anDn max eig(anVn),

kamçr canDn ≤ 1
2
. Izvçlçsimies c pietiekami lielu, lai gan λ̂, gan λ∗ pieder Ωn(c) ar

varbûtîbu lielâku par 1− η, kâdam η > 0. Tad

P

{∣∣∣∣supGn

an
− supG∗n

an

∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤ P

{
4

3
c2anDn max eig(anVn) ≥ ε

}

+P
{
||λ̂|| > can

}
+ P {||λ∗|| > can}+ P

{
canDn >

1

2

}
.

Tâtad varbûtîbu virkne kreisajâ pusç ir ierobeþota ar 2η. Tâ kâ η tika izvçlçts patvaïîgi,

tad supGn/an un supG∗n/an ir jâbût vienâdiem robeþsadalîjumiem, kas ir UTV −1
2 U .�

Piezîme 4. Speciâlâ gadîjumâ, kad traucçjoðais parametrs ir galîgdimensionâls, profila

empîriskâs ticamîbas statistika

−2 ln{max
h

ELn(θ0, h)/max
θ,h

ELn(θ, h)} →d χ
2
p,

izpildoties daþâdiem regularitâtes nosacîjumiem no [7].

Ðis rezultâts ïauj çrti konstruçt ticamîbas intervâlus parametram θ un ir vieglâk pielie-

tojams nekâ EL metode ar novçrtçtiem parametriem, taèu tas nav pielietojams bezgalîgi

dimensionâiem traucçjoðajiem parametriem, turklât novçrtçjoðai funkcijai jâbût diferen-

cçjamai pret (θ, h).
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2. Empîriskâs ticamîbas funkcijas metode divu izlaðu

gadîjumâ

Kopð Owen [4] ieviesa empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi, ir bijuði vairâki mçìinâ-

jumi to vispârinât arî divu izlaðu gadîjumam. Vieni no pirmajiem bija Qin un Zhao [8],

kas 2000. gadâ iepazîstinâja ar empîriskâs ticamîbas metodi divu izlaðu vidçjo vçrtîbu

starpîbai un sadalîjuma funkciju starpîbai kâdâ fiksçtâ punktâ. Nedaudz vçlâk Valeinis

savâ doktora disertâcijâ [2] parâdîja, ka Qin un Zhao rezultâtus iespçjams paplaðinât, lai

EL metodi pielietotu kvantiïu funkciju starpîbâm, P-P un Q-Q grafikiem, ROC lîknçm

un strukturâlo attiecîbu modeïiem [2], bet vispârîgâ formâ empîrisko ticamîbas metodi

divu izlaðu gadîjumâ aprakstîja 2011. gadâ [3].

Pieòemsim, ka ir dotas divas iid izlases X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym ar nezinâmâm sada-

lîjuma funkcijâm attiecîgi F1 un F2. Mûsu mçríis ir konstruçt ticamîbas intervâlus kâdam

interesçjoðam parametram ∆, turklât θ0 ir parametrs, kas saistîts ar vienu no sadalîjuma

funkcijâm F1 vai F2. Tâpat kâ vienas izlases gadîjumâ, pieòemsim, ka visa informâcija

par θ0, ∆, F1 un F2 ir pieejama nenovirzîtu novçrtçjoðo funkciju veidâ, t.i.,

EF1m1(X, θ0,∆) = 0, (2.1)

EF2m2(Y, θ0,∆) = 0. (2.2)

Piemçrs 3. Apskatîsim divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbu. Apzîmçsim θ0 =
∫
xdF1(x)

un ∆ =
∫
ydF2(y)−

∫
xdF1(x). Ðajâ gadîjumâ kâ novçrtçjoðâs funkcijas izvçlamies

m1(X, θ0,∆) = X − θ0, m2(Y, θ0,∆) = Y − θ0 −∆,

lai (2.1) un (2.2) bûtu spçkâ.

Piemçrs 4. Ja interesçjamies par kvantiïu { kvantiïu jeb Q-Q grafiku, tad θ0 = F2(t) un

∆ = F−1
1 (F2(t)). Nenovirzîtas novçrtçjoðâs funkcijas ir formâ

m1(X, θ0,∆) = I{X≤∆} − θ0, m2(Y, θ0,∆) = I{Y≤t} − θ0.

Definîcija 3. X1, . . . , Xn ∼ F1 iid un Y1, . . . , Ym ∼ F2 iid, neparametriskâ (empîriskâ)

ticamîbas funkcija ir

L(F1, F2) =
n∏
i=1

pi

m∏
j=1

qi =
n∏
i=1

P (X = Xi)
m∏
j=1

P (Y = Yj).
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Arî divu izlaðu gadîjumâ empîriskâs ticamîbas funkciju L(F1, F2) maksimizç izlaðu

empîriskâs sadalîjuma funkcijas F1n un F1m [8]. Tâlâk varam definçt empîriskâs ticamîbas

attiecîbas funkciju

R(F1, F2) = L(F1, F2)/L(F1n, F2m) =
n∏
i=1

(npi)
m∏
j=1

(mqi).

Lai konstruçtu ticamîbas intervâlus parametram ∆, definçsim arî profila empîrisko tica-

mîbas attiecîbas funkciju

EL(∆, θ) = sup
θ,p,q

n∏
i=1

(npi)
m∏
j=1

(mqj), (2.3)

kur p = (p1, . . . , pn) un q = (q1, . . . , qm) uzlikti ierobeþojumi

pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pim1(Xi, θ,∆) = 0,

qi ≥ 0,
m∑
i=1

qj = 1,
m∑
i=1

qjm2(Yj, θ,∆) = 0.

Ja θ ir dots, tad eksistç viens vienîgs (2.4) atrisinâjums, ja 0 piederm1(Xi, θ,∆) izliektajai

èaulai un m2(Yj, θ,∆) izliektajai èaulai.

Maksimizâcijas problçmu var atrisinât ar Lagranþa reizinâtâju metodi [8], no kurienes

varam iegût profila empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju parametram ∆ izskatâ

EL(∆, θ) =
n∏
i=1

{
1

1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)

} m∏
j=1

{
1

1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)

}
,

kur λ1 un λ2 ir Lagranþa reizinâtâji un atrodami no vienâdojumiem

1

n

n∑
i=1

m1(Xi, θ,∆)

1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)
= 0,

1

m

m∑
j=1

m2(Yj, θ,∆)

1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)
= 0.

Savukârt logaritmiskâ empîriskâ ticamîbas attiecîbas statistika ir

−2 lnEL(∆, θ) = 2
n∑
i=1

ln(1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)) + 2
m∑
j=1

ln(1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)).

Piemçrs 5. Ja interesçjamies par kvantiïu { kvantiïu jeb Q-Q grafiku, tad θ0 = F2(t) un

∆ = F−1
1 (F2(t)). Nenovirzîtas novçrtçjoðâs funkcijas ir formâ

m1(X, θ0,∆) = I{X≤∆} − θ0, m2(Y, θ0,∆) = I{Y≤t} − θ0.
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Definîcija 4. X1, . . . , Xn ∼ F1 iid un Y1, . . . , Ym ∼ F2 iid, neparametriskâ (empîriskâ)

ticamîbas funkcija ir

L(F1, F2) =
n∏
i=1

pi

m∏
j=1

qi =
n∏
i=1

P (X = Xi)
m∏
j=1

P (Y = Yj).

Arî divu izlaðu gadîjumâ empîriskâs ticamîbas funkciju L(F1, F2) maksimizç izlaðu

empîriskâs sadalîjuma funkcijas F1n un F1m [8]. Tâlâk varam definçt empîriskâs ticamîbas

attiecîbas funkciju

R(F1, F2) = L(F1, F2)/L(F1n, F2m) =
n∏
i=1

(npi)
m∏
j=1

(mqi).

Lai konstruçtu ticamîbas intervâlus parametram ∆, definçsim arî profila empîrisko tica-

mîbas attiecîbas funkciju

EL(∆, θ) = sup
θ,p,q

n∏
i=1

(npi)
m∏
j=1

(mqj), (2.4)

kur p = (p1, . . . , pn) un q = (q1, . . . , qm) uzlikti ierobeþojumi

pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

pim1(Xi, θ,∆) = 0,

qi ≥ 0,
m∑
i=1

qj = 1,
m∑
i=1

qjm2(Yj, θ,∆) = 0.

Ja θ ir dots, tad eksistç viens vienîgs (2.4) atrisinâjums, ja 0 piederm1(Xi, θ,∆) izliektajai

èaulai un m2(Yj, θ,∆) izliektajai èaulai.

Maksimizâcijas problçmu var atrisinât ar Lagranþa reizinâtâju metodi [8], no kurienes

varam iegût profila empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkciju parametram ∆ izskatâ

EL(∆, θ) =
n∏
i=1

{
1

1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)

} m∏
j=1

{
1

1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)

}
,

kur λ1 un λ2 ir Lagranþa reizinâtâji un atrodami no vienâdojumiem

1

n

n∑
i=1

m1(Xi, θ,∆)

1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)
= 0,

1

m

m∑
j=1

m2(Yj, θ,∆)

1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)
= 0.

Savukârt logaritmiskâ empîriskâ ticamîbas attiecîbas statistika ir

−2 lnEL(∆, θ) = 2
n∑
i=1

ln(1 + λ1(θ)m1(Xi, θ,∆)) + 2
m∑
j=1

ln(1 + λ2(θ)m2(Yj, θ,∆)).
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Teorçma 5. (Qin un Zhao, [8]) Izpildoties standarta nosacîjumiem,

−2 lnEL(∆, θ̂)→d χ
2
1,

kur θ̂ ir parametra θ0 novçrtçjums, kas maksimizç (2.4).

Izmantojot ðo rezultâtu, varam konstruçt uz EL metodes balstîtus ticamîbas intervâlus

interesçjoðajam parametram ∆ formâ ∆ : {EL(∆, θ̂) > c}.

2.1. EL ar novçrtçtiem parametriem divâm izlasçm

Ðajâ nodaïâ apskatîsim vispârinâtu EL metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem paramet-

riem divu izlaðu gadîjumâ, kuru ieviesa Valeinis (2007) savâ doktora disertâcijâ, lai kons-

truçtu ticamîbas intervâlus strukturâlo attiecîbu modeïiem. Ir zinâmi ïoti daudzi pielieto-

jumi EL metodei ar novçrtçtiem parametriem vienas izlases gadîjumâ, taèu, lai arî metode

ir vispârinâta divu izlaðu gadîjumam, pagaidâm ir zinâmi tikai daþi praktiski pielietojami

piemçri, kurus apskatîsim 3. nodaïâ.

Pieòemsim, ka mums ir lîdzîga situâcija, kâ aprakstîts EL metodei divu izlaðu gadî-

jumâ bez novçrtçtiem traucçjoðiem parametriem. Taèu tâpat kâ vienas izlases gadîjumâ

novçrtçjoðâs funkcijas var saturçt traucçjoðo parametru h ar nezinâmu îsto vçrtîbu h0,

tâpçc novçrtçjoðâs funkcijas ir izskatâ

Em1(X, θ0,∆0, h0) = 0 un Em2(Y, θ0,∆0, h0) = 0,

bet, lai saîsinâtu pierakstu, lietosim m1(X, θ0, h) := m1(X, θ0,∆, h) un m2(Y, θ0, h) :=

m2(Y, θ0,∆, h). Tâlâk definçsim EL metodi divu izlaðu gadîjumâ, kur nezinâmais h0

tiek aizstâts ar tâ novçrtçjumu ĥ, lai noteiktu konstanti c sekojoði konstruçtos ticamîbas

intervâlos parametram ∆0: {∆ : EL(∆, θ̂, ĥ > c)}.

Apzîmçsim

M1n(θ, h) :=
1

n

n∑
i=1

m1(Xi, θ, h), S1n(θ, h) :=
1

n

n∑
i=1

m2
1(Xi, θ, h),

M2m(θ, h) :=
1

m

m∑
j=1

m2(Yj, θ, h), S2m(θ, h) :=
1

m

m∑
j=1

m2
1(Yj, θ, h).

Lîdzîgi kâ vienas izlases gadîjumâ, formulçsim pieòçmumus pirmajai izlasei X1,. . . ,Xn.

(B0) P (EL(θ0, ĥ) = 0)→ 0,kad n→∞.
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(B1) n1/2M1n(θ0, ĥ)→d U1, kur U1 ∼ N(0, V1).

(B2) S1n(θ0, ĥ)→p V2.

(B3) n−1
∑n

i=1 α1(Xi, θ0,∆, ĥ)→p V3, kur α1(Xi, θ0,∆, ĥ) = ∂m1(Xi, θ0, ĥ)/∂θ0.

(B4) max1≤i≤n |m(Xi, θ0, ĥ)| →p 0

Pieòemsim, ka arî otrajai izlasei Y1,. . . ,Ym ir spçkâ (B0) - (B4) funkcijâm M2m un S2m,

aizstâjot V1, V2 un V3 ar T1, T2 un T3, turklât α2(Yi, θ0,∆, ĥ) = ∂m2(Yi, θ0, ĥ)/∂θ0.

Teorçma 6. (Valeinis,[2]) Ja (B0) - (B4) spçkâ abâm izlasçm, tad

− 2 lnEL(∆, θ̂, ĥ)→d
V 2

3 T2 + kT 2
3 V2

T1V 2
3 + kV1T 2

3

χ2
1. (2.5)

Piezîme 7. Kâ jau tika minçts, pierâdîjuma tehnika divu izlaðu gadîjumâ empîriskâs

ticamîbas funkcijas metodei ar novçrtçtiem parametriem ir atðíirîga no [1] izmantotâs,

taèu ðeit pierâdîjumu neapskatîsim. Ar to var iepazîties [2].
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3. EL metodes ar novçrtçtiem parametriem pielieto-

jumi vienas izlases gadîjumâ

Ðajâ nodaïâ apskatîsim daþus piemçrus ar d = 1, kuros izmantota EL metode ar

novçrtçtiem parametriem. Kâ jau iepriekð norâdîjâm, pieòemsim, ka an = 1 un U ∼

Np(0, V1), kâ arî mn(Xi, θ, h) = m(Xi, θ, h)/
√
n, taèu vispârinâjums var bût noderîgs

citos pielietojumos.

3.1. Hodþes-Lçmaòa lokâcijas novçrtçjums[1]

Ðajâ nodaïâ pieskarsimies rangu testiem, kas ir robusti pret izlçcçju klâtbûtni izlasç,

pretçji t-testam vai F -testam. Tomçr ðo testu asimptotiskais sadalîjums, protams, ir

atkarîgs no dotâs izlases sadalîjuma, kâdçï rodas nepiecieðamîba to novçrtçt.

Pieòemsim, ka mums ir dotas divas izlases X1,. . . , Xn iid un Y1,. . . ,Ym iid, un ir

zinâms, ka P (Xi ≤ x) = F (x) un P (Yi ≤ x) = F (x − ∆). Hodþes-Lçmaòa (turpmâk

tekstâ HL) lokâcijas novçrtçjums ir

∆̂ = med(X − Y ),

kur X − Y apzîmç nm starpîbas Xi − Yj, i = 1, . . . , n un j = 1, . . . ,m.

Lai konstruçtu ticamîbas intervâlus lokâcijas parametram ∆, nepiecieðams zinât tâ

robeþsadalîjumu. Hodges un Lehmann publikâcijâ [13] pierâdîja, ka ∆̂ ir asimptotiski

normâli sadalîts ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju

σ2 =
1

12γ(1− γ)
(∫

f 2(x)dx
)2 ,

kur n/(n+m)→ γ, kad n+m→∞, un f(x) ir funkcijas F (x) blîvuma funkcija.

σ2 novçrtçjums ar EL metodi

Lai novçrtçtu σ2, interesçsimies par parametru θ =
∫
f 2dx ar îsto vçrtîbu θ0 =

∫
f 2

0dx,

jo HL novçrtçjuma asimptotiskâ dispersija ir proporcionâla 1/θ2 (skatît arî [14] un [15]).

Pieòemsim, ka funkcijas F (x) teorçtiskâ blîvuma funkcija f0 ir vienmçrîgi nepârtraukta,

bet nav vienmçrîgâ sadalîjuma.

Kâ novçrtçjoðo funkciju izvçlçsimies m(X, θ, f) = f(X) − θ ar traucçjoðo parametru

f , kura novçrtçðanai izmantosim f̂(x) = n−1
∑n

i=1 kb(Xi − x), kur kb(·) = k(·/b)/b, kas ir

pazîstamais kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums ar joslas platumu b.
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Nosacîjumu (A0) - (A3) pârbaude

Vispirms pârliecinâsimies, ka novçrtçjoðâ funkcijam(X, θ, f) = f(X)−θ ir nenovirzîta,

t.i.,

E(f(X)− θ) = E(f(X))− Eθ =

∫ +∞

−∞
f(x)f(x)dx− θ = 0.

Lai pârliecinâtos, ka ir spçkâ nosacîjumi (A0) - (A3), definçsim

V =

∫
(f0 − θ0)2f0dx =

∫
f 3

0dx−
(∫

f 2
0dx

)2

,

kas ir
∑n

i=1m(Xi, θ0, f0)/
√
n asimptotiskâ dispersija, un ir pozitîva, tâ kâ f0 nav vienmç-

rîgâ sadalîjuma. Pârliecinâsimies, ka (A2) ir spçkâ, kad V2 = V . Tâtad

n−1

n∑
i=1

m2(Xi, θ0, f̂) = n−1

n∑
i=1

(
f̂(Xi)− θ0

)2

=

∫
f̂ 2dFn − 2θ0θ̂ + θ2

0,

kur Fn empîriskâ sadalîjuma funkcija un θ̂ = n−1
∑n

i=1 f̂(Xi) =
∫
f̂dFn. Tad

∫
f̂dFn un∫

f̂ 2dFn pçc varbûtîbas konverìç attiecîgi uz
∫
f 2

0dx un
∫
f 3

0dx, kad b→ 0 un nb→∞.

Lai pârbaudîtu (A1), nepiecieðama rûpîgâka izpçte izteiksmei

θ̂ = n−1

n∑
i=1

f̂(Xi) = n−2
∑
i,j

kb(Xi −Xj) =
k(0)

nb
+
n− 1

n
ĝ.

Ðeit ĝ = ĝ(0), kur ĝ(y) = (n
2
)−1
∑

i<j k̄b(Yi,j, y) ir dabiskais kodolu novçrtçjums blîvuma

funkcijai g(y) =
∫
f(y+x)f(x)dx no starpîbas Yi,j = Xi−Xj, un k̄b(Yi,j, y) = 1

2
{kb(Yi,j−

y)+kb(Yi,j+y)}. Hjort [16] parâdîja, ka ĝ(y) vidçjâ vçrtîba ir g(y)+ 1
2
b2g′′(y)

∫
u2k(u)du+

o(b2) un dispersija 4
n
{g∗(y)− g2(y)} plus bezgalîgi mazas funkcijas ar zemâku kârtu, kur

g∗(y) = 1
4
{ḡ(y, y)+ḡ(y,−y)+ḡ(−y, y)+ḡ(−y,−y)} un ḡ(y1, y2) ir kopçjâ blîvuma funkcija

divâm saistîtâm starpîbâm (X2 −X1, X3 −X1). No tâ seko, ka izteiksmei

n−1/2

n∑
i=1

m(Xi, θ0, f̂) =
√
n(θ̂ − θ0)

ir vidçjâ vçrtîba ar kârtu O(1/(
√
nb) +

√
nb2) un dispersija, kas tiecas uz 4V . Tas apstip-

rina (A1) ar U ∼ N(0, 4V ), pie nosacîjumiem
√
nb→∞ un

√
nb2 → 0.

Lai pârbaudîtu (A3), ievçrosim, ka f̂(x) ≤ b−1kmax katram x, kur kmax ir k(u) mak-

simâlâ vçrtîba. Tâtad maxi≤n |f̂(Xi) − θ0| ir ierobeþots ar b−1kmax + θ0, kas nozîmç, ka

(A3) ir spçkâ, ja
√
nb→∞.

Visbeidzot, pierâdot (A0), mums jâparâda, ka

P

{
min

1≤i≤n
m(Xi, θ0, f̂) < 0 < max

1≤i≤n
m(Xi, θ0, f̂)

}
→ 1.
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Vispirms apskatîsim

max
1≤i≤n

m(Xi, θ0, f̂) ≥ max
1≤i≤n

f0(Xi)− max
1≤i≤n

|f̂(Xi)− f0(Xi)| − θ0.

Ievçrosim, ka max1≤i≤n |f̂(Xi) − f0(Xi)| → 0 g.d. tâ kâ f̂ vienmçrîgi nepârtraukta ar

piemçrotu kodolu, piemçram, standarta normâlo blîvuma funkciju, jo pieòçmâm, ka f0 ir

vienmçrîgi nepârtraukta (Teorçma A no [17]). Turklât, max1≤i≤n f0(Xi)→ supt f0(t) > θ0

g.d., tâ kâ f0 nepârtraukta un nav vienmçrîgâ sadalîjuma, tâpçc P{max1≤i≤nm(Xi, θ0, f̂) >

0} → 1. Lîdzîgâ veidâ varam apskatît min1≤i≤nm(Xi, θ0, f̂) un, tâ kâ pierâdîjâm, ka (A0)

- (A3) ir spçkâ, tad varam secinât, ka

−2 lnELn(θ0, f̂)→d 4χ2
1.

Piemçrs 6. Normâla íermeòa temperatûra

Pielietosim reâliem datiem iepriekð apskatîto EL metodi HL lokâcijas novçrtçjuma

dispersijai, ar mçríi konstruçt ticamîbas intervâlu lokâcijas parametram. Visus aprçíinus

veiksim datorprogrammâ R, kuras kods atrodams pielikumâ.

1868. gadâ Karls Vunderlihs veica pçtîjumu, kura rezultâtâ ieviesa normâlas íermeòa

temperatûras amplitûdu (temperatûras mçrîjumi veikti mutç zem mçles). 1992. gadâ

tika veikts atkârtots pçtîjums, kura mçríis bija novçrtçt lîdz tam iegûtos rezultâtus un

noteikt medicînâ tik svarîgo vesela cilvçka íermeòa temperatûras augðçjo kritisko robeþu.

Dati atrodami Mackowiak, Wasserman, un Levine darbâ [18], un tie satur mçrîjumus

(Fârenheita grâdos) par 130 pacientiem, no kuriem 65 bija sievietes un tieði tikpat daudz

vîrieðu. Ðie autori ne tikai pierâdîja savas aizdomas, ka augðçjâ kritiskâ robeþa un vidçjâ

íermeòa temperatûra ir zemâka, bet arî novçroja, ka sievietçm vidçji ir nedaudz augstâka

normâla íermeòa temperatûra nekâ vîrieðiem.

No dotâ novçrojuma mums ir zinâms, ka P (Xi ≤ x) = F (x) un P (Yi ≤ x) = F (x −

∆), kur Xi,. . . ,Xn satur datus par vîrieðiem, bet Y1,. . . ,Ym par sievietçm. Atrodam HL

lokâcijas novçrtçjumu un tas ir ∆̂ = −0.3, kas liecina, ka sievietçm íermeòa temperatûra

ir vidçji par 0.3 Fâreinheita grâdiem augstâka nekâ vîrieðiem.

Tâlâk veiksim nepiecieðamos aprçíinus, lai novçrtçtu σ2. 3. attçlâ redzama histogram-

ma vîrieðu íermeòa temperatûras mçrîjumiem un kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums f̂

traucçjoðajam parametram f . Ar EL metodi iegûstam θ̂ = 0.378 un 95% ticamîbas inter-

vâlu [0.311, 0.426] parametram θ0. 4. attçlâ redzama EL metodes statistika−2 lnEL(θ, f̂),

kas noðíelta ar 4χ2
1 0.95-to kvantili.
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Ievçrosim, ka mûsu piemçrâ n = m, tâpçc γ novçrtçsim ar 0.5, pieòemot, ka apskatâm

tikai datus ar vienâdiem apjomiem. Iegûstam σ̂2 = 2.33, un 95% ticamîbas intervâlu

[−0.611, 0.011]. Salîdzinâðanai izmantosim t-testu divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai.

Rezultâtâ iegûstam X̄− Ȳ = −0.289 un ticamîbas intervâlu [−0.54,−0.04], kas ir ðaurâks

nekâ ar EL metodi iegûtais intervâls. t-tests strâdâ ïoti labi, tâ kâ dati nesatur izlçcç-

jus, jo cilvçka íermeòa temperatûra var svârstîties tikai noteiktâ amplitûdâ, tâpçc bûtu

interesanti salîdzinât rezultâtus datiem ar lielu izlçcçju klâtbûtni.
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3. att. Histogramma un kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums f̂ izlasei X1,. . . ,Xn
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4. att. EL statistika θ un 95% ticamîbas intervâls parametram θ0
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3.2. Neparametriskâs regresijas atlikumu sadalîjumi

Regresija ir viena no statistikas centrâlajâm problçmâm. Joprojâm ïoti populârs un

bieþi sastopams ir lineârais regresijas modelis, kurâ tiek pieòemts, ka regresijas atlikumi

ir normâli sadalîti. Tomçr ir gadîjumi, kad statistiíiem nâkas saskarties ar eksperimentu

rezultâtiem, kuros normalitâtes pieòçmums atlikumiem var nebût spçkâ. Daudzi autori

uzsver, ka pirms lineârâ modeïa pielâgoðanas, lai cik pievilcîgs tas arî neðíistu, bûtu svarîgi

veikt hipotçþu pârbaudi par atlikumu sadalîjumu. Turklât, lietojot neparametriskâs reg-

resijas modeli, papildus zinâðanas par atlikumu sadalîjumu var tikai uzlabot statistiskâs

analîzes efektivitâti, piemçram, zinot, ka neparametriskâs regresijas modelis ar normâli

sadalîtiem atlikumiem ir asimptotiski ekvivalents Gausa baltâ trokðòa modelim (Brown

un Low, [19]), var veikt daþâdus papildus testus.

Atlikumu sadalîjuma novçrtçðanai tiek piedâvâtas tâdas metodes kâ empîriskâ sada-

lîjuma funkcija (Akritas un Van Keilegom, [20]), butstraps (Neumeyer, Dette un Nagel,

[21]), empîriskie procesi (Khmaladze un Koul, [22]) u.c., savukârt Hjort, McKeague un

Van Keilegom [1] piedâvâ novçrtçt atlikumu sadalîjuma funkciju ar empîriskâs ticamîbas

funkcijas metodi.

Pieòemsim, ka doti datu pâri (X1, Y1),. . . ,(Xn, Yn) iid. Aplûkosim neparametriskâs

regresijas modeli

Y = µ(X) + ε,

kur X un ε ir neatkarîgi, ε sadalîjuma funkcija Fε nav zinâma, un µ(·) ir nezinâma

regresijas funkcija. Kâ jau iepriekð tika minçts, interesçjoðais parametrs ir θ0 = Fε(z) ∈

(0, 1) kâdâ fiksçtâ punktâ z. Ieviesîsim tâdus paðus pieòçmumumus kâ Akritas un Van

Keilegom publikâcijâ [20] - Fε ir nepârtraukta, µ(·) ir gluda funkcija, un X ir ierobeþota.

Vienkârðîbai ierobeþosim X intervâlâ (0, 1).

Par novçrtçjoðo funkciju izvçlamies

m(X, Y, θ, µ) = I{Y−µ(X)≤z} − θ,

kur regresijas funkcija µ ir traucçjoðais parametrs un tâ novçrtçðanai izmantosim popu-

lâro Nadaraya-Watson novçrtçjumu µ̂(x) =
∑n

i=1Wn,i(x; bn)Yi, kur svari Wn,i(x; bn) =

kb,x(Xi)/
∑n

j=1 kb,x(Xj), un kb,x(u) = b−1k((u− x)/b).
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Nosacîjumu pârbaude

Tâpat kâ iepriekð pârbaudîsim, vai funkcija m(X, Y, θ, µ) = I{Y−µ(X)≤z} − θ ir neno-

virzîta:

E(I{Y−µ(X)≤z} − θ0) = E(I{Y−µ(X)≤z})− Eθ0 = E(I{ε≤z})− θ0 = Fε(z)− θ0 = 0.

Tâlâk pârbaudîsim nosacîjumus (A0) - (A3), kas nepiecieðami, lai varçtu pielietot

Teorçmu 2 ticamîbas intervâlu konstruçðanai. Pirmkârt (A1) seko no θ̂ = n−1
∑n

i=1 I{ε̂i≤z},

kur ε̂i = Yi− µ̂(Xi), asimptotiskâs normalitâtes, kas aprakstîta [20]:
√
n{F̂ε(z)−Fε(z)} =

n−1/2
∑n

i=1m(Xi, Yi, θ0, µ̂)→d N(0, V1), kur

V1 = E(I{ε≤z} − Fε(z) + ϕ(X, Y, z))2,

kur

ϕ(x, y, z) = −fε(z)

∫
(I{y≤v} − F (v|x))J(F (v|x))(1 + zv − zµ(x))dv,

kur J(s) zinâma skores score funkcija, kas apmierina
∫ 1

0
J(s)ds = 1, un F (·|x) ir nosacîtâ

sadalîjuma funkcija.

Nosacîjums (A2) ir spçkâ ar V2 = θ0(1 − θ0), ja 0 < θ0 < 1. Arî (A3) izpildâs, tâ kâ

funkcija
√
nmn ir vienmçrîgi ierobeþota ar 1. Visbeidzot, (A0) ir tûlîtçjas sekas no fakta,

ka P{Y − µ̂(X) ≤ z} konverìç uz Fε(z), kas seko no Teilora izvirzîjuma un µ̂ vienmçrîgâs

nepârtrauktîbas. Tâ kâ Fε(z) ir strikti ierobeþots (0, 1), tad

P{∃ 1 ≤ i, j ≤ n : Yi − µ̂(Xi) ≤ z un Yj − µ̂(Xj) > z} → 1,

kas apstiprina (A0).

Tagad atliek novçrtçt V1 un V2. Ievçrosim, ka V̂2 = θ̂(1− θ̂) ir V2 bûtisks novçrtçjums,

taèu acîmredzami, ka novçrtçt V1 ir daudz sareþìîtâk. Ðî iemesla dçï tiks izmantots

butstrapots sadalîjums, lai aproksimçtu U .

Visbeidzot 100(1 − α)% ticamîbas intervâls parametram θ0 = Fε(z) ir formâ {θ :

−2 lnELn(θ, µ) ≥ e1−α}, kur e1−α ir 100(1− α) kvantile sadalîjumam

n
(
n−1

∑n
i=1 I{Y ∗

i −µ̂(X∗
i )≤z} − θ̂

)2

θ̂(1− θ̂)
, (3.1)

kur Y ∗i un X∗i butstrapotâs izlases elementi (skatît [1]).
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Piemçrs 7. Neparametriskâ regresija kosmiskâs radiâcijas datiem

Par visuma sâkumu parasti tiek uzskatîts \Lielais sprâdziens", kaut gan ir maldinoði

domât, ka tas notika tukðâ vietâ. Pirmatnçjais visums patiesîbâ bija karstâ, blîvâ stâvoklî,

un tikai kopð lielâ sprâdziena tas sâka atdzist un izplesties. Taèu lielâ sprâdziena paliekas

joprojâm ir pamanâmas un tiek sauktas par kosmisko mikroviïòu izcelsmes radiâciju.

Dati satur informâciju par visumu 13 bilionus gadu senâ pagâtnç (379 000 gadus pçc

Lielâ sprâdziena) un attçlo temperatûras svârstîbu intensitâti daþâdâs frekvencçs, kas

nodroðina kosmosa pçtniekus ar svarîgu informâciju par pirmatnçjo visumu.

Dati cmb atrodami [23], izmantosim tikai pirmos 400 novçrojumus, lai novçrtçtu reg-

resijas funkciju un atlikumu sadalîjumu, kâ arî konstruçtu ticamîbas intervâlu atlikumu

sadalîjuma funkcijas vçrtîbai punktâ z = 0. 5. attçlâ uz x ass attçlotas frekvences, bet

uz y ass attçlotas temperatûras svârstîbu intensitâtes, kâ arî Nadaraya-Watson nepara-

metriskâs regresijas funkcijas novçrtçjums.
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5. att. Nadaraya-Watson novçrtçjums regresijas funkcijai µ datiem cmb

6. attçlâ redzama histogramma 1000 reiþu butstrapotai statistikai, kas definçta (3.1),

z = 0, un, kâ redzams, χ2
1 blîvuma funkcija labi aproksimç histogrammu butstrapotajai

izlasei. Punktâ z = 0 interesçjoðâ parametra θ0 = Fε(0) novçrtçjums ir θ̂ = 0.546 un

95% ticamîbas intervâls [0.504, 0.588], kvantile butstrapotajam sadalîjumam e95 = 3.287.

Iegûtos rezultâtus varam salîdzinât ar butstrapa 95% ticamîbas intervâlu [0.534, 0.586],

kas ir nedaudz novirzîts pa labi, taèu mazliet ðaurâks nekâ ar EL metodi iegûtais. Tâlâk
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konstruçsim sadalîjuma funkcijas novçrtçjumu ar EL metodi visos punktos, lai varçtu

izdarît secinâjumus par sadalîjuma likumu.
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6. att. Bootstrapotais sadalîjums statistikai (3.1) datiem cmb, χ2
1 blîvuma funkcija

7. attçlâ grafikâ (1) redzami neparametriskâs regresijas atlikumi ε̂i, savukârt grafikâ

(2) attçlota atlikumu histogramma ar pievienotu normâlâ sadalîjuma ar novçrtçtu vidçjo

vçrtîbu µ̂ = −12.072 un dispersiju σ̂2 = 181992.3 blîvuma funkciju, savukârt grafikâ (3)

redzams kvantiïu-kvantiïu grafiks atlikumiem pret teorçtiskajâm normâlâ sadalîjuma ar

novçrtçtiem parametriem µ̂ un σ̂2 kvantilçm. Grafikâ (4) attçlots atlikumu sadalîjuma

funkcijas novçrtçjums ar EL metodi zaïâ krâsâ un pievienota normâlâ sadalîjuma funkcija

ar vidçjo vçrtîbu µ̂ un dispersiju σ̂2 sarkanâ krâsâ, kâ arî atlikumu empîriskâ sadalîjuma

funkcija melnâ krâsâ. No 7. attçla grafika (4) atlikumiem varçtu bût N(µ̂, σ̂2) sadalî-

jums, lai arî histogrammâ redzamas novirzes no normâlâ sadalîjuma blîvuma funkcijas,

tâpçc pielietosim programmâ R iebûvçtâs komandas lillie.test un shapiro.test, lai

pârbaudîtu saliktu hipotçzi par neparametriskâs regesijas atlikumu normalitâti. Lillie-

fora teta statistikas vçrtîba ir D = 0.062 un p-vçrtîba ir 0.000856, kâ arî Ðapiro-Vilksa

testa statistikas vçrtîba W = 0.9869 un p-vçrtîba ir 0.001146. Tâtad skaidrs, ka mums

ir jânoraida nulles hipotçze, ka regresijas atlikumiem varçtu bût normâlais sadalîjums

N(µ̂, σ̂2).
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7. att.: (1) Neparametriskâs regresijas atlikumi datiem cmb, (2) Histogramma atlikumiem

un N(µ̂, σ̂2) blîvuma funkcija, (3) Q-Q grafiks atlikumiem pret N(µ̂, σ̂2) teorçtiskajâm

kvantilçm, (4) Atlikumu sadalîjuma funkcijas novçrtçjums ar EL metodi (zaïâ krâsa),

atlikumu empîriskâ sadalîjuma funkcija (melnâ krâsâ) un N(µ̂, σ̂2) sadalîjuma funkcija

(sarkanâ krâsâ); µ̂ ir novçrtçta atlikumu vidçjâ vçrtîba, σ̂2 ir novçrtçta atlikumu dispersija
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4. EL metodes ar novçrtçtiem parametriem pielieto-

jumi divu izlaðu gadîjumâ

Kâ jau tika minçts empîriskâs ticamîbas funkcijas metodei ir vairâki zinâmi pielie-

tojumi, kâ piemçram kvantiïu funkciju starpîbâm, P-P un Q-Q grafikiem, ROC lîknçm,

savukârt pagaidâm ir ïoti maz pielietojumu EL metodei ar novçrtçtiem parametriem,

turklât, ja traucçjoðais parametrs h ir ar galîgu dimensiju un novçrtçjoðâs funkcijas ir

diferencçjamas, tad ticamîbas intervâlus var konstruçt, balstoties uz pamata empîriskâs

ticamîbas funkcijas teoriju.

Viens no zinâmajiem EL metodes ar novçrtçtiem parametriem pielietojumiem ir struk-

turâlo attiecîbu modeïiem, kad jânovçrtç galîgdimensionâls traucçjoðais parametrs h, ðo

problemâtiku apskatîsim 4.1. nodaïâ un pielietosim arî trîs daþâdiem datu piemçriem.

4.2. nodaïâ apskatîsim divus citus piemçrus. Pirmajam no tiem praktisks pielietojums

nav zinâms, taèu, vadoties pçc lîdzîgas shçmas, iespçjams konstruçt divu izlaðu problçmu

no jebkuras zinâmas vienas izlases problçmas. savukârt otrs piemçrs ïoti jauns empîriskâs

ticamîbas funkcijas ar novçrtçtiem parametriem pielietojums gludo Hûbera novçrtçjumu

starpîbai, kura implementâcija ir ïoti sareþìîta, tâpçc joprojâm nav veikta.

4.1. Strukturâlo attiecîbu modeïi

Strukturâlo attiecîbu modeïi sevî iekïauj labâk zinâmos lokâcijas-skalçðanas modeïus

(Hettmansperger, [24]) un Lçmaòa alternatîvu modeïus (Lehmann, [25]). Taèu vispârçjâ

formâ strukturâlo attiecîbu modeïus pirmo reizi 2005.gadâ savâ publikâcijâ aprakstîja

vâcu matemâtiíi Gudrun Freitag un Axel Munk [26].

Definîcija 5. Klasisks lokâcijas skalçðanas modelis divâm neatkarîgâm izlasçmX1, . . . , Xn

un Y1, . . . , Ym ar sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1 un F2 tiek definçts

F1(t) = F2

(
t− µ
σ

)
=: F2(t, h), t ∈ R (4.1)

kâdam parametram h = (µ, σ) un σ > 0.

Ðo paðu attiecîbu var izteikt arî ar kvantiïu funkcijâm

F−1
1 (u) = F−1

2 (u)σ + µ, u ∈ [0, 1]. (4.2)

Ja σ ≡ 1, tad starp izlasçm pastâv ðifta jeb lokâcijas modelis, savukârt pastâv tikai

skalçðanas modelis, ja µ ≡ 0.
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Definîcija 6. Divu neatkarîgu izlaðu X1, . . . , Xn un Y1, . . . , Ym sadalîjuma funkcijas F1

un F2 pieder Lçmaòa alternatîvu modelim, ja

F1(t) = 1− (1− F2(t))(1/h) =: F2(t, h), t ∈ R,

kur h > 0.

Atkal, izmantojot kvantiïu funkcijas, varam ðo attiecîbu definçt sekojoði

F−1
1 (u) = F−1

2 (1− (1− u)h), u ∈ [0, 1]. (4.3)

Ja starp dotâm izlasçm pastâv Lçmaòa alternatîvu modelis, tad ðîs izlases atbilst propor-

cionâlâ riska nosacîjumam, kas ir nozîmîgs un bieþi pielietots medicîniskajâ statistikâ un

izdzîvoðanas datu analîzç ([27]).

Divu izlaðu modeïi, tâdi kâ (4.2) un (4.3), kas ir izsakâmi ar kvantiïu funkcijâm, var

tikt pierakstîti kâ strukturâlo attiecîbu modeïi vispârçjâ formâ. Pieòemsim, ka divu iid

gadîjuma lielumu X un Y realizâciju sadalîjuma funkcijas F1 un F2 pieder kopai

F2 := {F : F ir sadalîjuma funkcija un
∫
t2dF (t) <∞}.

Definîcija 7. [26] Pieòemsim, ka H ⊆ Rl un φ1 : R × H → R, φ2 : [0, 1] × H → [0, 1].

Funkcijas F1 un F2 ir saistîtas ar strukturâlu attiecîbu, kuru veido φ1 un φ2, ja (F1, F2) ∈

Uφ1,φ2 =: U , kur modeïu klase U tiek definçta kâ

U := {(F1, F2) ∈ F2 ×F2 | ∃h ∈ H : F1(φ1(F−1
2 (φ2(u, h))), h), u ∈ [0, 1]}.

Strukturâlo attiecîbu var izteikt arî, kvantiïu funkciju vietâ lietojot sadalîjuma funkcijas,

F1(t) = φ−2 (F2(φ−1 (t, h)), h) =: F2(t, h),

kur φ−1 un φ−2 attiecîgi φ1 un φ2 inversâs funkcijas.

Piezîme 8. No strukturâlo attiecîbu modeïu definîcijas vispârçjâ formâ viegli iegût ie-

priekð definçto lokâcijas-skalçðans modeli, izvçloties φ1(t, (µ, σ)T ) = µ + σt un φ2 ≡ u.

Savukârt, Lçmaòa alternatîvu modeli, var iegût, izvçloties φ1(t, h) ≡ t un φ2(u, h) =

1− (1− u)h.

Lai novçrtçtu parametru h, var tikt izmantots Mallova attâlums, kas sîkâk apskatîts

[28]. Vispârîgâ gadîjumâ strukturâlo attiecîbu modelim teorçtiskais parametrs h0 tiek

aprçíinâts kâ

h0 = argminh∈H

{
1

b− a

∫ b

a

F−1
1 (u)− φ1(F−1

2 (φ2(u, h)))2du

}
,
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parametra h novçrtçjumu ĥ iegûst, aizvietojot sadalîjuma funkcijas ar empîriskajâm sa-

dalîjuma funkcijâm.

Ticamîbas intervâli ar EL metodi

Konstruçsim ticamîbas intervâlus interesçjoðajam parametram

∆ := ∆(t) = F1(φ1(F−1
2 (φ2(t, h)), h)). (4.4)

(4.4) var tikt uzskatîts arî par P-P grafika vispârinâjumu. Ðajâ gadîjumâ novçrtçjoðâs

funkcijas ir formâ

m1(X, θ0,∆, t, ĥ) = I{X≤θ0} −∆,

m2(Y, θ0,∆, t, ĥ) = I{Y≤φ−1 (θ0,ĥ)} − φ2(t, ĥ),

kur θ0 = φ1(F−1
2 (φ2(t, ĥ)), ĥ) un galîgdimensionâlâ traucçjoðâ parametra h novçrtçjums ĥ

tiek atrasts ar Mallova attâluma palîdzîbu.

Valeinis (2007,[2]) pierâdîja, ka pieòçmumi (B0) - (B4) ir spçkâ strukturâlo attiecîbu

modeïiem ar

V1 = V2 = ∆(1−∆)

un

T1 = T2 = φ2(t, h0)(1− φ2(t, h0)),

tâdçjâdi −2 lnEL(∆, θ̂, t, ĥ)→d χ
2
1.

Piezîme 9. Lokâcijas skalçðanas modeïiem novçrtçjoðâs funkcijas ir

m1(X, θ,∆, t, ĥ) = I{X≤θ} −∆,

m2(Y, θ,∆, t, ĥ) = I{Y≤(t−µ̂)/σ̂} − t,

kur h = (µ, σ)T , µ̂ lokâcijas parametra novçrtçjums, savukârt σ̂ skalçðanas parametra

novçrtçjums.

Turklât, lai pielietotu EL metodi praktiski, novçrtçjoðâs funkcijas nepiecieðams noglu-

dinât

m̃1(X, θ,∆, t, ĥ) = Hb1(θ −X)−∆,

m̃2(Y, θ,∆, t, ĥ) = Hb2(θ − ĥ− Y )− t,

kur Hb(t) =
∫
u≤tK(u)du un K ir kâda kodola funkcija ar joslas platumu b [29].
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Datu piemçri

Ðeit apskatîsim trîs reâlu datu piemçrus, kas atbilst lokâcijas-skalçðanas modeïiem.

Pârbaudîsim gan vienkârðas hipotçzes par datu sadalîjuma likuma vienâdîbu, t.i., kad

µ = 0 un σ = 1, gan saliktas hipotçzes ar novçrtçtiem lokâcijas un skalçðanas parametriem.

Konstruçsim 95% vienlaicîgâs ticamîbas joslas ar empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi

divu izlaðu problçmâm, izmantojot programmas R kodu, kuru izstrâdâja un implementçja

J. Valeinis un E. Cers [3]. H0 tiks noraidîta, ja ticamîbas joslas kaut vienâ punktâ

neiekïaus taisni y = x.

Piemçrs 8. Sudraba nitrâta ietekme uz nokriðòu daudzumu

1975. gadâ tika veikts eksperiments, kura laikâ 26 nejauði izvçlçtus mâkoòus apsçja

ar sudraba nitrâtu. Dati clouds satur nokriðòu daudzuma mçrîjumus no apsçtajiem un

26 neapsçtiem mâkoòiem, un ir atrodami [23]. Pârbaudîsim, vai starp izlasçm pastâv

lokâcijas-skalçðanas modelis, konstruçjot P-P grafiku un ticamîbas joslas ar EL metodi,

lai secinâtu, vai mâkoòu apsçðana ar sudraba nitrâtu var ietekmçt nokriðòu daudzuma

palielinâðanos.
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8. att. (1) H0 : µ = 0, σ = 1, (2) H0 : µ = −18.09, σ = 0.413

8. attçlâ redzams P-P grafiks abâm izlasçm ar 95% EL ticamîbas joslâm un P-P grafiks

neapsçtajiem mâkoòiem pret modificçtu apsçto mâkoòu izlasi formâ σ̂Yi + µ̂, kur Yi ir

apsçto mâkoòu izlases elementi. Kâ redzams 8. attçlâ pirmajâ grafikâ, noraidâm hipotçzi,

ka abâm izlasçm sadalîjuma likumi ir vienâdi. Novçrtçsim lokâcijas parametru µ̂ = −18.09
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un skalçðanas parametru σ̂ = 0.413. 8. attçlâ otrajâ grafikâ, redzams, ka nevar noraidît

hipotçzi, ka izlases pieder lokâcijas-skalçðanas modelim, respektîvi, F1(x) = F2(x+18.09
0.413

),

kur F1 ir neapsçto mâkoòu sadalîjuma funkcija, bet F2 apsçto mâkoòu sadalîjuma funkcija.

Varam secinât, ka mâkoòu apsçðana ar sudraba nitrâtu palielina nokriðòu daudzumu no

katra apsçtâ mâkoòa.

Piemçrs 9. Peïu leikçmijas dati

1979. gadâ veikta pçtîjuma laikâ tika iegûti dati, kas satur dzîves ilgumus pelçm, sirg-

stoðâm ar aizkrûts dziedzera leikçmiju. Dati atrodami [30]. Zhang un Li (1996,[31]) savâ

publikâcijâ raksta, ka, pielietojot Vilkoksona testu ðiem paðiem datiem, neizdodas uzrâdît

atðíirîbas starp izdzîvoðanas sadalîjuma funkcijâm 40 sievieðu un 36 vîrieðu kârtas pelçm,

kas sirgst ar aizkrûts dziedzera leikçmiju. Autori to skaidro ar testa zemo jûtîgumu atklât

atðíirîbas sadalîjuma funkcijâs, kas vienlaicîgi atbilst gan lokâcijas, gan skalçðanas mode-

lim, tâpçc, lîdzîgi kâ iepriekðçjâ piemçrâ, konstruçsim P-P grafiku izlasçm un ticamîbas

joslas ar EL metodi.
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9. att. (1) H0 : µ = 0, σ = 1, (2) H0 : µ = 101.192, σ = 0.773

Lîdzîgi kâ iepriekðçjâ piemçrâ pârbaudîsim, vai sievieðu kârtas un vîrieðu kârtas pelçm

ar leikçmiju ir atðíirîgas izdzîvoðanas sadalîjuma funkcijas. 9. attçlâ pirmajâ grafikâ re-

dzams,ka tomçr jânoraida hipotçzi par abu dzimumu peïu sadalîjuma likumu vienâdîbu.

Lokâcijas parametra novçrtçjums ir µ̂ = 101.192 un skalçðanas parametra novçrtçjums ir

σ̂ = 0.773. 9. attçlâ otrajâ grafikâ, redzams, ka nenoraidâm hipotçzi, ka izlases pieder

lokâcijas-skalçðanas modelim - F1(x) = F2(x+101.192
0.773

), kur F1 ir vîrieðu kârtas peïu izdzîvo-
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ðanas sadalîjuma funkcija, bet F2 sievieðu kârtas peïu izdzîvoðanas sadalîjuma funkcija.

Varam secinât, ka izdzîvoðanas sadalîjuma funkcijas abu dzimumu pelçm atðíiras.

Piemçrs 10. Normâla íermeòa temperatûra

Atgriezîsimies pie 3.1. nodaïâ apskatîtâ piemçra par veselu cilvçku normâlas íermeòa

temperatûras mçrîjumiem. Ðajâ piemçrâ pârbaudîsim, vai izlases pieder lokâcijas mode-

lim, pieòemot, ka skalçðanas parametrs σ = 1.
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10. att. (1) H0 : µ = 0, σ = 1, (2) H0 : µ = −0.289, σ = 1

10. attçlâ redzams, ka atkal noraidâm hipotçzi par sadalîjumu likumu vienâdîbu, bet

hipotçzi, ka pastâv lokâcijas modelis ar µ̂ = −0.289 noraidît nevaram. Tas apstiprina

jau iepriekð iegûtos rezultâtus ar Hodþes-Lçmana novçrtçjumu, ka sievietçm íermeòa

temperatûra ir vidçji par aptuveni 0.3 Fârenheita grâdiem augstâka nekâ vîrieðiem.

4.2. Citi piemçri

Divu blîvuma funkciju integrâïu starpîba

Ðajâ nodaïâ konstruçsim piemçru divu izlaðu problçmai, kuram varçtu pielietot empî-

riskâs ticamîbas funkcijas metodi ar novçrtçtiem traucçjoðiem parametriem. Balstîsimies

uz vienas izlases problçmu, kuru apskatîjâm 3.1. nodaïâ, t.i., par Hodþes-Lçmana asim-

ptotiskâs dispersijas novçrtçjumu. Tâ kâ ðim piemçram nav praktiska pielietojuma, tas ir

samçrâ nenoderîgs, bet, sekojot ðeit apskatîtajai konstrukcijai, lîdzîgâ veidâ ir iespçjams
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konstruçt jebkuru citu divu izlaðu problçmu, kurai pamatâ ir kâda vienas izlases problçma

EL metodei ar novçrtçtiem parametriem.

Pieòemsim, ka mums ir divas izlasesX1,. . . ,Xn ∼ F1 un Y1,. . . ,Ym ∼ F2. Interesçsimies

par parametru ∆, kas ir divu izlaðu blîvuma funkciju kvadrâtu integrâïu starpîba

∆ =

∫
f 2

2 (y)dy −
∫
f 2

1 (x)dx,

un iegûstam novçrtçjoðâs funkcijas formâ

m1(X, θ0,∆) = f1(X)− θ0 un m2(Y, θ,∆) = f2(Y )− θ0 −∆,

kur θ0 =
∫
f 2

1 (x)dx un traucçjoðie parametri ir f1 un f2, kuru novçrtçðanai izmantosim

neparametrisko kodolu blîvuma novçrtçjumu tâpat kâ 3.1.

f̂1(x) = n−1

n∑
i=1

kb(Xi − x) un f̂2(x) = m−1

m∑
j=1

kb(Yj − x),

kur kb(·) = k(·/b)/b un b ir joslas platums.

Gludu Hûbera novçrtçjumu starpîba

Huber [32] 1964. gadâ ieviesa Hûbera lokâcijas parametra novçrtçjumu, kas pieder

robustoM -novçrtçjumu klasei. Kâ zinâms, robustâs statistikas metodes ir labi piemçrotas

datiem, kas satur lielu skaitu izlçcçju, un tradicionâlâs metodes ðâdos gadîjumos dod ïoti

sliktus rezultâtus. Tâ piemçram, izlases vidçjâ vçrtîba var tikt nozîmîgi ietekmçta pat ar

vienu izlçcçju, savukârt mediâna, kas ir robusts novçrtçjums, netiek bûtiski ietekmçta pat

ar vairâku izlçcçju klâtbûtni.

Lai apskatîtu Hûbera novçrtçjumu, vispirms definçsim M -novçrtçjumu. Pieòemsim,

ka X1,. . . ,Xn iid ar sadalîjuma funkciju F .

Definîcija 8. M -novçrtçjums ir statistiskais funkcionâlis Tn, kas noteiktai funkcijai ρ

minimizç
n∑
i=1

ρ(Xi, t) =

∫
ρ(x, t)dFn,

kur Fn ir empîriskâ sadalîjuma funkcija.

Ja ρ ir diferencçjama pçc t, tad
∑n

i=1 ρ(Xi, t) minimizç vienâdojuma
∑n

i=1 ψ(Xi, t) = 0

sakne, kur ψ(x, t) = ∂ρ(x, t)/∂t. Savukârt Huber [32] piedâvâja ψ vietâ lietot

ψ(x, t) = ψ0(x− t),
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kur

ψ0(z) =


c, z ≥ c

z, |z| < c

−c, z ≤ −c.

Ievçrosim, ka, ja c→∞, tad ψ0 iegûstam kâ vidçjo vçrtîbu, savukârt, ja c→ 0, iegûstam

mediânu. Hampel, Henning un Roncheti [33] 2011. gadâ definçja gludinâðanas principu

M -novçrtçjumiem un parâdîja, ka gludinâðana uzlabo rezultâtus.

Tâlâk definçsim empîriskâs ticamîbas funkcijas metodi gludu Hûbera novçrtçjumu ψ̃

(skatît [33]) starpîbai, lai konstruçtu ticamîbas intervâlus. Pieòemsim, ka ir dotas divas iid

izlases X1,. . . ,Xn un Y1,. . . ,Ym ar sadalîjuma funkcijâm attiecîgi F1 un F2. Interesçjoðais

parametrs ir ∆ = θ1 − θ0. Tad novçrtçjoðâs funkcijas ir formâ

m1(Xi, θ0,∆) = ψ̃

(
Xi − θ0

σ̂1

)

m2(Yi, θ0,∆) = ψ̃

(
Yi −∆ + θ0

σ̂2

)
,

kur σ1 un σ2 ir traucçjoðie parametri, kurus nepiecieðams novçrtçt.

Kâ jau tika minçts, ðis pielietojums ir pavisam jauns, un pie tâ joprojâm strâdâ Va-

leinis, Vçliòa un Luta, bet lîdz ar tâ implementâciju tiks pavçrtas plaðâkas empîriskâs

ticamîbas funkcijas metodes ar novçrtçtiem parametriem pielietoðanas iespçjas.
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Secinâjumi

Darbâ apskatîtâ empîriskâs ticamîbas funkcijas metode ir ïoti vienkârða pçc bûtîbas,

taèu konkurçtspçjîga ar parametriskajâm metodçm, it îpaði gadîjumos, kad ir dotas sa-

mçrâ nelielas izlases vai arî to teorçtiskais sadalîjums ir grûti nosakâms. EL metode ar

novçrtçtiem parametriem paplaðina empîriskâs ticamîbas funkcijas metodes pielietoðanas

iespçjas gan vienas, gan divu izlaðu problçmâm.

Vienas izlases gadîjumâ apskatîti divi piemçri, no kuriem pirmais attiecâs uz Hodþes-

Lçmana lokâcijas novçrtçjuma asimptotiskâs dispersijas novçrtçðanu, lai konstruçtu tica-

mîbas intervâlu. Ticamîbas intervâls tika salîdzinâts ar t-testa rezultâtiem, un ir iespçjams

secinât, ka EL metode ar novçrtçtiem parametriem strâdâ labi, lai gan bûtu interesanti

ðo paðu pieeju pielietot datiem ar lielu skaitu izlçcçju, lai òemtu vçrâ Hodþes-Lçmana

novçrtçjuma robustîbu. Savukârt otrâ piemçrâ tika apskatîta neparametriskâs regresijas

atlikumu sadalîjuma funkcijas novçrtçðana, un rezultâti salîdzinâti ar butstrapa metodes

rezultâtiem fiksçtâ punktâ. Arî ðajâ piemçrâ EL strâdâ labi. Turpmâk bûtu nepiecie-

ðams lîdzîgâ veidâ apskatît pielietojumus izdzîvoðanas datu analîzç, jo, kâ zinâms, tâ ir

viena no plaðâkajâm empîriskâs ticamîbas funkcijas ar un bez novçrtçtiem parametriem

pielietojumu klasçm.

Diemþçl divu izlaðu problçmai ir zinâms ïoti maz EL metodes ar novçrtçtiem paramet-

riem pielietojumu, iespçjams, tâpçc ka ðî metode ir diezgan jauna un vçl maz pielietota.

Taèu tika atrasti reâlu datu piemçri strukturâlo attiecîbu modeïiem, kuriem tika kons-

truçtas 95% ticamîbas joslas ar EL metodi programmâ R, pielietojot J.Valeiòa un E.Cera

izstrâdâto programmas kodu [3]. Tika apskatîti piemçri lokâcijas-skalçðanas modeïu klasei

un veiktas hipotçþu pârbaudes par datu sadalîjumu likumiem.

Ir arî zinâmi pavisam jauni rezultâti EL metodes ar novçrtçtiem parametriem pielie-

tojumiem robustajâ statistikâ, taèu ðajâ darbâ tam pieskârâmies tikai nedaudz, jo vçl nav

pieejamas nevienas publikâcijas par ðo tçmu. Tâ kâ EL metode plaði tiek pielitota nesen,

tad gaidâmi ne tikai metodes uzlabojumi, kurus veicot, EL bûtu vçl spçcîgâks konkurents

parametriskajâm metodçm, bet arî plaðâkas pielietoðanas iespçjas divu izlaðu problçmâm,

kas arî varçtu bût ðî darba turpinâjums.

33



Izmantotâ literatûra un avoti

[1] N.L. Hjort, I.W. McKeague, and I. Van Keilegom. Extending the scope of empirical

likelihood. Ann. Statist, 37(3):1079{1111, 2009.

[2] J. Valeinis. Confidence bands for structural relationship models. PhD thesis, Nieder-

sachsische Staats-und Universitatsbibliothek Gottingen, 2007.

[3] J. Valeinis and E. Cers. Extending the two-sample empirical likelihood method.

Preprint. 2011.

[4] A. Owen. Empirical likelihood ratio confidence regions. The Annals of Statistics,

18(1):90{120, 1990.

[5] A.B. Owen. Empirical likelihood. CRC press, 2001.

[6] D.R. Thomas and G.L. Grunkemeier. Confidence interval estimation of survival

probabilities for censored data. Journal of the American Statistical Association,

pages 865{871, 1975.

[7] J. Qin and J. Lawless. Empirical likelihood and general estimating equations. The

Annals of Statistics, 22(1):300{325, 1994.

[8] Y.S. Qin and L.C. Zhao. Empirical likelihood ratio confidence intervals for various

differences of two populations. Systems Sci Math Sci, 13:23{30, 2000.

[9] G. Qin and B.Y. Jing. Empirical likelihood for censored linear regression. Scandina-

vian journal of statistics, 28(4):661{673, 2001.

[10] Q.H. Wang and B.Y. Jing. Empirical likelihood for a class of functionals of survival

distribution with censored data. Annals of the Institute of Statistical Mathematics,

53(3):517{527, 2001.

[11] R.J. Serfling. Approximation theorems of mathematical statistics. New York, 1980.

34



[12] N. Christianini and S.J. Taylor. An introduction to support vector machines (and

othre kernel-based learning methods). 2000.

[13] J.L. Hodges Jr and E.L. Lehmann. Estimates of location based on rank tests. The

Annals of Mathematical Statistics, 34(2):598{611, 1963.

[14] E.L. Lehmann and G. Casella. Theory of point estimation. Springer Verlag, 1998.

[15] N. Inagaki. The asymptotic representation of the Hodges-Lehmann estimator based

on Wilcoxon two-sample statistic. Annals of the Institute of Statistical Mathematics,

25(1):457{466, 1973.

[16] N.L. Hjort and U. I Oslo. Towards semiparametric bandwidth selectors for kernel

density estimators. Department of Mathematics, University of Oslo, 1999.

[17] B.W. Silverman. Weak and strong uniform consistency of the kernel estimate of a

density and its derivatives. The Annals of Statistics, 6(1):177{184, 1978.

[18] P.A. Mackowiak, S.S. Wasserman, and M.M. Levine. A critical appraisal of 98.6 f, the

upper limit of the normal body temperature, and other legacies of carl reinhold august

wunderlich. JAMA: The Journal of the American Medical Association, 268(12):1578,

1992.

[19] L.D. Brown and M.G. Low. Asymptotic equivalence of nonparametric regression and

white noise. The Annals of Statistics, 24(6):2384{2398, 1996.

[20] M.G. Akritas and I. Van Keilegom. Non-parametric Estimation of the Residual

Distribution. Scandinavian Journal of Statistics, 28(3):549{567, 2001.

[21] N. Neumeyer, H. Dette, and E.R. Nagel. Bootstrap tests for the error distribution

in linear and nonparametric regression models. Australian & New Zealand Journal

of Statistics, 48(2):129{156, 2006.

[22] E.V. Khmaladze and H.L. Koul. Martingale transforms goodness-of-fit tests in re-

gression models. The Annals of Statistics, 32(3):995{1034, 2004.

[23] L. Wasserman. All of nonparametric statistics. Springer-Verlag New York Inc, 2006.

[24] T.P. Hettmansperger and J.W. McKean. Statistical inference based on ranks. Psy-

chometrika, 43(1):69{79, 1978.

35



[25] E.L. Lehmann. The power of rank tests. The Annals of Mathematical Statistics,

24(1):23{43, 1953.

[26] G. Freitag and A. Munk. On hadamard differentiability in k-sample semiparametric

models{with applications to the assessment of structural relationships. Journal of

multivariate analysis, 94(1):123{158, 2005.

[27] J.P. Klein and M.L. Moeschberger. Survival analysis: techniques for censored and

truncated data. Springer Verlag, 2003.

[28] G. Freitag. Validierung von Modellen in der Uberlebenszeitanalyse. PhD thesis,

Ruhr-Universitat Bochum, Universitatsbibliothek, 2000.

[29] S.X. Chen and P. Hall. Smoothed empirical likelihood confidence intervals for quan-

tiles. The Annals of Statistics, 21(3):1166{1181, 1993.

[30] J.D. Kalbfleisch, R.L. Prentice, and JD Kalbfleisch. The statistical analysis of failure

time data, volume 5. Wiley New York:, 1980.

[31] Z. Zhang and G. Li. A simple quantile approach to the two-sample location-scale

problem with random censorship. Journal of Nonparametric Statistics, 6(4):323{335,

1996.

[32] P.J. Huber. Robust estimation of a location parameter. The Annals of Mathematical

Statistics, 35(1):73{101, 1964.

[33] F. Hampel, C. Hennig, and E. Ronchetti. A smoothing principle for the huber and

other location m-estimators. Computational Statistics & Data Analysis, 55(1):324{

337, 2011.

36



1. Pielikums

Programmas R kods Owena teorçmas pârbaudei

R_FF<-c()

n<-100

mu<-0

for (k in 1:1000)

{

izl<-rnorm(n,0,1)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_l<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((izl-mu)/(1+lambda*(izl-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(izl-mu)))

R_FF[k]<--2*log(prod(n*p))

}

hist(R_FF,prob=TRUE,main="",xlab="-2ln EL",col="blue")

xx<-seq(0,12,by=0.01)

lines(xx,dchisq(xx,1),col="red",lwd=2)

Programmas R kods Hodþes-Lçmaòa lokâcijas novçrtçjumam

library(sm)

n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

b<-hcv(izl) #gludinosais parametrs
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###Atrast isto theta parametru

d<-function(x) dnorm(x)^2

theta0<-integrate(d,-5,5)

theta0

plot(X,Y)

help(plot)

###Butstrapa ticamibas intervali

theta1<-function(dati)

{

f00<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{

1/n/b*sum(dnorm((dati-x)/b))

}

f111<-Vectorize(f00)

d1<-function(x) f111(x)^2

integrate(d1,-5,5)$value

}

B<-1000

theta.boot<-replicate(B,theta1(sample(izl,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S^2

apak.rob.boot<-theta1(izl)-qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-theta1(izl)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

apak.rob.boot

aug.rob.boot

####Intervaali

R_FF<-function(theta)

{

f0<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{
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1/n/b*sum(dnorm((izl-x)/b))

}

f1<-Vectorize(f0)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(f1(izl))

lambda_l<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((f1(izl)-theta)/(1+lambda*(f1(izl)-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(f1(izl)-theta)))

-2*log(prod(n*p))

}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

r.ff<-seq(min(f1(izl))+0.099,max(f1(izl))-0.037,by=0.01)

plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="l",ylab="-2ln EL",

xlab="",lwd=2,ylim=c(-2,130),xlim=c(0.15,0.41))

abline(h=4*qchisq(0.95,1),lwd=2,col="red")

R_FF3<-function(theta)
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{

R_FF3<-R_FF(theta)-4*qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize(R_FF3)

lines(r.ff,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline(h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(f1(izl))+0.1,

optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),max(f1(izl))))$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),

max(f1(izl))))$minimum,max(f1(izl))-0.01))$root

apak.rob

aug.rob

abline(v=0.28209,col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

EL<-optimize(R_FF,c(min(f1(izl)),max(f1(izl))))$minimum

EL #Neparametriskas ticamibas metodes novertejums

HL novçrtçjums datiem body temperature

####Ticamibas intervali Hodges Lehmann novertejumam

gamma<-0.5 ####length(dati1)/(length(dati1)+length(dati2))

hl<-matrix(0,n,n)

for (i in 1:n)

{

for (j in 1:n)

{

hl[i,j]<-dati1[i]-dati2[j]

}

}
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hl.nov<-median(hl)

hl.nov

dati2.nov<-dati2-hl.nov

mean(dati1)-mean(dati2)

sigma<-1/(12*gamma*(1-gamma)*EL^2)

sigma

apak.rob.hl<-hl.nov-qnorm(0.95)*sqrt(sigma)/sqrt(n)

aug.rob.hl<-hl.nov+qnorm(0.95)*sqrt(sigma)/sqrt(n)

apak.rob.hl

aug.rob.hl

mean(dati1)-mean(dati2)

t.test(dati1,dati2)$conf.int

> apak.rob.hl

[1] -0.6114009

> aug.rob.hl

[1] 0.01140088

>

> mean(dati1)-mean(dati2)

Programmas R kods regresijas atlikumu sadalîjumiem

library(sm)

n<-100

X<-runif(n,0,1)

eps<-rnorm(n,0,0.1)

Y<-X^2+eps

scatterplot(X,Y)

pnorm(0,0,0.1)

###mu noveerteetais

41



b1<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{

sum((1/b1*dnorm((X-x)/b1))/sum(1/b1*dnorm((X-x)/b1))*Y)

}

mu1<-Vectorize(mu)

m<-seq(min(X),max(X),by=0.01)

plot(m,mu1(m),type="l",lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")

m1<-function(x) x^2

points(m,m1(m),type="l",lwd=2)

eps.nov<-Y-mu1(X)

z<-0

b2<-hcv(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)

{

lambda_l<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((H-theta)/(1+lambda*(H-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(H-theta)))

-2*log(prod(n*p))
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}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

r.ff<-seq(min(H)+0.1,max(H)-0.1,by=0.01)

plot(r.ff,R_FF2(r.ff),type="l",lwd=2,main="",

ylab="-2ln EL",xlab="",ylim=c(-5,120))

abline(h=qchisq(0.95,1),col="red",lwd=2)

R_FF3<-function(theta)

{

R_FF3<-R_FF(theta)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize(R_FF3)

lines(r.ff,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline(h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(H)+0.1,optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))

$minimum))$root

aug.rob<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))

$minimum,max(H)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

theta_nov<-optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))$minimum

theta_nov

###Butstrapa ticamibas intervali

z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{

k<-function(x)sum((1/b1*dnorm((t-x)/b1))

/sum(1/b1*dnorm((t-x)/b1))*v)

k1<-Vectorize(k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)
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for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+1

w/n

}

B<-1000

theta.boot<-replicate(B,mu(sample(X,replace=TRUE),

sample(Y,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S^2

apak.rob.boot<-mu(X,Y)-qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-mu(X,Y)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline(v=pnorm(0),col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

################Butstrapotais sadalijums

z<-0

theta.nov<-ecdf(eps.nov)(z)

for (k in 1:10000)

{

X.boot<-sample(X,replace=TRUE)

Y.boot<-c()

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:n)

if (X.boot[i]==X[j]) Y.boot[i]<-Y[j]

}

eps.nov.boot<-Y.boot-mu1(X.boot)

theta.nov.boot<-ecdf(eps.nov.boot)(z)

e[k]<-(n*(theta.nov.boot-theta.nov)^2)/(theta.nov*(1-theta.nov))
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}

hist(e,prob=TRUE,main="",ylab="",xlab="",col="2",ylim=c(0,0.8))

e.sort<-sort(e)

e.sort[9500]

l<-seq(0,12,by=0.1)

points(l,dchisq(l,1),type="l",lwd=2)

qchisq(0.95,1)

################Butstrapa ticamibas intervali

z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{

k<-function(x)sum((1/b1*dnorm((t-x)/b1))/sum(1/b1*dnorm((t-x)/b1))*v)

k1<-Vectorize(k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)

for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+1

w/n

}

B<-1000

theta.boot<-replicate(B,mu(sample(X,replace=TRUE),

sample(Y,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S^2

apak.rob.boot<-mu(X,Y)-qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-mu(X,Y)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)
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apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline(v=pnorm(0),col="gray")

abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

Datu piemers cmb

y.data<-read.table(file="CMB.txt",header=TRUE)[,2]

x.data<-read.table(file="CMB.txt",header=TRUE)[,1]

par(mfrow=c(1,2))

n<-length(x.data)

plot(x.data,y.data,cex=.7,xlab="",ylab="")

title(main=list('(1)',cex=1,font=1))

library(KernSmooth)

h<-dpill(x.data,y.data)

fit<-locpoly(x.data,y.data,bandwidth=h,degree=0)

lines(fit,lwd=1.5)

#ar 400 noverojumiem

xx.data<-c()

yy.data<-c()

for (i in 1:400){

xx.data[i]<-x.data[i]

yy.data[i]<-y.data[i] }

plot(xx.data,yy.data,cex=.7,xlab="",ylab="")

####EL atlikumu sadalijumiem neparametriskaja regresija

library(sm)

46



n<-length(xx.data)

X<-xx.data

Y<-yy.data

plot(X,Y,cex=.7)

###mu noveerteetais

b1<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{

sum((1/b1*dnorm((X-x)/b1))/sum(1/b1*dnorm((X-x)/b1))*Y)

}

mu1<-Vectorize(mu)

m<-seq(min(X),max(X),by=0.01)

points(m,mu1(m),type="l",lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")

eps.nov<-Y-mu1(X)

z<-0

for (i in 0:2300)

{

z<-i-1000

b2<-bw.nrd(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)
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{

lambda_l<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum((H-theta)/(1+lambda*(H-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="l")

lambda<-uniroot(f.lam2,c(lambda_l,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda*(H-theta)))

-2*log(prod(n*p))

}

R_FF2<-Vectorize(R_FF)

R_FF3<-function(theta)

{

R_FF3<-R_FF(theta)-4

}

apak.rob[i]<-uniroot(R_FF3,c(min(H)+0.001,optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))$minimum))$root

aug.rob[i]<-uniroot(R_FF3,c(optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))$minimum,max(H)-0.001))$root

theta_nov[i]<-optimize(R_FF,c(min(H),max(H)))$minimum

}

48



plot.ecdf(eps.nov,xlab="",lwd=1,cex=0.8,main="(4)",ylab="")

xx<-seq(-1000,1299,by=1)

points(xx,theta_nov,type="l",lwd=3,lty=1,xlab="",ylab="",main="(4)",col="green")

points(xx,pnorm(xx,mean(eps.nov),sd(eps.nov)),lwd=2,lty=2,ylab="",xlab="",type="l",col="red")

points(xx,apak.rob,type="l",col="red",lty="dashed")

points(xx,aug.rob,type="l",col="red",lty="dashed")

apak.rob[1000]

aug.rob[1000]

plot.ecdf(eps.nov)

################Butstrapotais sadalijums

z<--700

theta.nov<-ecdf(eps.nov)(z)

for (k in 1:1000)

{

X.boot<-sample(X,replace=TRUE)

Y.boot<-c()

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:n)

if (X.boot[i]==X[j]) Y.boot[i]<-Y[j]

}

eps.nov.boot<-Y.boot-mu1(X.boot)

theta.nov.boot<-ecdf(eps.nov.boot)(z)

e[k]<-(n*(theta.nov.boot-theta.nov)^2)/(theta.nov*(1-theta.nov))

}

hist(e,prob=TRUE,main="",ylab="",xlab="",col="2",ylim=c(0,0.8))

e.sort<-sort(e)
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e.sort[950]

l<-seq(0,12,by=0.1)

points(l,dchisq(l,1),type="l",lwd=2)

qchisq(0.95,1)

##########Atlikumu analize

hist(eps.nov,prob=TRUE,main="(2)",xlab="",ylab="",col="blue")

xx<-seq(-1500,1500,by=0.01)

lines(xx,dnorm(xx,mean(eps.nov),sd(eps.nov)),lwd=2)

qqnorm(eps.nov,main="(3)",xlab="",ylab="")

qqline(eps.nov)

shapiro.test(eps.nov)

library(nortest)

lillie.test(eps.nov)

plot(eps.nov,main="(1)",xlab="",ylab="")

atl<-read.table(file="atlikumi.txt")

EL divu izlaðu gadîjumâ

###Datu piemers clouds: location - scale modelis

par(mfrow=c(1,2))

dati<-read.table("clouds.txt",header=TRUE)

dati1<-dati$Unseeded_Clouds

dati2<-dati$Seeded_Clouds

x<-dati1

y<-dati2
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tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)

plot(tt,ecdf(dati1)(quantile(dati2,tt)),type="s",

xlab="",xlim=c(0,0.83),ylim=c(0,1),main="(1)",ylab="")

abline(0,1)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y^2)-mean(y)^2)

#s<-1 # location

m<-mean(x)-s*mean(y)

y.mod<-y*s+m

qqplot(x,y.mod,main="Clouds")

abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: clouds

tt <- seq(0.1, 0.7999, length=50)

plot(tt,ecdf(dati1)(quantile(dati2,tt)),type="s",ylim=c(0,1))

abline(0,1)

plot(tt,ecdf(x)(quantile(y.mod,tt)),type="s",

ylim=c(0,1),xlab="",main="(2)",ylab="")

abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, tt, type="pp", conf.level=0.95,

sim.conf.level=0.95)

lines(tt, zz$estim, xlab="", ylab="", main="P-P plot",

type='l',col="red")

lines(tt, zz$conf.int[1,], lty="dashed")

lines(tt, zz$conf.int[2,], lty="dashed")

lines(tt, zz$simult.conf.int[1,], lty="dotted")

lines(tt, zz$simult.conf.int[2,], lty="dotted")
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###Datu piemers body temperature: location - scale modelis

par(mfrow=c(1,2))

dati11<-read.table("body_temperature.txt",header=TRUE)

dati22<-read.table("body_temperature_female.txt",header=TRUE)

dati1<-dati11$temperature #Kermena t viriesiem

dati2<-dati22$temperature #Kermena t sievietem

x<-dati1

y<-dati2

tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)

plot(tt,ecdf(dati1)(quantile(dati2,tt)),

type="s",ylab="",xlab="",ylim=c(0,1),main="(1)")

abline(0,1)

plot(tt,ecdf(dati2)(quantile(dati1,tt)),type="s",

ylim=c(0,1),main="Body temperature")

abline(0,1)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y^2)-mean(y)^2)

s<-1 # location

m<-mean(x)-s*mean(y)

y.mod<-y*s+m

qqplot(y.mod,x,main="Body temperature")

abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: body temperature

tt <- seq(0.1, 0.86, length=50)

plot(tt,ecdf(dati1)(quantile(dati2,tt)),type="s",ylim=c(0,1))

abline(0,1)
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plot(tt,ecdf(x)(quantile(y.mod,tt)),type="s",

ylim=c(0,1),ylab="",xlab="",main="(2)")

abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, tt, type="pp", conf.level=0.95,

sim.conf.level=0.95)

lines(tt, zz$estim, xlab="", ylab="", main="P-P plot",

type='l',col="red")

lines(tt, zz$conf.int[1,], lty="dashed")

lines(tt, zz$conf.int[2,], lty="dashed")

lines(tt, zz$simult.conf.int[1,], lty="dotted")

lines(tt, zz$simult.conf.int[2,], lty="dotted")

###Datu piemers mice leukemia: location - scale modelis

par(mfrow=c(1,2))

dati11<-read.table("mice_leukemia_male.txt",header=TRUE)

dati22<-read.table("mice_leukemia_female.txt",header=TRUE)

dati1<-dati11$surv_time #Kermena t viriesiem

dati2<-dati22$surv_time #Kermena t sievietem

x<-dati1

y<-dati2

tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)

plot(tt,ecdf(dati1)(quantile(dati2,tt)),type="s",

ylab="",main="(1)",xlab="")

abline(0,1)

plot(tt,ecdf(dati2)(quantile(dati1,tt)),type="s",

ylim=c(0,1),main="Mice leukemia")

abline(0,1)
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#sigma sastavdalas un mu

a<-function(tt) as.vector(quantile(x,tt)*quantile(y,tt))

a1<-integrate(a,0.05,0.95,subdivisions=1000,abs.tol=0.001)$value

b<-function(tt) quantile(x,tt)

c1<-function(tt) quantile(y,tt)

bc1<-integrate(b,0.05,0.95)$value*integrate(c1,0.05,0.95)$value

d<-function(tt) quantile(y,tt)*quantile(y,tt)

d1<-integrate(d,0.05,0.95)$value

e<-integrate(c1,0.05,0.95)$value^2

sigma<-(a1-bc1)/(d1-e)

mu<-integrate(b,0.05,0.95)$value

-sigma*integrate(c1,0.05,0.95)$value

s<-sigma

m<-mu ### vai m<-mean(x)-s*mean(y)

y.mod<-y*s+m

plot(tt,ecdf(x)(quantile(y.mod,tt)),type="s",

main="Mice leukemia modified",ylab="")

abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: mice leukemia

xx <- seq(0.1, 0.9, by=0.01)

plot(tt,ecdf(x)(quantile(y.mod,tt)),type="s",

main="(2)",ylab="",xlab="")

abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, xx, type="pp",
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conf.level=0.95, sim.conf.level=0.95)

lines(xx, zz$estim, xlab="", ylab="",

main="P-P plot", type='l',col="red")

lines(xx, zz$conf.int[1,], lty="dashed")

lines(xx, zz$conf.int[2,], lty="dashed")

lines(xx, zz$simult.conf.int[1,], lty="dotted")

lines(xx, zz$simult.conf.int[2,], lty="dotted")
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