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Anotacija

Darbs veltits empiriskas ticamibas funkcijas metodei, kas ir viena no popularakajam
neparametriskas statistikas metodem. Galvenais uzsvars likts uz empiriskas ticamibas
funkcijas metodes visparinajumu, kas iegiits 2009.gada, lai atlautu traucéjoso parametru
klatbtitni novértejosajas funkcijas un noskaidrotu §is metodes robezsadalijumu, kad para-
metri tiek noverteti. Darba apskatita metode gan vienas izlases, gan divu izlasu gadijuma,
ko defingjis J.Valeinis [2] sava doktora disertacija, ka ari tiek piedavati dazadi metodes
pielietojumi. Empiriskas ticamibas funkcijas metode ar novértétiem parametriem vienas
izlases gadijuma implementeta datorprogramma R un teoretiskie rezultati pielietoti rea-
lu datu piemériem. Apskatiti ari piemeri divu izlasu gadijuma, izmantojot J.Valeina un

E.Cera [3] izstradato programmas R kodu.

Atslegas vardi: empiriskas ticamibas funkcijas metode, noverteti parametri, traucgejosie

parametri



Abstract

This thesis is dedicated to empirical likelihood method, which is one of the most
widely used methods in nonparametric statistics. The main emphasis is on generalization
of the empirical likelihood method to allow for plug-in estimates for nuisance parameters
in estimating equations. In one sample case the plug-in empirical likelihood has been
derived in 2009, but J. Valeinis defined method for two sample case in his PhD thesis [2].
There has been done an implementation of plug-in empirical likelihood for the program R
to study various applications in one sample case. Some applications for two sample case
also have been considered and several data examples were analyzed for both cases. The

implementation of plug-in empirical likelihood for two sample case was already made by

J.Valeinis and E.Cers [3].

Keywords: empirical likelihood function, plug-in estimates, nuisance parameters



Ievads

Pedeja laika statistika aizvien lielaku popularitati gist neparametriskas metodes, do-
dot iespeju izvairities no kludam, kas rodas lietojot neprecizus pienemumus par datu
sadalijumu. Ari empiriskas ticamibas funkcijas (turpmak EL) metode ir konkuretspejiga
neparametriska metode, kas modelé nezinamo datu sadalijumu, balstoties uz dotajiem
noverojumiem.

Par empiriskas ticamibas funkcijas metodes pamatliceju tiek uzskatits Owen ([4],[5]),
kas piedavaja EL metodes pielietojumu ticamibas intervalu un regionu konstruéesanai,
tacu $1s metodes pirmsakumi meklejami Thomas un Grunkemeier [6] darba par ticamibas
intervalu novertésanu izdzivosanas datu analize. Tomeér Owen visparinaja rezultatus,
kas bija ieguti parametriskai vislielakas ticamibas metodei, un paradija, ka EL metodes
statistika tiecas uz X;Q; sadalijumu, kur p ir intereséjosa parametra dimensija. Savukart Qin
un Lawless [7] 1994.gada aprakstija EL metodi vienas izlases gadijuma vispareja forma,
izmantojot novertejosas funkcijas.

Pedejos gados ir bijusi ari vairaki meginajumi visparinat iegutos rezultatus, lai atlautu
traucéjoso parametru klatbitni novertéjosajas funkcijas. Vienas izlases gadijuma empi-
risko ticamibas metodi ar novertétiem traucéjosiem parametriem visparéja forma definéja
2009. gada Hjort, McKeague un Van Keilegom (skatit [I]), piedavajot ari vairakus pie-
lietojumus tadas statistikas nozarés ka pieméram neparametriska regresija, izdzivosanas
datu analize u.c.

2000. gada Qin un Zhao [8] pirmo reizi aprakstija empiriskas ticamibas funkcijas me-
todi divu izlasu videjo vertibu un sadalijuma funkciju starpibai. 2007. gada Valeinis
sava doktora disertacija [2] paradija, ka Qin un Zhao [8] rezultatus iespéjams visparinat,
pielietojot tos tadam divu izlasu problemam ka kvantilu funkciju starpibam, varbutibu-
varbutibu (P-P) un kvantilu-kvantilu (Q-Q) grafikiem, ROC liknem un strukturalo at-
tiecibu modeliem. ST iemesla dé] Valeinis [2] arT visparinaja Hjort, McKeague un Van
Keilegom formuléto empiriskas ticamibas funkcijas metodi ar novértétiem traucéjosiem
parametriem divu izlasu gadijuma, lai konstruetu ticamibas intervalus strukturalo attie-
cibu modeliem ar novertétu traucejoso parametru h.

St darba galvenais merkis ir iepazities ar pieejamiem teoratiskajiem rezultatiem par
empiriskas ticamibas funkcijas metodi ar novértétiem parametriem un apskatit tas pielie-

tojumus realiem datu piemeriem, implementéejot to programma R.



Darbs sastav no 4 nodalam un pielikuma. Pirma nodala veltita empiriskas ticamibas
funkcijas definésanai vienas izlases gadijuma, ka ari apskatita metode ar novértétiem
traucéjosiem parametriem. Otraja nodala sniegts empiriskas funkcijas metodes un EL
metodes ar novertetiem parametriem apraksts divu izlasu gadijuma, savukart tresaja un
ceturtaja nodala apskatiti empiriskas ticamibas funkcijas pielietojumi gan vienas, gan divu
izlasu probléemam, un doti vairaki realu datu piemeéri. Pielikuma atrodams programmas

R kods apskatitajiem piemériem.



1. Empiriskas ticamibas funkcijas metode vienas iz-
lases gadijuma

Saja nodala apskatisim empiriskas ticamibas funkcijas metodi vienas izlases gadiju-
ma, ka art definésim empiriskas ticamibas funkcijas metodi ar novertétiem traucejosiem

parametriem.

1.1. Neparametriska vislielakas ticamibas funkcija

Definicija 1. Xj,...,X,, neatkarigi un vienadi sadaliti (turpmak éid), empiriska sadali-

juma funkcija tiek definéta ka

1 n
Fn(.CE) = E Zl I{Xigm},
kur —oo < & < oo un indikatorfunkcija

1, XZSI'

0, X;>=x

Definicija 2. X;,...,X,, iid ar X; ~ F. Tad funkcijas F' neparametriska (empiriska)

ticamibas funkcija ir
L(F) =[] p.
i=1

kur p; = P(X = X;).
Acimredzami, ka L(F') ir varbutiba iegut tiesi dotas izlases Xi,..., X, noverojumu
vertibas no sadalijuma funkcijas F'. Turklat, L(F) = 0, ja F' ir nepartraukts sadalijums.
Sekojosa teoréma pierada, ka neparametrisko ticamibas funkciju maksimizé empiriska
sadalijjuma funkcija F), tas nozimeé, ka F), ir sadalijjuma funkcijas F' neparametriskas

vislielakas ticamibas funkcijas novertejums.

Teoréma 1. (Owen,[5]) Pienemsim, ka X1,...,X, iriid gadijuma lielumi ar sadalijuma

funkciju F, un F, ir to empiriska sadalijuma funkcija. Ja F # F,, tad L(F) < L(F},).
Talak ciesi sekosim Qin un Lawless (1994, [7]) publikacijai, kura tika visparinati

Owena iegiitie rezultati empiriskas ticamibas funkcijas metodei. Pienemsim, ka doti d-

dimensionali 7id gadijuma lielumi X3, ..., X, ar nezinamu sadalijjuma funkciju F', un mes



intereséjamies par kadu p-dimensionalu parametru 6, kas ir saistits ar F'. Visa informaci-
ja par # un F ir pieejama r > p funkcionali neatkarigu nenovirzitu novertéjoso funkciju
forma, t.i., m;(z,0), j =1,2,...,r, ta ka Epm;(z,0) = 0.

Definesim empiriskas ticamibas funkcijas attiecibu

LE) o
rmy U

R(F) =

un profila empirisko ticamibas funkciju

EL(f) = max {anl | pi > 0721% =1, Zpim(Xi,H) = 0} : (1.1)
i=1 i=1 i=1

kur m(z,0) = (my(x,0),...,m.(z,0))" un Epm(z,0) = 0. Ja parametrs 0 ir zinams,
tad eksiste viens vienigs problemas (1.1)) atrisinajums, ja 0 pieder m(Xy,0),...,m(X,,0)
linearajai caulai, un to var atrast ar Lagranza reizinataju metodi. Tad logaritmisko profila

empiriskas ticamibas attiecibas funkciju var uzrakstit forma
I5(0) = ImEL(0) = Y In{1+ X'm(x;,0)}, (1.2)
i=1

kur A ir Lagranza reizinataju vektors.
Qin un Lawless ([7]) sava darba apskata nosacijumus, kuriem izpildoties, var pieradit,

ka empiriskas ticamibas attiecibas statistika hipotézei Hy : 0 = 6, ir
Wi(6o) = 2Li(60) — 21p(8) —a X

kur 0 ir parametra 6 empiriskas vislielakas ticamibas novértéjums. Izmantojot so rezul-

tatu, iespéjams konstruét ticamibas intervalus un veikt hipotézu parbaudi parametram

6.

Piemeérs 1. Pienemsim, ka mums ir doti Xi,...,X,, itd gadijuma lielumi ar nezinamu
sadalijjuma funkciju F. Lai konstruetu ticamibas intervalus ar empiriskas ticamibas me-
todi sadalijuma funkcijas F' videjai vértibai p = FX = fj;o xdF(x), izmantosim profila

empiriskas ticamibas attiecibas funkciju
EL(y) = max {ﬁ np; | pi >0, ipi =1, ipiXi = M} . (1.3)
i=1 i=1 i=1
Pielietojot Lagranza reizinataju metodi, iegiistam
EL(u) = f[{l F X =)}
i=1
Pie zinamiem nosacijumiem Owen [4] pieradija, ka —2In EL(ug) —4 X3, kad n — oo.
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Ticamibas intervali vidéjai veértibai
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1. att.: Histogramma statistikai —2In EL(0) 1000 reizu generetiem N (0, 1) datiem, n=100;

X3 blivuma funkcija

Ar simulaciju palidzibu tika parbaudita piemera[l]aprakstita problematika, un[L] atte-
la redzama histogramma 1000 reizu generétai logaritmiskai empiriskas ticamibas funkcijas
statistikai —2InEL(u), kur pg = 0, N(0,1) datiem apjoma n = 100. Redzams, ka x?

blivuma funkcija labi aproksime histogrammu.

-2In EL
40
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1
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2. att.: 95% ticamibas intervals py = 0 ar EL metodi generetiem N(0,1) datiem apjoma

n = 100

attela redzams ticamibas intervals videjai vertibai py = 0 standarta normali sa-

dalitiem simuletiem datiem, o = 0.05. Ta ka ista vertiba atrodas ticamibas intervala



1. tabula: Parklajumu precizitate 95% ticamibas intervaliem videjai vertibai 10 000 reizu

generétiem N (0,1) datiem apjoma n

n=20 n=50 n=100
EL 0.9318 0.9524  0.949
t-tests  0.9501 0.9513  0.9469

2. tabula: Parklajumu precizitate 95% ticamibas intervaliem 10 000 reizu generetiem y?

datiem apjoma n, kuru parbauda ka N(0, 1)

n=20 n=50 n=100
EL 0.8953 0.9297 0.9404
t-test  0.8445 0.8395 0.8355

robezas, kas ir [-0.1432,0.2445], tad varam domat, ka EL metode strada labi, bet, lai
par to parliecinatos, aplikosim parklajumu precizitati ticamibas intervaliem. tabula
attelota gan EL metodes, gan t—testa ticamibas intervalu parklajumu precizitate izlases
apjomiem n = 20, 50 un 100. Redzams, ka pie nelieliem izlasu apjomiem EL metode
strada nedaudz sliktak, par t-testu, tacu 10 000 reizu simulétiem datiem ar n = 50 un
100 parklajumu precizitate abiem testiem ir lidziga, tatad Saja gadijuma varam secinat,
ka EL metode strada vienlidz labi ar ¢-testu.

Savukart tabula attélota parklajumu precizitate 95% ticamibas intervaliem kons-
truetiem ar empiriskas ticamibas metodi un ¢-testu 10 000 reizu generétiem y? datiem ar
dazadiem apjomiem n, izdarot pienemumu, ka dati sadaliti ar N (0, 1). Redzams, ka pie
nelieliem izlasu apjomiem n = 20 un 50 EL metode strada tikai nedaudz labak par ¢-testu,
bet pie n = 100 EL metode dod daudz labaku rezultatu neka t-tests, kas skaidrojams ar

neprecizu pienemumu par datu sadalijjumu.

1.2. EL metode ar novértétiem parametriem vienas izlases ga-
dijuma
Saja nodala visparinasim empiriskas ticamibas metodi vienas izlases gadijuma, lai pie-

lautu situaciju, ka novertejosas funkcijas var saturet “traucejosos” (nuisance) parametrus,



kurus nepieciesams novertet. Sada traucejoso parametru aizvietosana ar novertejumiem
pirmo reizi tika izmantota vairakos izdzivosanas datu analizes kontekstos 2001. gada
(Qin un Jing [9], Wang un Jing [10] u.c.), ta¢u autori Hjort, McKeague un Van Keilegom
[1] visparinaja empiriskas ticamibas funkcijas metodi ar novertetiem galigi vai bezgaligi
dimensionaliem traucejosiem parametriem, kas atlauj to pielietot ne tikai izdzivosanas
analizé, bet ari citas statistikas apaksnozares.

Turpmak vadisimies péc Hjort, McKeague un Van Keilegom publikacijas [I], lai definé-
tu plasak pielietojamo empiriskas ticamibas funkcijas metodi ar novéertétiem traucejosiem
parametriem.

Pienemsim, ka mums ir lidziga situacija ka nodala - Xi,...,X, ir d-dimensionali
1d gadijuma lielumi, interesejosais parametrs ir 6y, par kuru informacija ir dota p-
dimensionalas novertejosas funkcijas m,, (X, 0, h) forma, kur h ir traucejosais parametrs
ar nezinamu Isto vértibu hy.

Kad hg ir zinams, més varam aizstat h ar ta isto vertibu profila EL attiecibas funkcija

EL,(0,h) = max {ﬁ np; | pi > O,ipi = 1,ipimn(Xi,07h) = O} ,

i=1 i=1 i=1
un atrast ticamibas intervalus parametram 6 forma {0 : EL,(0, hy) > c}, kur statistikas
robezsadalijums apskatits [7].

Apskatisim nosacijumus, kas nodrosina empiriskas ticamibas funkcijas metodes statis-
tikas ar novertetiem traucejosiem parametriem nedegeneretu robezsadalijumu. Ieviesisim

sekojogus apzimejumus vektoriem v, ||v|| - Eiklida norma un v®? = vo?

, un matricam
V = (vy), |V] = max;j|v;|. {an} - pozitivu konstansu virkne un U - nedegenerets

p-dimensionals gadijuma vektors. V5 - p X p pozitivi definita kovariaciju matrica.

~

(A0) P(EL,(6y,h) =0) — 0.

(A1) S0 mn(Xi,00,h) =4 U.

(A2) a, S0, mE2(X;, 00, h) = Va.
(A3) @ maxy<i<n |[ma(Xy, 00, h)]| —pr 0.

Kad nezinamais hg tiek aizstats ar novertéjumu h un noveértéjosai funkcijai ir atlauts
but atkarigai no n, tad, izpildoties nosacijumiem (A0) - (A3), iespejams visparinat Qin

un Lawless [7] ieguitos rezultatus.



Teoréma 2. [1] Ja (A0) - (A3) ir speka, tad —2a;, ' log ELn(Oo,ﬁ) —q UV U,

Piezime 3. Ovena EL teoréema seko no Teorémas@, izvéloties a, = 1 un m,(X;,0p,h) =

m(X;, 00, h)/\/n.

Piemeérs 2. Apskatisim nosacijumus (A0) - (A3) vienkarsakaja gadijuma — videjai vér-
tibai, t.i., kad m(X;,0,h) = X; — u. Pienemsim, ka m,,(X;, 6y, h) = m(X;, 6y, h)/\/n un
a, = 1, U ir normali sadalits gadijuma lielums ar videjo vertibu 0 un dispersiju o2, un
Vy = o2

Nosacijums (A0) ir ekvivalents P(0 € C,) — 1, kur C, apzime {m,(X;,00,h),i =
1,...,n} linearo ¢aulu. Tatad sis nosacijums izpildisies vienmer, ari videjai vertibai, jo
tiek pienemts, ka maksimizacijas problémai eksisté atrisinajums.

(A1) seko no Centralas robezteoremas [11]:

n

S (X, O, h) /7 = % S (Ximi) = % (Z X, — n,u) — (X = 1) —a N(0, 02).

i=1

Ka redzams, ari (A2) izpildas, izmantojot Lielo skaitlu likumu [11]:
n . n X — ,U)Q R

2(X o By =3 T 5, 2

St =3 K g o

Savukart nosacijums (A3) ir speka, jo

max |m(X;, 0o, h)/V/nl = max |(X; — ) /v, (1.4)

1<i<n

un ta ka maxi<;<, | X;| = o, (v/n) M, tad (1.4) pec varbutibas tiecas uz 0.
Redzams, ka Teorema [2| dod rezultatu forma —2log EL,(6y, h) —q U?/0?, kas sakrit
ar Owen [4] rezultatu, ta ka N(0,1)? = 3.

Teorémas 2| pieradijums [1]

Sis pieradijums ir atskirigs no literatura lidz §im sastopamajiem EL rezultatu piera-
dijumiem, kuri balstas uz Teilora izvirzijumiem (piemeram, Qin un Lawless [7], Valeinis
[2]). Autori ta vieta izmanto dualo optimizacijas probléemas risinajumu (Christianini un
Shawe-Taylor, [12]).

Apzimesim X,,; = m,(X;, QO,ﬁ).

No (A0)

EL, = EL, (00, h) = [ [(1 + N X,..) 7,



kur p-dimensionals Lagranza reizinataju vektors h) apmierina vienadojumu
> X/ (1+ 27X, = 0.
i=1

Tad EL statistiku varam izteikt duala forma

~

—2log EL,, = G,(\) = sup G, (), (1.5)
B

kur G,(A) =237 log(1+A"X,,;), un G, definicijas apgabals ir kopa, kura ta ir definéta
(attieciba uz logz, kas nav definets < 0). Jaatzime, ka G, ir ieliekta un sasniedz
maksimumu pie A, ta ka VGn(X) = 0.

Talak apskatisim G,, kvadratisko aproksimaciju

n,4 7

Gr(\) = oMU, — NV N, kar U, = ZXTM’ V, = ZX®2
i=1 i=1

un G, definicijas apgabals ir RP.

Nedaudz talak pieradisim, ka starpiba starp maksimalajam G,, un G vertibam ir ar
kartu o, (an).

Tad no un no fakta, ka G* tiek maksimizéta pie \* = V~1U,,, kad V,, apgriezama,

seko, ka
— 2a;1 log EL,, = a;l sup G (A) + 0, (1) = Ug(anVn)_lUn + 0,0 (1), (1.6)
A

kas péc sadalijuma tiecas uz UTV, 'U, ja pienemam, ka (A1) un (A2) ir speka. No &
pieradijuma seko, ka teorema [2|ir speka ari gadijumos, kad (U,,V,,) —4 (U, V5) (drizak ar
gadijuma neka ar fiksetu V53).

Tatad, lai pabeigtu pieradijumu, vel atlicis pieradit, ka
sup G, — sup G, = oy (ay,).

Pirmkart, noteiksim \ stohastisko kartu. Rakstisim \ = ||X| |u, kur u vienibas vektors.
Tad ir speka
N (uV,u — Dpu”U,) < W"U,,

kur D, = maxi<, || X,||. Bet v"V,u > mineig(V,) = o,.(a,'), kur min eig(V},) ir
matricas V,, minimala ipasvertiba, U, = o,.(1) un Du®U, = o, (a '), tapec |[A]| =
opr(ay). Turklat \* = V,7'U,, kad V,, apgriezama, tapec A\* ir ar tadu pasu stohastisko

kartu op,(a,) ka .



Ir zinams, ka log(1 + z) = z — 122 + 12°h(x), kur |h(z)] < 2 un |z| < 5. No ta seko,

ka katram ¢ > 0 un ||A|| < ¢,
Gn(\) = 2XTU, — XV A +7,(N),

kur

2 n
ra(M] < 3 D IO X ) RN Xo0)]
=1

4 4
< §\|)\HDn)\TVn)\ < §c3Dn max eig(V;,),

kur max eig(V},) ir matricas V,, maksimala ipasvertiba, kas nodrosina cD,, < %
Ar T, .un T  apzimesim maksimalas G, un G}, vertibas apgabala €2, (c), kas ir vienads

ar {\:||A\|]| < cap}, un iegustam

*
Tn,c Tn,c

1
< — max{lr, (V)] : [IN]] < ca}
a

n

Qn Qn

4
< §c3anDn max eig(a, V),

kameér ca,D, < % Izvelesimies ¢ pietiekami lielu, lai gan :\\, gan \* pieder Q,(c) ar

varbutibu lielaku par 1 — 7, kadam n > 0. Tad

"

supG, supG}

4
> 5} <P {§02anDn max eig(a, V) > 5}

Qn Qn

~ 1
+P{||/\|| > can} + P {||\*]| > can}+P{canDn > 5}

Tatad varbiitibu virkne kreisaja puseé ir ierobezota ar 2n. Ta ka n tika izveléts patvaligi,

tad sup G,,/a, un sup G* /a,, ir jabut vienadiem robezsadalijumiem, kas ir U7V, 'U. W

Piezime 4. Specidala gadijuma, kad traucéjoSais parametrs ir galigdimensionals, profila

empiriskas ticamibas statistika
-2 ln{m}zgx EL,(6y,h)/ max EL,(0,h)} —a X3,

izpildoties dazadiem regularitates nosacgjumiem no [7].

Sis rezultats lauj érti konstruet ticamibas intervalus parametram 0 un ir vieglak pielie-
tojams neka EL metode ar novértétiem parametriem, tacu tas nav pielietojams bezgaligi
dimensionaiem traucéjodajiem parametriem, turklat novertéjosai funkcijai jabat diferen-

cejamai pret (0, h).
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2. Empiriskas ticamibas funkcijas metode divu izlasu
gadijuma

Kops Owen [4] ieviesa empiriskas ticamibas funkcijas metodi, ir bijusi vairaki mégina-
jumi to visparinat ari divu izlasu gadijumam. Vieni no pirmajiem bija Qin un Zhao [8],
kas 2000. gada iepazistinaja ar empiriskas ticamibas metodi divu izlasu videjo vertibu
starpibai un sadalijuma funkciju starpibai kada fikseta punkta. Nedaudz velak Valeinis
sava doktora disertacija [2] paradija, ka Qin un Zhao rezultatus iespgjams paplasinat, lai
EL metodi pielietotu kvantilu funkciju starpibam, P-P un Q-Q grafikiem, ROC liknem
un strukturalo attiecibu modeliem [2], bet vispariga forma empirisko ticamibas metodi
divu izlasu gadijuma aprakstija 2011. gada [3].

Pienemsim, ka ir dotas divas iid izlases Xi,..., X, un Yy, ... Y,, ar nezinamam sada-
Ijjuma funkcijam attiecigi | un F,. Musu meérkis ir konstruét ticamibas intervalus kadam
intereséjosam parametram A, turklat 0, ir parametrs, kas saistits ar vienu no sadalijuma
funkcijam Fj vai F,. Tapat ka vienas izlases gadijuma, pienemsim, ka visa informacija

par 6y, A, I} un F, ir pieejama nenovirzitu novertéjoso funkciju veida, t.i.,
Epmy (X, 00, A) =0, (2.1)
Ep,mo(Y, 0y, A) = 0. (2.2)
Piemérs 3. Apskatisim divu izlasu videjo vertibu starpibu. Apzimesim 6y = [ xdF(x)
un A = [ydFy(y) — [zdFi(z). Saja gadijuma ka novertejosas funkcijas izvelamies

ml(X,QO,A):X—QO, mQ(Y790,A):Y—90—A,

lai (2.1) un (2.2) butu speka.
Piemeérs 4. Ja interes¢jamies par kvantilu — kvantilu jeb Q-Q grafiku, tad 6y = F5(t) un

A = F'(Fy(t)). Nenovirzitas novertejosas funkcijas ir forma

my(X, 0, A) = Iix<ay — by, ma(Y,00,A) = Iiy<yy — Op.

Definicija 3. Xy,..., X, ~ F} iid un Yy,...,Y,, ~ F; iid, neparametriska (empiriska)

ticamibas funkcija ir

n m n

LFL,B) =]]pi [Ja=]]PX =X)[[P(Y =Y)).

i=1  j=1 i=1 j=1
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Ari divu izlasu gadijuma empiriskas ticamibas funkciju L(Fj, F») maksimize izlasu
empiriskas sadalijuma funkcijas Fi, un Fy,, [8]. Talak varam definét empiriskas ticamibas

attiecibas funkciju
R(F17F2) = L<F17F2>/L(F1n7F2m = H np; H qu
=1 7j=1

Lai konstruétu ticamibas intervalus parametram A, definésim arl profila empirisko tica-

mibas attiecibas funkciju

n

EL(A, 0) = sup [ [(np:) [ [(may). (2.3)

0054 =1
kur p=(p1,...,pn) un ¢ = (q1, . - -, @) uzlikti ierobezojumi

Zpi =1, Zpiml(Xi,O, A) =0,
i=1

=1

g >0, iqul, ZquQYGA = 0.
i—1

Ja 6 ir dots, tad eksiste viens vienigs (2.4) atrisinajums, ja 0 pieder mq(X;, 6, A) izliektajai
caulai un my(Yj, 0, A) izliektajai caulai.
Maksimizacijas problemu var atrisinat ar Lagranza reizinataju metodi [8], no kurienes

varam iegit profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju parametram A izskata

n

B0 =]1 { T >\1(9)7;1(Xi797A) } ﬁ { I+ A2<9>ﬂiz<Yj>‘%A> } |

=1

kur A\; un \s ir Lagranza reizinataji un atrodami no vienadojumiem

1 i ml(Xi,Q,A)

— — 07
n — 1+ Al(é’)ml(Xi,O, A)

li m?(}/}797A)

2 T MO (V5,0,8)

Savukart logaritmiska empiriska ticamibas attiecibas statistika ir

—2InEL(A, §) = 2 Zn: In(1 + A (0)my (X;, 0, A)) + 2 i In(1 + Ay(0)ma(Y;, 0, A)).

i=1 j=1
Piemeérs 5. Ja intereséjamies par kvantilu — kvantilu jeb Q-Q grafiku, tad 6y = F5(t) un

A = F7Y(Fy(t)). Nenovirzitas novertejosas funkeijas ir forma

m1<X7 o, A) = [{XgA} — b, m2(Y7 o, A) = [{Ygt} —bp.
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Definicija 4. X,..., X, ~ F iid un Yy,...,Y,, ~ F; iid, neparametriska (empiriska)

ticamibas funkcija ir

F17F2 szHQZ ﬁP(X:Xz)ﬁP(Y:}/J)

Ar1 divu izlasu gadijuma empiriskas ticamibas funkciju L(Fi, Fy) maksimizé izlasu
empiriskas sadalijuma funkcijas Fi, un Fy,, [8]. Talak varam definet empiriskas ticamibas

attiecibas funkciju

n

R(F17F2) = L(F17F2>/L(F17L7F2m = H np; H qu
7j=1

=1
Lai konstruétu ticamibas intervalus parametram A, definésim ari profila empirisko tica-
mibas attiecibas funkciju
n m
EL(A,0) = SupH np; H mg;), (2.4)
9’p7qi 1 j=1

kur p=(p1,...,pn) un ¢ = (q1, . - -, @) uzlikti ierobezojumi

pi >0, ipi =1, ipiml(Xiaea A) =0,
i—1 i=1

inO, qu:l’ ZQJMQY QA
=1

Ja 6 ir dots, tad eksiste viens vienigs (2.4) atrisinajums, ja 0 pieder mq(X;, 6, A) izliektajai
caulai un my(Y;, 0, A) izliektajai caulai.
Maksimizacijas problemu var atrisinat ar Lagranza reizinataju metodi [8], no kurienes

varam iegit profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju parametram A izskata

n

B0 =]1 { T A1<e>n;<xi,e,A> } ﬁ { I+ A2<9>7712<Yj>97ﬁ> } |

=1

kur A; un A, ir Lagranza reizinataji un atrodami no vienadojumiem

l i ml(XiveaA)
ni= 14+ M(0)mi (X, 0,A)

1 " mQ(Y},Q,A)
—> =0.

Savukart logaritmiska empiriska ticamibas attiecibas statistika ir

=0,

—2InEL(A, ) = 22n:1n(1 + A (0)m (X, 0,A)) + 2 ijlnu + Aa(0)ma(Y;, 0, A)).

=1 j=1
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Teoréma 5. (Qin un Zhao, [8]) Izpildoties standarta nosacijumiem,
—2In EL(A, 0) =4 X2,

kur 6 ir parametra Oy novertejums, kas maksimizée .
Izmantojot So rezultatu, varam konstruét uz EL metodes balstitus ticamibas intervalus

interesejosajam parametram A forma A : {EL(A, 6) > ¢}.

2.1. EL ar novértétiem parametriem divam izlasém

Saja nodala apskatisim visparinatu EL metodi ar novertetiem traucejosiem paramet-
riem divu izlasu gadijuma, kuru ieviesa Valeinis (2007) sava doktora disertacija, lai kons-
truétu ticamibas intervalus strukturalo attiecibu modeliem. Ir zinami loti daudzi pielieto-
jumi EL metodei ar novertetiem parametriem vienas izlases gadijuma, tacu, lai art metode
ir visparinata divu izlasu gadijumam, pagaidam ir zinami tikai dazi praktiski pielietojami
piemeri, kurus apskatisim [3.] nodala.

Pienemsim, ka mums ir lidziga situacija, ka aprakstits EL metodei divu izlasu gadi-
juma bez novertetiem traucejosSiem parametriem. Tacu tapat ka vienas izlases gadijuma
novertéjosas funkcijas var saturét traucéjoSo parametru h ar nezinamu isto vértibu hy,

tapéc novertéjosas funkcijas ir izskata
Eml(X, 007 Ao, h()) = 0 un E?TQ(Y, 90, Ao, ho) = 0,

bet, lai saisinatu pierakstu, lietosim m; (X, 0y, h) := my(X, 0y, A, h) un mo(Y, 0y, h) =
ma(Y, 0y, A, h). Talak definesim EL metodi divu izlasu gadijuma, kur nezinamais hyg
tiek aizstats ar ta novertéjumu fz, lai noteiktu konstanti ¢ sekojosi konstruétos ticamibas

intervalos parametram Ag: {A : EL(A,0,h > ¢)}.

Apzimesim
1 n
My, (6, h) = 52““““9’ h), Sia(0,h) Zml Xi,0,h),
Mo, (6, h) - Zmyeh Som (6, h) : ZleHh
Lidzigi ka vienas izlases gadijuma, formulésim pienémumus pirmajai izlasei Xi,...,X,,.

(B0) P(EL(6y, h) = 0) — 0.kad n — oco.
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(B1) n'/2My,(0o, h) —4 Uy, kur Uy ~ N(0,V4).

~

(B2) Sln(eo, h) —>p ‘/2
(BS) n’l Z?:l a1 (XZ, 907 A, il) _>p ‘/37 kur a1 (X“ 90, A, }Al) = 8m1 (XZ, 907 ﬁ)/aeo
(B4) maxj<i<n |m(XZ, (90, il)| %p 0

Pienemsim, ka ari otrajai izlasei Yi,...,Y,, ir speka (B0) - (B4) funkcijam My, un S,

aizstajot Vi, Vo un Vi ar 11, T, un T3, turklat as(Y;, 6y, A, ﬁ) = Oma (Y5, 0o, ﬁ)/@@o.

Teoréma 6. (Valeinis,[2]) Ja (BO) - (B4) speka abam izlasem, tad

V2T, + KT2V,

—2InEL(A. 0. h 32T %73 72,2
n ( ) )_>d Tl‘/g2+k‘/1T32X1

Piezime 7. Ka jau tika minéts, pieradijuma tehnika divu izlasu gadijuma empiriskas
ticamibas funkcijas metodei ar novértétiem parametriem ir atskiriga no [1] izmantotas,

tacu Seit pieradijumu neapskatisim. Ar to var iepazities [2].
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3. EL metodes ar novértétiem parametriem pielieto-
jumi vienas izlases gadijuma

Saja nodala apskatisim dazus piemérus ar d = 1, kuros izmantota EL metode ar
novertetiem parametriem. Ka jau iepriek$ noradijam, pienemsim, ka a, = 1 un U ~
N,(0,V1), ka art m,(X;,0,h) = m(X;,0,h)/\/n, tacu visparinajums var but noderigs

citos pielietojumos.

3.1. Hodzes-Lémana lokacijas noveértéejums[1]

Saja nodala pieskarsimies rangu testiem, kas ir robusti pret izleceju klatbutni izlase,
pretéji t-testam vai F-testam. Tomeér So testu asimptotiskais sadalijums, protams, ir
atkarigs no dotas izlases sadalijuma, kadel rodas nepieciesamiba to novertet.

Pienemsim, ka mums ir dotas divas izlases X;,..., X, #id un Yi,....,Y,, %d, un ir
zinams, ka P(X; < x) = F(x) un P(Y; < z) = F(zr — A). HodZzes-Lemana (turpmak
teksta HL) lokacijas novertejums ir

~

A =med(X —Y),

kur X — Y apzime nm starpibas X; —Y;, i =1,...,nunj=1,...,m.

Lai konstruetu ticamibas intervalus lokacijas parametram A, nepiecieSams zinat ta
robezsadalijumu. Hodges un Lehmann publikacija [13] pieradija, ka A ir asimptotiski
normali sadalits ar vidéjo vértibu 0 un dispersiju

2 1
o= 5
129(1 =) (f f2(z)dz)

kur n/(n +m) — 7, kad n +m — oo, un f(x) ir funkcijas F(x) blivuma funkcija.

0% novéertéjums ar EL metodi

Lai noveértétu o2, interesésimies par parametru § = [ f2dz ar isto vertibu 6 = [ fidz,
jo HL novertejuma asimptotiska dispersija ir proporcionala 1/6? (skatit art [14] un [15]).
Pienemsim, ka funkcijas F'(z) teoretiska blivuma funkcija fo ir vienmerigi nepartraukta,
bet nav vienmeériga sadalijuma.

Ka novertejoso funkciju izvelesimies m(X, 0, f) = f(X) — 0 ar traucéjoso parametru

f, kura novertesanai izmantosim f(x) =n"' Y " | ky(X; — x), kur ky(-) = k(-/b) /b, kas ir

pazistamais kodolu blivuma funkcijas novértéjums ar joslas platumu b.
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Nosacijumu (A0) - (A3) parbaude

Vispirms parliecinasimies, ka novertéjosa funkcija m(X, 0, f) = f(X)—0 ir nenovirzita,
ti.,
+o0o

B(f(X) - 6) = E(f(X)) — B0 = () f(x)dz — 6 = 0.

—00

Lai parliecinatos, ka ir speka nosacijumi (A0) - (A3), definesim

V= [ (o= t0huix = [ o - ( / f(?dx)za

kas ir Y"1, m(X;, 6o, fo)/+/n asimptotiska dispersija, un ir pozitiva, ta ka fy nav vienme-
riga sadalijuma. Parliecinasimies, ka (A2) ir speka, kad V, = V. Tatad

n R n . 2 . R

Y mA(Xa b0, ) =0 Y ()~ 6) = / F2AF, — 2000 + 62,

i=1 i=1
kur F,, empiriska sadalijuma funkcija un 8 = n~! S f(X0) = [ fdF,. Tad [ fdF, un
i f2dF, pec varbitibas konverge attiecigi uz [ fidz un [ fidx, kad b — 0 un nb — .

Lai parbauditu (A1), nepieciesama rupigaka izpete izteiksmei

é\:n_lzn:f(Xi) =n7) k(X - X;) = @Jr n- 1?.

: nb n
=1

Seit g = g(0), kur g(y) = (2)* >ic ky(Y; ,y) ir dabiskais kodolu novertejums blivuma
funkcijai g(y) = [ f(y+ ) f(x)dz no starpibas Vi ; = X; — X, un ky(Yi;,y) = 3{ks(Yi; —
y)+ky(Yi;+y)}. Hjort [16] paradija, ka g(y) videja vertiba ir g(y)+3b%¢" (y) [ w?k(u)du+
o(b?) un dispersija 2{g*(y) — ¢*(y)} plus bezgaligi mazas funkcijas ar zemaku kartu, kur
g () = {9y v)+9(y, —y)+9(=vy. y)+3(—y, —y)} un g(y1, o) ir kopeja blivuma funkcija

divam saistitam starpibam (X, — X, X3 — X;). No ta seko, ka izteiksmei
n2Y " m(X, 0, £) = /(0 — o)
i=1

ir videja vertiba ar kartu O(1/(y/nb) + v/nb*) un dispersija, kas tiecas uz 4V. Tas apstip-
rina (A1) ar U ~ N(0,4V), pie nosacijumiem /nb — oo un /nb* — 0.

Lai parbauditu (A3), ieverosim, ka f(m) < b Ykmay katram z, kur K.y iv k(u) mak-
simala vertiba. Tatad max;<, |f(XZ) — o] ir ierobezots ar b~ kyax + 0o, kas nozime, ka
(A3) ir speka, ja /nb — oc.

Visbeidzot, pieradot (A0), mums japarada, ka

1<i<n

P{lr£u<n m(X,-,Qo,f) < 0 < max m(Xi,90>f)} — 1
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Vispirms apskatisim

~ ~

max m(X;, 0o, f) > max Jo(Xi) — max [ f(X;) — fo(X;)] — 0.

1<i<n i< 1<i<n
leverosim, ka maxj<;<p ]f(XZ) — fo(Xi)] = 0 g.d. ta ka f vienmerigi nepartraukta ar
piemerotu kodolu, pieméram, standarta normalo blivuma funkciju, jo pienemam, ka fy ir
vienmerigi nepartraukta (Teoréma A no [I7]). Turklat, max;<;<, fo(X;) — sup, fo(t) > 6y
g.d., ta ka fy nepartraukta un nav vienmériga sadalijjuma, tapéc P{max;<;<, m(X;, 6o, ]/‘"\) >

0} — 1. Lidziga veida varam apskatit min;<;<, m(X;, 6y, f) un, ta ka pieradijam, ka (A0)

- (A3) ir speka, tad varam secinat, ka
—2InEL, (6o, f) —a 4X3.

Piemérs 6. Normala kermena temperatiira

Pielietosim redliem datiem ieprieks apskatito EL metodi HL lokacijas novérteéjuma
dispersijai, ar merki konstruet ticamibas intervalu lokacijas parametram. Visus aprekinus
veiksim datorprogramma R, kuras kods atrodams pielikuma.

1868. gada Karls Vunderlihs veica pétijjumu, kura rezultata ieviesa normalas kermena
temperatiras amplitidu (temperatiras merjjumi veikti muté zem meéles). 1992, gada
tika veikts atkartots petijums, kura merkis bija novertet lidz tam iegutos rezultatus un
noteikt medicina tik svarigo vesela cilveka kermena temperatiras augsejo kritisko robezu.
Dati atrodami Mackowiak, Wasserman, un Levine darba [I8], un tie satur mérjjumus
(Farenheita grados) par 130 pacientiem, no kuriem 65 bija sievietes un tiesi tikpat daudz
viriesu. Sie autori ne tikai pieradija savas aizdomas, ka augseja kritiska robeza un videja
kermena temperatura ir zemaka, bet arl novéroja, ka sievietem vidéji ir nedaudz augstaka
normala kermena temperatiira neka virieSiem.

No dota noverojuma mums ir zinams, ka P(X; < z) = F(z) un P(Y; < z) = F(z —
A), kur Xj,..., X, satur datus par viriesiem, bet Y;,...,Y,, par sievietem. Atrodam HL
lokacijas novértéjumu un tas ir A= —0.3, kas liecina, ka sievietem kermena temperatiira
ir videji par 0.3 Fareinheita gradiem augstaka neka virieSiem.

Talak veiksim nepiecieSsamos aprekinus, lai novertetu o2, |3.| attela redzama histogram-
ma virieSu kermena temperatiras mérjjumiem un kodolu blivuma funkcijas novertéjums f
traucéjosajam parametram f. Ar EL metodi iegiistam 6 = 0.378 un 95% ticamibas inter-
valu [0.311, 0.426] parametram 6. [4.| attela redzama EL metodes statistika —2 In EL(6, f),

kas noskelta ar 4x3 0.95-to kvantili.
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Ieverosim, ka musu piemera n = m, tapec v novertesim ar 0.5, pienemot, ka apskatam
tikai datus ar vienadiem apjomiem. Iegistam 62 = 2.33, un 95% ticamibas intervalu
[—0.611,0.011]. Salidzinasanai izmantosim ¢-testu divu izlasu videjo véertibu starpibai.
Rezultata iegistam X —Y = —0.289 un ticamibas intervalu [—0.54, —0.04], kas ir Sauraks
neka ar EL. metodi iegutais intervals. t-tests strada loti labi, ta ka dati nesatur izlece-
jus, jo cilveka kermena temperatira var svarstities tikai noteikta amplitida, tapéc bitu

interesanti salidzinat rezultatus datiem ar lielu izlécéju klatbitni.
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3. att. Histogramma un kodolu blivuma funkcijas novertejums f izlasei Xi,..., X,
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4. att. EL statistika 6 un 95% ticamibas intervals parametram 6,
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3.2. Neparametriskas regresijas atlikumu sadalijumi

Regresija ir viena no statistikas centralajam problemam. Joprojam loti populars un
biezi sastopams ir linearais regresijas modelis, kura tiek pienemts, ka regresijas atlikumi
ir normali sadaliti. Tomer ir gadijumi, kad statistikiem nakas saskarties ar eksperimentu
rezultatiem, kuros normalitates pienemums atlikumiem var nebut speka. Daudzi autori
uzsver, ka pirms lineara modela pielagosanas, lai cik pievilcigs tas arl neskistu, biitu svarigi
veikt hipotezu parbaudi par atlikumu sadalijjumu. Turklat, lietojot neparametriskas reg-
resijas modeli, papildus zinasanas par atlikumu sadalijumu var tikai uzlabot statistiskas
analizes efektivitati, pieméram, zinot, ka neparametriskas regresijas modelis ar normali
sadalitiem atlikumiem ir asimptotiski ekvivalents Gausa balta troksna modelim (Brown
un Low, [19]), var veikt dazadus papildus testus.

Atlikumu sadalijuma noveérteésanai tiek piedavatas tadas metodes ka empiriska sada-
Ifjuma funkcija (Akritas un Van Keilegom, [20]), butstraps (Neumeyer, Dette un Nagel,
[21]), empiriskie procesi (Khmaladze un Koul, [22]) u.c., savukart Hjort, McKeague un
Van Keilegom [I] piedava novertet atlikumu sadalijuma funkciju ar empiriskas ticamibas
funkcijas metodi.

Pienemsim, ka doti datu pari (Xi,Y)),...,(X,,Y,) éid. Aplikosim neparametriskas
regresijas modeli

Y =p(X) +e,

kur X un € ir neatkarigi, ¢ sadalijuma funkcija F. nav zinama, un p(-) ir nezinama
regresijas funkcija. Ka jau ieprieks tika minets, interesejosais parametrs ir 6y = F.(z) €
(0,1) kada fikseta punkta z. leviesisim tadus pasus pienemumumus ka Akritas un Van
Keilegom publikacija [20] - F. ir nepartraukta, p(-) ir gluda funkeija, un X ir ierobezota.
Vienkarsibai ierobezosim X intervala (0,1).

Par novertejoso funkciju izvelamies
m(X,Y,0, 1) = Liy—px)<p — 0,

kur regresijas funkcija p ir traucéjosais parametrs un ta novertésanai izmantosim popu-
laro Nadaraya-Watson novertejumu fi(z) = > » W, ;(2;b,)Y;, kur svari W, ;(z;b,) =
ko (Xi) [ D251 Koo (X;), um ko (w) = bk ((u — ) /D).
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Nosacijumu parbaude

Tapat ka ieprieks parbaudisim, vai funkcija m(X,Y,0,u) = Ity _yx)<sy — € ir neno-

virzita:

E(I{Yf,u(X)gz} — 90) — E(I{Yf,u(X)Sz}) — Eeg — E(I{ESZ}) - 90 — FE(Z) — 90 — O

Talak parbaudisim nosacijumus (A0) - (A3), kas nepieciesami, lai varetu pielietot
Teorémuticamibas intervalu konstruesanai. Pirmkart (A1) seko no f=n! Yoy Tz<as
kur &; = Y; — i(X;), asimptotiskas normalitates, kas aprakstita [20]: v/n{F.(z)— F.(z)} =
n~Y23 m(Xy, Y, 00, 1) —a N(0, V1), kur

Vi = E([{ESZ} - FE('Z) + SO(X7K Z))27

kur
o(z,y,2) = —f-(2) /([{yﬁv} — F(v|z))J(F(v|z))(1 + 2v — zpu(z))dv,

kur J(s) zinama skores score funkcija, kas apmierina fgl J(s)ds =1, un F(-|z) ir nosacita
sadalijuma funkcija.

Nosacijums (A2) ir speka ar Vo = 05(1 — 6y), ja 0 < 6y < 1. Ar1 (A3) izpildas, ta ka
funkcija \/nm,, ir vienmerigi ierobezota ar 1. Visbeidzot, (A0) ir tulitejas sekas no fakta,
ka P{Y —i(X) < z} konverge uz F.(z), kas seko no Teilora izvirzijuma un g vienmerigas

nepartrauktibas. Ta ka F.(z) ir strikti ierobezots (0, 1), tad
P{3 1<i,j<n:Y,—puX;) <zunY; —pu(X,) >z} — 1,

kas apstiprina (A0).

Tagad atliek novertet V4 un V5. leverosim, ka Vy = é(l - é) ir V5 batisks novertéjums,
tacu acimredzami, ka novertet Vi ir daudz sarezgitak. Si iemesla de] tiks izmantots
butstrapots sadalijums, lai aproksimetu U.

Visbeidzot 100(1 — «)% ticamibas intervals parametram 6y = F.(z) ir forma {6 :
—2InEL,(0, 1) > e1-4}, kur €;_, ir 100(1 — «) kvantile sadaljjumam

n (n’l 2 imn Lo —ax<ey — 5)2

9(1—0) ’ (3.1

kur Y;* un X/ butstrapotas izlases elementi (skatit [1]).
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Piemeérs 7. Neparametriska regresija kosmiskas radiacijas datiem

Par visuma sakumu parasti tiek uzskatits “Lielais spradziens”, kaut gan ir maldinosi
domat, ka tas notika tuksa vieta. Pirmatnéjais visums patiesiba bija karsta, bliva stavokli,
un tikai kops liela spradziena tas saka atdzist un izplesties. Tacu liela spradziena paliekas
joprojam ir pamanamas un tiek sauktas par kosmisko mikrovilnu izcelsmes radiaciju.
Dati satur informaciju par visumu 13 bilionus gadu sena pagatne (379 000 gadus péc
Liela spradziena) un attelo temperatiiras svarstibu intensitati dazadas frekvences, kas
nodrosina kosmosa pétniekus ar svarigu informaciju par pirmatnéjo visumu.

Dati ¢mb atrodami [23], izmantosim tikai pirmos 400 noverojumus, lai novertetu reg-
resijas funkciju un atlikumu sadalijumu, ka arl konstruétu ticamibas intervalu atlikumu
sadalijuma funkcijas vertibai punkta z = 0. attela uz x ass attelotas frekvences, bet
uz y ass attelotas temperatiras svarstibu intensitates, ka ari Nadaraya-Watson nepara-

metriskas regresijas funkcijas novertéjums.

1000 2000 3000 4000 5000 6000

0
|

5. att. Nadaraya-Watson noveértéjums regresijas funkcijai p datiem emb

attela redzama histogramma 1000 reizu butstrapotai statistikai, kas defineta ,
z = 0, un, ka redzams, x? blivuma funkcija labi aproksime histogrammu butstrapotajai
izlasei. Punkta z = 0 interesejosa parametra 6y = F.(0) novertejums ir § = 0.546 un
95% ticamibas intervals [0.504, 0.588], kvantile butstrapotajam sadalijumam eg; = 3.287.
legtitos rezultatus varam salidzinat ar butstrapa 95% ticamibas intervalu [0.534,0.586],

kas ir nedaudz novirzits pa labi, tacu mazliet sauraks neka ar EL metodi iegiitais. Talak
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konstruesim sadalijuma funkcijas novéertéjumu ar EL metodi visos punktos, lai varetu

izdarit secinajumus par sadalijuma likumu.

0.6

0.4

0.2

0.0
L

6. att. Bootstrapotais sadalijums statistikai (3.1) datiem cmb, x3 blivuma funkcija

attela grafika (1) redzami neparametriskas regresijas atlikumi é;, savukart grafika
(2) attelota atlikumu histogramma ar pievienotu normala sadalijuma ar novertetu videjo
vertibu i = —12.072 un dispersiju 62 = 181992.3 blivuma funkciju, savukart grafika (3)
redzams kvantilu-kvantilu grafiks atlikumiem pret teorétiskajam normala sadalijuma ar
novertetiem parametriem /i un 62 kvantilem. Grafika (4) attelots atlikumu sadalijuma
funkcijas novertejums ar EL metodi zala krasa un pievienota normala sadalijuma funkcija
ar videjo vertibu fi un dispersiju 62 sarkana krasa, ka ar1 atlikumu empiriska sadalijuma
funkcija melna krasa. No [7.| attela grafika (4) atlikumiem varetu bat N (i, 6?) sadali-
jums, lai arT histogramma redzamas novirzes no normala sadalijuma blivuma funkcijas,
tapec pielietosim programma R iebuvetas komandas 1illie.test un shapiro.test, lai
parbauditu saliktu hipotézi par neparametriskas regesijas atlikumu normalitati. Lillie-
fora teta statistikas vertiba ir D = 0.062 un p-vertiba ir 0.000856, ka ari Sapiro-Vilksa
testa statistikas vertiba W = 0.9869 un p-vertiba ir 0.001146. Tatad skaidrs, ka mums
ir janoraida nulles hipotéze, ka regresijas atlikumiem varétu bt normalais sadalijums

N (i, 5%).

23



(1) (2)

N
—
o
o
S o
S
—
] O
o
o
O o
o
o _
S g
| o o
I | | | T g | I I I I I |
0 100 200 300 400 -1500 -500 0 500 1500
(3) (4)
o — _
O o
8 ®
— o |
© <
3
o ]
o
O -
T o _|_
T T T T T T | © T
-3 -2 -1 O 1 2 3 -1500 -500 500 1500

7. att.: (1) Neparametriskas regresijas atlikumi datiem cmb, (2) Histogramma atlikumiem
un N(f1,6?%) blivuma funkcija, (3) Q-Q grafiks atlikumiem pret N(ji,5?) teoretiskajam
kvantilem, (4) Atlikumu sadalijuma funkcijas novertejums ar EL metodi (zala krasa),
atlikumu empiriska sadalfjuma funkcija (melna krasa) un N(j,6?) sadalfjuma funkcija

(sarkana krasa); i ir noverteta atlikumu videja vertiba, 62 ir noverteta atlikumu dispersija

24



4. EL metodes ar novertétiem parametriem pielieto-
jumi divu izlasu gadijuma

Ka jau tika minéts empiriskds ticamibas funkcijas metodei ir vairdki zinami pielie-
tojumi, ka piemeram kvantilu funkciju starpibam, P-P un Q-Q grafikiem, ROC liknem,
savukart pagaidam ir loti maz pielietojumu EL metodei ar novertetiem parametriem,
turklat, ja traucéjosais parametrs h ir ar galigu dimensiju un novéertéjosas funkcijas ir
diferencéjamas, tad ticamibas intervalus var konstruét, balstoties uz pamata empiriskas
ticamibas funkcijas teoriju.

Viens no zinamajiem EL metodes ar novertetiem parametriem pielietojumiem ir struk-
turalo attiecibu modeliem, kad janoveérté galigdimensionals traucéjosais parametrs h, So
problematiku apskatisim nodala un pielietosim ar1 tris dazadiem datu piemeriem.
nodala apskatisim divus citus piemerus. Pirmajam no tiem praktisks pielietojums
nav zinams, tacu, vadoties péc lidzigas shémas, iespéjams konstruét divu izlasu problemu
no jebkuras zinamas vienas izlases problémas. savukart otrs piemeérs loti jauns empiriskas
ticamibas funkcijas ar novertetiem parametriem pielietojums gludo Hubera novertejumu

starpibai, kura implementacija ir loti sarezgita, tapéc joprojam nav veikta.

4.1. Strukturalo attiecibu modeli

Strukturalo attiecibu modeli sevi ieklauj labak zinamos lokacijas-skalesanas modelus
(Hettmansperger, [24]) un Lémana alternativu modelus (Lehmann, [25]). Tac¢u visparéja
forma strukturalo attiecibu modelus pirmo reizi 2005.gada sava publikacija aprakstija

vacu matematiki Gudrun Freitag un Axel Munk [20].

Definicija 5. Klasisks lokacijas skalesanas modelis divam neatkarigam izlasem X4, ..., X,
un Y7, ...,Y,, ar sadalijuma funkcijam attiecigi [} un F; tiek definéts
t—p
Fl(t) :FQ = FQ(t, h)7 teR (41)
o

kadam parametram h = (u,0) un o > 0.

So pasu attiecibu var izteikt arT ar kvantilu funkcijam
Fl_l(u) = FQ_I(U)O- + My, U € [07 1] (42)

Ja 0 = 1, tad starp izlasem pastav $ifta jeb lokacijas modelis, savukart pastav tikai

skalesanas modelis, ja u = 0.
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Definicija 6. Divu neatkarigu izlasu Xi,..., X, un Yj,...,Y,, sadalijjuma funkcijas F}

un [y pieder Lemana alternativu modelim, ja
Fi(t)=1—(1—-FKE)Y" = Fy(t,h), teR,

kur h > 0.

Atkal, izmantojot kvantilu funkcijas, varam §o attiecibu definet sekojosi
Fl_l(u> = Fz_l(l —(1- u>h)a u € [0,1]. (4.3)

Ja starp dotam izlasem pastav Lemana alternativu modelis, tad $is izlases atbilst propor-
cionala riska nosacijumam, kas ir nozimigs un biezi pielietots mediciniskaja statistika un
izdzivosanas datu analize ([27]).

Divu izlasu modeli, tadi ka un ([4.3), kas ir izsakami ar kvantilu funkcijam, var
tikt pierakstiti ka strukturalo attiecibu modeli vispareja forma. Piepemsim, ka divu uid

gadijuma lielumu X un Y realizaciju sadalijjuma funkcijas F; un F; pieder kopai
F?:={F : F ir sadalijuma funkcija un /thF(t) < 00}

Definicija 7. [26] Pienemsim, ka H C Rl un ¢ : R x H — R, ¢ : [0,1] x H — [0, 1].
Funkcijas F; un F ir saistitas ar strukturalu attiecibu, kuru veido ¢; un ¢o, ja (Fi, F») €

Up, 4, =2 U, kur modelu klase U tiek defineta ka
U:={(F,F) € F*x F*|3h € H: Fi(¢1(Fy (d2(u, b)), h), uel0,1]}.
Strukturalo attiecibu var izteikt ari, kvantilu funkciju vieta lietojot sadalijuma funkcijas,

Fl(t) = ¢;<FQ<¢I(t7 h‘))? h) = FQ(tv h)7
kur ¢] un ¢, attiecigi ¢; un ¢, inversas funkcijas.

Piezime 8. No strukturalo attiecibu modelu definicijas visparéja forma viegli iegat ie-
prieks defineto lokacijas-skalesans modeli, izveloties ¢1(t, (u, o)) = p+ ot un ¢y = u.
Savukart, Lemana alternativu modeli, var iegut, izveloties ¢1(t,h) = t un ¢o(u,h) =
1— (1 —u)h

Lai noveértétu parametru h, var tikt izmantots Mallova attalums, kas sikak apskatits
[28]. Vispariga gadijuma strukturalo attiecibu modelim teoretiskais parametrs hg tiek

aprekinats ka
1 S 1 2
to = argning {2 [ F7 0 = 618 (ot )P}
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parametra h novertejumu h iegiist, aizvietojot sadalijuma funkcijas ar empiriskajam sa-

dalijuma funkcijam.

Ticamibas intervali ar EL metodi

Konstruésim ticamibas intervalus intereséjosajam parametram

A= Alt) = Fy (6 (Fy (@a(t, 1)), ). (4.4)

(4.4) var tikt uzskatits art par P-P grafika visparinajumu. Saja gadijuma novertejosas
funkcijas ir forma

ml(X7 007 Aa t? il) - I{X§90} - Aa
mQ(Ya 607 A? t, iL) = ]{Y§¢;(90J})} - gb?(t’ ;L)’

kur 0y = ¢1(Fy5 ' (¢2(t, b)), h) un galigdimensionala traucejosa parametra h novertejums h
tiek atrasts ar Mallova attaluma palidzibu.
Valeinis (2007,[2]) pieradija, ka piepemumi (B0) - (B4) ir speka strukturalo attiecibu
modeliem ar
Vi=Vh= A(L-A)
un

Tl = T2 = ¢2<t7 hO)(1 - ¢2<t7 hO))v

tadejadi —2InEL(A, 0, ¢, h) —4 2.
Piezime 9. Lokacijas skalesanas modeliem novértéjosas funkcijas ir
ml(X, 97 A,t7 il) = I{XS@} — A,

m?(}/a 97 Aa ta ;L) = [{Yg(t*ﬂ)/&} - t’

kur h = (u,0)T, i lokacijas parametra novertejums, savukart 6 skalesanas parametra
NOVErtejums.

Turklat, lai pielietotu EL metodi praktiski, novertéjosas funkcijas nepieciesams noglu-

dinat
ma(X,0,At,h) = Hy (0 — X) — A,
ma(Y,0, A t,h) = Hy, (0 —h —Y) —t,
kur Hy(t) = fugt K(u)du un K ir kada kodola funkcija ar joslas platumu b [29].
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Datu piemeéri

Seit apskatisim tris realu datu piemeérus, kas atbilst lokacijas-skalesanas modeliem.
Parbaudisim gan vienkarsas hipotézes par datu sadalijjuma likuma vienadibu, t.i., kad
# = 0un o = 1, gan saliktas hipotezes ar novertetiem lokacijas un skalesanas parametriem.
Konstruesim 95% vienlaicigas ticamibas joslas ar empiriskas ticamibas funkcijas metodi
divu izlasu probléemam, izmantojot programmas R kodu, kuru izstradaja un implementéja
J. Valeinis un E. Cers [3]. Hj tiks noraidita, ja ticamibas joslas kaut viena punkta

neieklaus taisni y = z.

Piemérs 8. Sudraba nitrata ietekme uz nokrisnu daudzumu

1975. gada tika veikts eksperiments, kura laika 26 nejausi izveletus makonus apseja
ar sudraba nitratu. Dati clouds satur nokrisnpu daudzuma meérijumus no apsétajiem un
26 neapsetiem makoniem, un ir atrodami [23]. Parbaudisim, vai starp izlasem pastav
lokacijas-skalesanas modelis, konstrugjot P-P grafiku un ticamibas joslas ar EL metodi,
lai secinatu, vai makonu apsésana ar sudraba nitratu var ietekmét nokrisnu daudzuma

palielinasanos.

1) )

8. att. (1) Hy:p=0,0=1,(2) Hy: = —18.09,0 = 0.413

attela redzams P-P grafiks abam izlasem ar 95% EL ticamibas joslam un P-P grafiks
neapsétajiem makoniem pret modificétu apséto makonu izlasi forma ¢¥; + f, kur Y; ir
apséto makonu izlases elementi. Ka redzams|8.| attéla pirmaja grafika, noraidam hipotézi,

ka abam izlasem sadalijuma likumi ir vienadi. Novertesim lokacijas parametru i = —18.09

28



un skalesanas parametru ¢ = 0.413. attela otraja grafika, redzams, ka nevar noraidit

:1:+18.09)
’

hipotézi, ka izlases pieder lokacijas-skalésanas modelim, respektivi, I1(z) = Fo(*5 33

kur F} ir neapséto makonu sadalijuma funkcija, bet F5 apséto makonu sadalijuma funkcija.
Varam secinat, ka makonu apsesana ar sudraba nitratu palielina nokrisnu daudzumu no

katra apseta makona.

Piemers 9. Pelu leikémijas dati

1979. gada veikta petijuma laika tika ieguti dati, kas satur dzives ilgumus pelem, sirg-
stosam ar aizkruts dziedzera leikemiju. Dati atrodami [30]. Zhang un Li (1996,[31]) sava
publikacija raksta, ka, pielietojot Vilkoksona testu Ssiem pasiem datiem, neizdodas uzradit
atskiribas starp izdzivosanas sadalijuma funkcijam 40 sieviesu un 36 viriesu kartas pelem,
kas sirgst ar aizkriits dziedzera leikeémiju. Autori to skaidro ar testa zemo jutigumu atklat
atskirtbas sadalijuma funkcijas, kas vienlaicigi atbilst gan lokacijas, gan skalesanas mode-
lim, tapec, lidzigi ka iepriekseja piemera, konstruesim P-P grafiku izlasem un ticamibas

joslas ar EL metodi.

(€] )

9.att. (1) Hy: p=0,0=1,(2) Hy: p=101.192,0 = 0.773

Lidzigi ka iepriekseja piemera parbaudisim, vai sievieSu kartas un viriesu kartas pelem
ar leikemiju ir atskirigas izdzivosanas sadalijjuma funkcijas. attela pirmaja grafika re-
dzams,ka tomeér janoraida hipotézi par abu dzimumu pelu sadalijjuma likumu vienadibu.
Lokacijas parametra novertéjums ir g = 101.192 un skalésanas parametra novértéjums ir

o = 0.773. attela otraja grafika, redzams, ka nenoraidam hipotezi, ka izlases pieder

z+101.192

o773 ), kur I ir viriesu kartas pelu izdzivo-

lokacijas-skalesanas modelim - F(z) = Fy(
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sanas sadalijuma funkcija, bet F; sieviesu kartas pelu izdzivosanas sadalijjuma funkcija.

Varam secinat, ka izdzivosanas sadalijuma funkcijas abu dzimumu pelem atgkiras.

Piemérs 10. Normala kermena temperatiira
Atgriezisimies pie nodala apskatita piemeéra par veselu cilveku normalas kermena
temperatiiras mérjjumiem. Saja pieméra parbaudisim, vai izlases pieder lokacijas mode-

lim, pienemot, ka skalesanas parametrs o = 1.

1) )

1.0

o
o

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

10. att. (1) Ho:p=0,0=1,(2) Hy: p=—0.289,0 = 1

10.| attela redzams, ka atkal noraidam hipotézi par sadalijumu likumu vienadibu, bet
hipotézi, ka pastav lokacijas modelis ar i = —0.289 noraidit nevaram. Tas apstiprina
jau ieprieks iegutos rezultatus ar Hodzes-Lemana novertejumu, ka sievietem kermena

temperatira ir videji par aptuveni 0.3 Farenheita gradiem augstaka neka viriesiem.

4.2. Citi piemeéri
Divu blivuma funkciju integralu starpiba

Saja nodala konstruesim piemeru divu izlasu problemai, kuram varetu pielietot empi-
riskas ticamibas funkcijas metodi ar novértétiem traucéjosiem parametriem. Balstisimies
uz vienas izlases problému, kuru apskatijam nodala, t.i., par Hodzes-Lemana asim-
ptotiskas dispersijas novértéjumu. Ta ka $im pieméram nav praktiska pielietojuma, tas ir

samera nenoderigs, bet, sekojot seit apskatitajai konstrukcijai, lidziga veida ir iespejams
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konstruet jebkuru citu divu izlasu problemu, kurai pamata ir kada vienas izlases problema
EL metodei ar novertétiem parametriem.
Pienemsim, ka mums ir divas izlases X1,...,X,, ~ Fyun Yj,....Y,, ~ F,. Interesésimies

par parametru A, kas ir divu izlasu blivuma funkciju kvadratu integralu starpiba

a= [ fudy - [ ey,
un iegistam novertéjosas funkcijas forma
m (X, 00, A) = f1(X) — 0 un ma(Y,0,A) = fo(Y) — 0y — A,

kur 6y = [ fi(xz)dz un traucejosie parametri ir f; un fo, kuru novertesanai izmantosim

neparametrisko kodolu blivuma novértéjumu tapat ka

m
~

fi(z)=n"" Z ky(X; — x) un ]?2(:1:) =m ! Z ky(Y; — x),

Jj=1

kur ky(-) = k(-/b)/b un b ir joslas platums.

Gludu Hubera novértéjumu starpiba

Huber [32] 1964. gada ieviesa Hubera lokacijas parametra novertejumu, kas pieder
robusto M-novértéjumu klasei. Ka zinams, robustas statistikas metodes ir labi piemeérotas
datiem, kas satur lielu skaitu izleceju, un tradicionalas metodes sados gadijumos dod loti
sliktus rezultatus. Ta piemeéram, izlases vidéja vertiba var tikt nozimigi ietekmeéta pat ar
vienu izlécéju, savukart mediana, kas ir robusts novértéjums, netiek biitiski ietekméta pat
ar vairaku izleceju klatbutni.

Lai apskatitu Hubera novértéjumu, vispirms definésim M-novertéjumu. Pienemsim,

ka Xi,...,X,, 1d ar sadalijuma funkciju F.

Definicija 8. M-novertejums ir statistiskais funkcionalis 7,,, kas noteiktai funkcijai p
minimize

ZP(Xi,t> = /p(l‘,t)an,

i=1

kur F, ir empiriska sadalijuma funkcija.
Ja p ir diferencejama pec ¢, tad Y., p(X;, t) minimizé vienadojuma y ., ¥(X;,t) =0
sakne, kur ¢ (z,t) = dp(x,t)/0t. Savukart Huber [32] piedavaja v vieta lietot
¢($7t> = ¢0(l’ - t)7
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c, zZ>c
to(z) = z, 2| <c
—c, z2< —c.

leverosim, ka, ja ¢ — oo, tad vy iegistam ka vidéjo véertibu, savukart, ja ¢ — 0, iegistam
medianu. Hampel, Henning un Roncheti [33] 2011. gada defineja gludinasanas principu
M-novertéjumiem un paradija, ka gludinasana uzlabo rezultatus.

Talak definésim empiriskas ticamibas funkcijas metodi gludu Hibera novertejumu
(skatit [33]) starpibai, lai konstruetu ticamibas intervalus. Pienemsim, ka ir dotas divas iid
izlases X1,..., X, un Yy,....Y,, ar sadaljjuma funkcijam attiecigi F7 un F5. Intereséjosais

parametrs ir A = 6; — 6y. Tad novertéjosas funkcijas ir forma
~(X;—0
ma (X, 00, A) = ¢ (0—0)
1

(Y= A+
i) = (T2

02
kur oy un o, ir traucejosie parametri, kurus nepieciesams novertét.
Ka jau tika minéts, 8is pielietojums ir pavisam jauns, un pie ta joprojam strada Va-
leinis, Velina un Luta, bet lidz ar ta implementaciju tiks pavertas plasakas empiriskas

ticamibas funkcijas metodes ar novértétiem parametriem pielietosanas iespéjas.
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Secinajumi

Darba apskatita empiriskas ticamibas funkcijas metode ir loti vienkarsa péc butibas,
tacu konkuretspejiga ar parametriskajam metodem, it ipasi gadijumos, kad ir dotas sa-
mera nelielas izlases vai ari to teoretiskais sadalijums ir gruti nosakams. EL metode ar
novertétiem parametriem paplasina empiriskas ticamibas funkcijas metodes pielietosanas
iespéjas gan vienas, gan divu izlasu probléemam.

Vienas izlases gadijuma apskatiti divi piemeri, no kuriem pirmais attiecas uz Hodzes-
Lemana lokacijas novertéjuma asimptotiskas dispersijas novértésanu, lai konstruétu tica-
mibas intervalu. Ticamibas intervals tika salidzinats ar t-testa rezultatiem, un ir iespéjams
secinat, ka EL metode ar novertetiem parametriem strada labi, lai gan butu interesanti
So pasu pieeju pielietot datiem ar lielu skaitu izleceju, lai nemtu vera Hodzes-Lemana
novertéjuma robustibu. Savukart otra piemeéra tika apskatita neparametriskas regresijas
atlikumu sadalijuma funkcijas novértésana, un rezultati salidzinati ar butstrapa metodes
rezultatiem fikseta punkta. Ari saja piemera EL strada labi. Turpmak bitu nepiecie-
Sams lidziga veida apskatit pielietojumus izdzivosanas datu analize, jo, ka zinams, ta ir
viena no plasakajam empiriskas ticamibas funkcijas ar un bez novértétiem parametriem
pielietojumu klasem.

Diemzel divu izlasu problemai ir zinams loti maz EL metodes ar novertetiem paramet-
riem pielietojumu, iespéjams, tapéc ka ST metode ir diezgan jauna un vél maz pielietota.
Tacu tika atrasti realu datu pieméri strukturalo attiecibu modeliem, kuriem tika kons-
truetas 95% ticamibas joslas ar EL metodi programma R, pielietojot J.Valeina un E.Cera
izstradato programmas kodu [3]. Tika apskatiti piemeéri lokacijas-skalesanas modelu klasei
un veiktas hipotézu parbaudes par datu sadalijjumu likumiem.

Ir art zinami pavisam jauni rezultati EL. metodes ar novertetiem parametriem pielie-
tojumiem robustaja statistika, tacu saja darba tam pieskaramies tikai nedaudz, jo vel nav
pieejamas nevienas publikacijas par so téemu. Ta ka EL metode plasi tiek pielitota nesen,
tad gaidami ne tikai metodes uzlabojumi, kurus veicot, EL bitu vel spécigiaks konkurents
parametriskajam metodem, bet ari plasakas pielietoSanas iespejas divu izlasu problemam,

kas ari varétu but st darba turpinajums.
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1. Pielikums

Programmas R kods Owena teorémas parbaudei

R_FF<-c()

n<-100

mu<-0

for (k in 1:1000)

{

izl<-rnorm(n,0,1)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(izl)

lambda_1<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(mu-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{

sum( (izl-mu)/(1+lambda* (izl-mu)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root
p<-1/(n*(1+lambda* (izl-mu)))

R_FF [k]<--2*log(prod (n*p))

}

hist (R_FF,prob=TRUE,main="",x1lab="-21n EL", 6 col="blue")
xx<-seq(0,12,by=0.01)

lines (xx,dchisq(xx,1),col="red",1lwd=2)

Programmas R kods Hodzes-Lémana lokacijas novértéjumam

library(sm)
n<-100

izl<-rnorm(n,0,1)

b<-hcv(izl) #gludinosais parametrs
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###Atrast isto theta parametru

d<-function(x) dnorm(x) "2
thetaO<-integrate(d,-5,5)

thetal

plot(X,Y)

help(plot)

###Butstrapa ticamibas intervali
thetal<-function(dati)

{

f00<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums
{

1/n/b*sum(dnorm((dati-x) /b))

}

f111<-Vectorize (£00)

di<-function(x) f111(x)"2

integrate(dl,-5,5)$value

+

B<-1000
theta.boot<-replicate(B,thetal(sample(izl,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S°2

apak.rob.boot<-thetal(izl)-gnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

aug.rob.boot<-thetal(izl)+qnorm(0.95)*sqrt(se.boot)

apak.rob.boot

aug.rob.boot

####Intervaali

R_FF<-function(theta)

{

fOo<-function(x) #kodola blivuma f-jas novertejums

{
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1/n/b*sum(dnorm((izl-x) /b))

}

f1<-Vectorize (£f0)

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(f1(izl))

lambda_1<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{

sum( (f1(izl)-theta)/(1+lambda*(f1(izl)-theta)))
}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_1l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root

p<-1/(n*(1+lambda* (f1(izl)-theta)))

-2*1log(prod (n*p))
}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)

r.ff<-seq(min(f1(iz1))+0.099,max(f1(izl1))-0.037,by=0.01)
plot(r.ff ,R_FF2(r.ff),type="1",ylab="-21n EL",
xlab="",1wd=2,ylim=c(-2,130) ,x1im=c(0.15,0.41))

abline (h=4*qchisq(0.95,1),1wd=2,col="red")

R_FF3<-function(theta)
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{

R_FF3<-R_FF (theta) -4*qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize (R_FF3)

lines(r.ff ,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline (h=0)

apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(f1(iz1))+0.1,

optimize (R_FF,c(min(f1(izl)) ,max(£f1(iz1))))$minimum)) $root
aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(£f1(izl)),
max(f1(izl1))))$minimum,max(f1(izl1))-0.01))$root
apak.rob

aug.rob

abline(v=0.28209,col="gray")
abline(v=apak.rob.boot,col="green",6lwd=2)
abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

EL<-optimize (R_FF,c(min(£f1(iz1)) ,max(f1(izl))))$minimum

EL #Neparametriskas ticamibas metodes novertejums

HL novértéjums datiem body temperature

####Ticamibas intervali Hodges Lehmann novertejumam

gamma<-0.5 ####length(datil)/(length(datil)+length(dati2))

hl<-matrix(0,n,n)

for (i in 1:n)

{

for (j in 1:n)

{
hl[i,jl<-datil[i]l-dati2[j]
}

}
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hl.nov<-median(hl)
hl .nov
dati2.nov<-dati2-hl.nov

mean(datil)-mean(dati2)

sigma<-1/(12*gammax* (1-gamma)*EL"~2)

sigma

apak.rob.hl<-hl.nov-qnorm(0.95)*sqrt(sigma)/sqrt(n)
aug.rob.hl<-hl.nov+qnorm(0.95)*sqrt(sigma) /sqrt(n)
apak.rob.hl

aug.rob.hl

mean(datil)-mean(dati2)

t.test(datil,dati2)$conf.int

> apak.rob.hl
[1] -0.6114009
> aug.rob.hl
[1] 0.01140088
>

> mean(datil)-mean(dati2)

Programmas R kods regresijas atlikumu sadalijumiem

library(sm)

n<-100
X<-runif(n,0,1)
eps<-rnorm(n,0,0.1)
Y<-X"2+eps
scatterplot (X,Y)
pnorm(0,0,0.1)

###mu noveerteetais
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bl<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{

sum( (1/blxdnorm((X-x)/bl))/sum(1/bl*dnorm((X-x)/bl)) *Y)
}

mul<-Vectorize (mu)

m<-seq(min(X) ,max(X) ,by=0.01)

plot (m,mul(m) ,type="1",1lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")
mi<-function(x) x"2

points(m,m1(m),type="1",1wd=2)

eps .nov<-Y-mul (X)

z<-0

b2<-hcv(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl _sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)

{

lambda_1<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza
lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza
f.lam<-function(lambda)

{

sum( (H-theta) / (1+lambda* (H-theta)))

}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_l,lambda_u,by=0.1)
#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root

p<-1/(n* (1+lambdax (H-theta)))

-2*1log(prod (n*p))
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}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)
r.ff<-seq(min(H)+0.1,max(H)-0.1,by=0.01)
plot(r.ff ,R_FF2(r.ff),type="1",1lwd=2,main="",
ylab="-21n EL",xlab="", ylim=c(-5,120))

abline(h=qchisq(0.95,1),col="red",lwd=2)
R_FF3<-function(theta)

{

R_FF3<-R_FF (theta)-qchisq(0.95,1)

}

R_FF4<-Vectorize (R_FF3)
lines(r.ff,R_FF4(r.ff),col="blue")

abline (h=0)
apak.rob<-uniroot(R_FF3,c(min(H)+0.1,optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))
$minimum)) $root

aug.rob<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))
$minimum,max(H)-0.1))$root

apak.rob

aug.rob

theta_nov<-optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))$minimum

theta_nov

###Butstrapa ticamibas intervali

z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{
k<-function(x)sum((1/bil*dnorm((t-x)/bl))
/sum(1/bl*dnorm((t-x)/bl))*v)
ki1<-Vectorize(k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)
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for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+1

w/n

}

B<-1000
theta.boot<-replicate(B,mu(sample(X,replace=TRUE),
sample(Y,replace=TRUE)))
se.boot<-var(theta.boot) #S72
apak.rob.boot<-mu(X,Y)-gnorm(0.95) *sqrt(se.boot)
aug.rob.boot<-mu(X,Y)+qnorm(0.95) *sqrt(se.boot)
apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline(v=pnorm(0),col="gray")
abline(v=apak.rob.boot,col="green",6lwd=2)
abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

HiHH R ##But strapotais sadalijums

z<-0

theta.nov<-ecdf (eps.nov) (z)
for (k in 1:10000)

{
X.boot<-sample(X,replace=TRUE)

Y.boot<-c()

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:n)

if (X.boot[il==X[jl) Y.boot[il<-Y[j]
}

eps.nov.boot<-Y.boot-mul(X.boot)
theta.nov.boot<-ecdf (eps.nov.boot) (z)

e[k]l<-(n*(theta.nov.boot-theta.nov) "2)/(theta.novx(l-theta.nov))
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hist(e,prob=TRUE,main="",ylab="",xlab="",col="2" ,ylim=c(0,0.8))
e.sort<-sort(e)

e.sort[9500]

1<-seq(0,12,by=0.1)

points(1l,dchisq(1,1),type="1",1lwd=2)

qchisq(0.95,1)
##dHRHHH 1R ###But strapa ticamibas intervali
z<-0

w<-0

mu<-function(t,v)

{
k<-function(x)sum((1/bl*dnorm((t-x)/bl))/sum(1/bl*dnorm((t-x)/bl))*v)
ki1<-Vectorize(k)

eps.nov.boot<-Y-k1(X)

for (i in 1:n)

if (eps.nov.boot[i]<=0) w<-w+l

w/n

}

B<-1000
theta.boot<-replicate(B,mu(sample(X,replace=TRUE),
sample(Y,replace=TRUE)))

se.boot<-var(theta.boot) #S°2

apak.rob.boot<-mu(X,Y)-qnorm(0.95) *sqrt (se.boot)

aug.rob.boot<-mu(X,Y)+qnorm(0.95) *sqrt (se.boot)
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apak.rob.boot

aug.rob.boot

abline (v=pnorm(0),col="gray")
abline(v=apak.rob.boot,col="green",lwd=2)

abline(v=aug.rob.boot,col="green",lwd=2)

Datu piemers cmb

y.data<-read.table(file="CMB.txt" , header=TRUE) [, 2]
x.data<-read.table(file="CMB.txt" ,header=TRUE) [, 1]
par (mfrow=c(1,2))

n<-length(x.data)
plot(x.data,y.data,cex=.7,xlab="",ylab="")
title(main=1ist(’(1)’,cex=1,font=1))
library(KernSmooth)

h<-dpill(x.data,y.data)
fit<-locpoly(x.data,y.data,bandwidth=h,degree=0)
lines(fit,lwd=1.5)

#ar 400 noverojumiem

xx.data<-c()

yy-data<-c()

for (i in 1:400){

xx.datal[i]<-x.datalil

yy.datal[il<-y.data[i] 2}

plot (xx.data,yy.data,cex=.7,xlab="",ylab="")

#HH##HEL atlikumu sadalijumiem neparametriskaja regresija

library(sm)
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n<-length(xx.data)
X<-xx.data

Y<-yy.data

plot(X,Y,cex=.7)

###mu noveerteetais

bl<-hcv(X) #gludinosais parametrs

mu<-function(x)

{
sum( (1/bl*dnorm((X-x)/bl1))/sum(1/bl*dnorm((X-x)/bl) ) *Y)
}

mul<-Vectorize (mu)
m<-seq(min(X) ,max(X) ,by=0.01)

points(m,mul(m),type="1",1lwd=2,col="blue",ylab="mu(X)",xlab="")

eps.nov<-Y-mul (X)

z<-0

for (i in 0:2300)

{

z<-1-1000
b2<-bw.nrd(eps.nov)

H<-pnorm((z-eps.nov)/b2) #Sadaliijuma f-jas noveerteejums

izl_sort<-c()

izl_sort<-sort(H)

R_FF<-function(theta)
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{
lambda_1<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[n]) #Lambda apakseja robeza

lambda_u<-(1-1/n)/(theta-izl_sort[1]) #Lambda augseja robeza

f.lam<-function(lambda)

{
sum( (H-theta) /(1+lambdax (H-theta)))
}

f.lam2<-Vectorize(f.lam)

#lam<-seq(lambda_1l,lambda_u,by=0.1)

#plot(lam,f.lam2(lam),type="1")

lambda<-uniroot (f.lam2,c(lambda_1,lambda_u))$root

p<-1/(n* (1+lambda* (H-theta)))

-2*1log(prod (n*p))
}

R_FF2<-Vectorize (R_FF)
R_FF3<-function(theta)
{
R_FF3<-R_FF(theta)-4

}

apak.rob[i]<-uniroot (R_FF3,c(min(H)+0.001,0optimize (R_FF,c(min(H) ,max (H)))$minimum))

aug.rob[i]l<-uniroot (R_FF3,c(optimize (R_FF,c(min(H) ,max(H)))$minimum,max (H)-0.001)) ¢

theta_nov[il<-optimize(R_FF,c(min(H) ,max(H)))$minimum

}
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plot.ecdf(eps.nov,xlab="",1lwd=1,cex=0.8,main="(4)",ylab="")
xx<-seq(-1000,1299,by=1)
points(xx,theta_nov,type="1",1lwd=3,1ty=1,xlab="",ylab="",main="(4)",col="green")
points(xx,pnorm(xx,mean(eps.nov) ,sd(eps.nov)),lwd=2,1ty=2,ylab="",xlab="",type="1",
points(xx,apak.rob,type="1",col="red",1ty="dashed")
points(xx,aug.rob,type="1",col="red",lty="dashed")

apak.rob[1000]

aug.rob[1000]

plot.ecdf (eps.nov)

i ##But strapotais sadalijums

z<-=-700

theta.nov<-ecdf (eps.nov) (z)
for (k in 1:1000)

{
X.boot<-sample(X,replace=TRUE)

Y.boot<-c()

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:n)

if (X.boot[il==X[jl) Y.boot[il<-Y[j]

}

eps.nov.boot<-Y.boot-mul(X.boot)

theta.nov.boot<-ecdf (eps.nov.boot) (z)
e[k]<-(n*(theta.nov.boot-theta.nov)“2)/(theta.nov*(1-theta.nov))
}

hist(e,prob=TRUE,main="",ylab="",xlab="",col="2" ylim=c(0,0.8))

e.sort<-sort(e)
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e.sort[950]
1<-seq(0,12,by=0.1)
points(1l,dchisq(1,1),type="1",1wd=2)

qchisq(0.95,1)

###HH####Atl ikumu analize
hist (eps.nov,prob=TRUE,main="(2)",x1lab="",ylab="",col="blue")
xx<-seq(-1500,1500,by=0.01)

lines (xx,dnorm(xx,mean(eps.nov) ,sd(eps.nov)),lwd=2)

qqnorm(eps.nov,main="(3)",xlab="",ylab="")

qqline(eps.nov)

shapiro.test(eps.nov)
library(nortest)

lillie.test(eps.nov)

plot (eps.nov,main="(1)",xlab="",ylab="")

atl<-read.table(file="atlikumi.txt")

EL divu izlasu gadijuma

###Datu piemers clouds: location - scale modelis
par (mfrow=c(1,2))

dati<-read.table("clouds.txt", header=TRUE)

datil<-dati$Unseeded_Clouds
dati2<-dati$Seeded_Clouds
x<-datil

y<-dati2
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tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)

plot(tt,ecdf(datil) (quantile(dati2,tt)) ,type="s",
xlab="",x1im=c(0,0.83),ylim=c(0,1) ,main="(1)",ylab="")
abline(0,1)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y~2)-mean(y) ~2)
#s<-1 # location
m<-mean (x)-s*mean (y)

y .mod<-y*s+m

qgplot (x,y.mod,main="Clouds")
abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: clouds

tt <- seq(0.1, 0.7999, length=50)

plot(tt,ecdf (datil) (quantile(dati2,tt)) ,type="s",ylim=c(0,1))
abline(0,1)

plot (tt,ecdf(x) (quantile(y.mod,tt)) ,type="s",
ylim=c(0,1),xlab="",main="(2)",ylab="")
abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, tt, type="pp", conf.level=0.95,
sim.conf.level=0.95)

lines(tt, zz$estim, xlab="", ylab="", main="P-P plot",
type=’1’,col="red")

lines(tt, zz$conf.int[1,], 1lty="dashed")

lines(tt, zz$conf.int[2,], 1lty="dashed")

lines(tt, zz$simult.conf.int[1,], lty="dotted")

lines(tt, zz$simult.conf.int[2,], lty="dotted")
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###Datu piemers body temperature: location - scale modelis
par (mfrow=c(1,2))
datili<-read.table("body_temperature.txt",header=TRUE)

dati22<-read.table("body_temperature_female.txt" ,header=TRUE)

datil<-datilil$temperature #Kermena t viriesiem
dati2<-dati22$temperature #Kermena t sievietem
x<-datil

y<-dati2

tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)
plot(tt,ecdf(datil) (quantile(dati2,tt)),
type="s",ylab="",xlab="",ylim=c(0,1) ,main="(1)")
abline(0,1)

plot (tt,ecdf (dati2) (quantile(datil,tt)),type="s",
ylim=c(0,1) ,main="Body temperature")

abline(0,1)

s<-(mean(sort(x)*sort(y))-mean(x)*mean(y))/(mean(y~2)-mean(y) ~2)
s<-1 # location
m<-mean (x)-s*mean (y)

y .mod<-y*s+m

qqplot(y.mod,x,main="Body temperature")
abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: body temperature

tt <- seq(0.1, 0.86, length=50)

plot(tt,ecdf (datil) (quantile(dati2,tt)) ,type="s",ylim=c(0,1))
abline(0,1)
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plot (tt,ecdf (x) (quantile(y.mod,tt)) ,type="s",
ylim=c(0,1) ,ylab="",x1lab="",main="(2)")
abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, tt, type="pp", conf.level=0.95,
sim.conf.level=0.95)

lines(tt, zz$estim, xlab="", ylab="", main="P-P plot",
type=’1’,col="red")

lines(tt, zz$conf.int[1,], 1lty="dashed")

lines(tt, zz$conf.int[2,], 1lty="dashed")

lines(tt, zz$simult.conf.int[1,], lty="dotted")

lines(tt, zz$simult.conf.int[2,], lty="dotted")

###Datu piemers mice leukemia: location - scale modelis
par (mfrow=c(1,2))
datili<-read.table("mice_leukemia_male.txt", header=TRUE)

dati22<-read.table("mice_leukemia_female.txt" , header=TRUE)

datil<-datill$surv_time #Kermena t viriesiem
dati2<-dati22$surv_time #Kermena t sievietem
x<-datil

y<-dati2

tt <- seq(0.05, 0.95, length=50)
plot(tt,ecdf(datil) (quantile(dati2,tt)),type="s",
ylab="" main="(1)",xlab="")

abline(0,1)
plot(tt,ecdf(dati2) (quantile(datil,tt)),type="s",

ylim=c(0,1) ,main="Mice leukemia')

abline(0,1)
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#sigma sastavdalas un mu
a<-function(tt) as.vector(quantile(x,tt)*quantile(y,tt))

al<-integrate(a,0.05,0.95,subdivisions=1000,abs.t01=0.001)$value

b<-function(tt) quantile(x,tt)
cl<-function(tt) quantile(y,tt)

bcl<-integrate(b,0.05,0.95)$valuexintegrate(c1,0.05,0.95)$value

d<-function(tt) quantile(y,tt)*quantile(y,tt)
di<-integrate(d,0.05,0.95)$value

e<-integrate(c1,0.05,0.95)$value"2

sigma<-(al-bcl)/(dl-e)
mu<-integrate(b,0.05,0.95) $value

-sigma*integrate(c1,0.05,0.95)$value

s<-sigma
m<-mu ### vai m<-mean(x)-s*mean(y)

y .mod<-y*s+m
plot (tt,ecdf (x) (quantile(y.mod,tt)) ,type="s",
main="Mice leukemia modified",ylab="")

abline(0,1)

###Ar empirical likelihood: mice leukemia

xx <- seq(0.1, 0.9, by=0.01)
plot (tt,ecdf (x) (quantile(y.mod,tt)),type="s",
main=" (2) " ,ylab="" ,Xlab=”“)

abline(0,1)

zz <- EL.curve(x, y.mod, xx, type="pp",
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conf.level=0.95, sim.conf.level=0.95)

lines(xx, zz$estim, xlab="", ylab="",
main="P-P plot", type=’1’,col="red")

lines(xx, zz$conf.int[1,], 1lty="dashed")
lines(xx, zz$conf.int[2,], 1ty="dashed")
lines(xx, zz$simult.conf.int[1,], 1lty="dotted")

lines(xx, zz$simult.conf.int[2,], 1lty="dotted")

)
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