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Anotacija

Darba téma ir ilglaicigas atminas procesi. Apskatita ST jedziena izcelsme un aprakstosie
modeli. Definéts Hursta fenomens un frakcionala Brauna kustiba. Apliikota ilglaicigas
atminas modelu klase FARIMA, tas svarigakas ipasibas un parametru novertesanas meto-
des. Programma R simuleti ilglaicigas atminas procesi FARIMA un izmantotas dazadas

metodes parametra H noveértésanal.

Atslegas vardi: FARIMA, Hursta parametrs, ilglaiciga atmina



Abstract

The subject of this thesis is long - memory processes. The origin of long memory no-
tion and descriptive models are examined. Hurst phenomenon and fractional Brownian
motion are defined. Long memory models FARIMA, the most important properties and
estimation methods are considered. Long memory processes FARIMA with program R

are simulated and various methods are applied to estimate the parameter H.
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Apziméjumi
ACF autokorelaciju funkcija
AR autoregresivs process
ARMA autoregresivs slidosa vidéja process
(B(t)) Brauna kustiba
C[, ] nepartrauktu funkciju telpa
D|0, 1] no labas puses nepartrauktu, no kreisas puses ierobezotu funkciju telpa
FARIMA frakcionals autoregresivs slidosa vidéja process
fBm frakcionala Brauna kustiba
FCLT funkcionala centrala robezteoréma jeb Donskera teorema
fGn frakcionalais Gausa troksnis
FI frakcionali integréts
FN frakcionals troksnis
H Hursta parametrs
LRD ilglaiciga atmina
MA slido$a - vidéja process
M LFE vislielakas ticamibas noveértéjums
PACF parciala autokorelaciju funkcija
R/S statistika
Var(X) dispersija no X

= konverge



Ievads

Darba aplikoti ilglaicigas atminas modeli un tos raksturojosie parametri. Pedgjo
dekazu laika, kops atklata ilglaicigas atminas iedarbiba, ta ienem butisku lomu laikrindu
analize. Musdienas daudzus procesus var aprakstit tiesi ar Siem modeliem. Pielietojumi
ilglaicigas atminas procesiem atrodami makroekonomika, hidrologija, fizika, astronomija,
telekomunikacijas, agronomija un finansu joma. Procesus raksturo loti 1éna korelaciju dil-
Sana. Tas ietekme novertejumu un prognozu iegusanas procesus, lidz ar to nepieciesams
lietot atbilstosus modelus.

Termins “ilglaiciga atmina” kluva aktuals ap 1960.gadu. 1906.gada Kaira ieradas Harolds
Edvins Hursts, jauns anglu ierednis, kurs darbojas ka hidrologiskais konsultants. Vins pe-
tija sakaribas Nilas tdens limena svarstibas. Rezultatus publiceja apjomigos krajumos
“Nile Basin”[I], kuru pielikumos bija dokumentéts nokrisnu daudzums, upes limena un
straumes izmainas 5 gadu ietvaros. Pédéja no Hursta sé¢jumiem - “The Future Conserva-
tion of the Nile”(1946) [2], tikai ierosinats ikgadejos udenstilpnu datus “uzglabat” plasa,
ilglaiciga fonda, kuru vins nodeveja par “gadsimta atminu”. Tas koncepts balstas uz sais-
tibu starp maksimalo uzkrato novirzi no vidéjas vértibas, standarta novirzi un novérojumu
periodu, to aprakstija ar statistiku R/S. Izradijas, ka prakse datu uzvediba atskiras no
teoretiski paredzamas, to dilsanas pakape H bija 0.74 sagaidamas 0.5 vieta. Si paradiba
kluva pazistama ka Hursta fenomens. Tika noskaidrots, ka svarigakais aspekts ir neparasti
lena korelaciju dilsana jeb neparasti ilgstosa atmina. Lidz ar to, bija nepieciesami jauni
modeli, kas atbilstu situacijai.

Stacionaras laikrindas ilglaiciga atmina jeb ilglaiciga atkariba (turpmak apzimeésim - LRD)
izpauzas, ka korelaciju tieksanas uz nulli ki pakapes funkcijai, turklat tik léni, ka to sum-
mas diverge. Salidzinajuma - laikrindu modeliem ARMA korelacijas dilst eksponenciali.
Ilglaicigas atminas pakapi raksturo parametrs H. Tas pienem vertibas 0 < H < % Pec

definicijas, procesam pietmit LRD, ja % > H > 1. Darba merkis ir
e parametra H novertesana,
e piemérota FARIMA modela atrasana.

Darba lielakoties izmantots materials no J. Beran gramatas ” Statistics for Long - Memory
Processes” [3]. Autors tiek daudz citets dazados LRD modelu petijumos, ka ari dala no

aprekinos izmantotajam, datorprogrammas R ilglaicigas atminas procesu paketes "fArma’
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komandam izveidotas pec vina algoritma.

Pirmaja nodala aprakstita Hursta piedavata statistika un tas sakotnéjais pieradijums, kas
nesakrita ar novérotajiem rezultatiem. Siiemesla dé] veica dazadus petijumus, lai noskaid-
rotu, kapec pieradijums nav speka, lidz atklajas lenas korelaciju dilsanas ietekme. Otraja
nodala apskatitas tris ilglaicigas atminas definicijas un pieradita to ekvivalence. Tresaja
nodala aprakstiti procesi, kurus var raksturot ar Hursta parametru - frakcionala Brauna
kustiba un frakcionalais Gausa troksnis. Ceturta nodala ir ilglaicigas atminas modelu
klases FARIMA apraksts. Definetas autkorelaciju un parcialo autokorelaciju funkcijas,
spektralais blivums un citi raksturlielumi. Piektaja nodala dotas heiristiskas parametra
H novertésanas metodes - R/S statistika, dispersiju grafiki un regresiju metode spektrala
aspekta. Sestaja nodala aprakstitas Whittle, Gausa un tuvinata autoregresiva vislielakas
ticamibas parametru novertesanas metodes. Septita nodala ir praktisks R/S statisti-
kas, dispersiju grafika un citu metozu pielietojums dazadiem datiem ar ilglaicigo atminu.
Pielikuma definéti darba ietvertie, nepaskaidrotie termini un teorémas, ka ari atrodams

izmantoto programmu kods.



1. Hursta fenomens

Apskatisim Hursta fenomena teorétisko aspektu. Statistika, kuru Harolds Hursts pie-

meroja Nilas datiem:

i (X1, X)) = \ n_/ (1.1)

S (5 (v-2s))

kur X, X, ..., X,, ir izlase no n novérojumiem; S,, = X; + ...+ X,, ir parcialo summu vir-

Maxo<i<n (Si - %Sn> — Ming<i<p (Si - iSn)

kne, visiemm = 0,1,...un Sy = 0. % ir izlases vidéja veriba; savukart starpiba (Si — %Sn)
parada, par cik parcialas summas parsniedz to izlases videjo vertibu; maksimuma un mini-
muma starpiba skaititaja ir starpiba starp zemako un augstako parcialo summu poziciju;
dalitajs ir izlases standarta novirze.

Analizésim statistikas uzvedibu, izmantojot materialu no G. Samorodnitski grama-

tas "Long Range Dependence”[4]. Vispirms definesim teoremu, kas biis nepieciesama

pieradijumam.

Definicija 1. [5] Stohastisku procesu no realam vertibam {B(t) : ¢ > 0} sauc par Brauna

kustibu ar sakumu punkta x € R, ja izpildas
1. B(0) ==,

2. procesam eksisté neatkarigi pieaugumi, t.i., visiem 0 < t; <ty < ... <, pieaugumi

B(t,) — B(tp-1), B(tn—1) — B(tn_2), ..., B(2) — B(1) ir neatkarigi gadijuma lielumi,

3. visiem ¢t > 0 un h > 0 pieaugumi B(t + h) — B(t) ir sadaliti normali ar matematisko

ceribu nulle un dispersiju h,
4. funkcija t — B(t) ir nepartraukta gandriz visur.

Funkciju {B(t) : t > 0} sauc par standarta Brauna kustibu, ja x = 0.
Pienemsim, ka virkne {X, : n > 0} ir neatkarigi, vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar
E(X,) = 0 un Var(X,) = 1. Gadijjuma klejosana definéta ar S, = ZX’“ ir lineari

k=1
interpolejama veselas dalas, t.i.,

S(t) = S + (= [t (S — Spy)-



Tad ir uzdota gadijuma funkcija S € C[0,00). Definejam gadijuma funkciju virkni
{S; :n > 1} apgabala C[0,1] ar

S(nt)

Vn

S,(t) =
visiem t € [0, 1].

Teoréma 1. Donskera invariacijas princips (Funkcionala centrala robezteorema). [5)] Ne-

partrauktu funkciju telpa C [0, 1] virkne {S} : n > 1} pec sadalijuma konverge uz standarta
Brauna kustibu {B(t) : t € [0,1]}

Teoremas pieradijumu skat. [5].

Pienemsim, ka funkciju f : D[0,1] — R definé ka

f(x) = sup (x(t) —tx(1)) — inf (x(t) —tx(1)).

0<t<1 0<t<1

Redzams, ka = = (x(t),0 <t <1) € D[0,1] ir nepartraukta. Pielietosim $o funkciju
parcialo summu virknei ar vértibam no apgabala D]0, 1] - parcidlo summu procesam.
Pienem, ka X, Xy, ... ir stacionara gadijjumu lielumu virkne ar ierobezotu dispersiju un

videjo vertibu p. Parcidlo summu procesu define
SO(t) = Sy — [nt]p,

visiem 0 < ¢t < 1. Pec FCLT varam secinat, ka, ja Xy, Xs, ... ir neatkarigi, vienadi sadaliti
gadijuma lielumi, tad

1
—S™ = 5.B

vn

vaja nozime telpa DI0, 1], kur o2 ir noverojumu dispersija o2

un B ir standarta Brauna
kustiba intervala [0,1].
Tad formulas (1.1) skaititaju varam izteikt ka f (S(”)). Tadel, ja FCLT izpildas, péc

nepartraukta attelojuma teoremas (Skat. pielikumu) iegustam, ka

1 l l 1
— L — mi L — —_gn)
NG <52a§ (S’ nS"> 0<izn (Sl nS">) -/ (\/ES )

= f(o.B) = 0. {Sup (B(t) —tB(1)) — inf (B(t) — tB(l))}

0<t<1 0<i<1

.| sup Bal) — jut, Bulo)].

0<t<1 0<t<1



kur By apzime Brauna tiltu intervala [0,1]. Turklat, ja stacionara virkne X;, Xs,... ir

ergodiska, tad izlases standartnovirze ir butisks populacijas standartnovirzes novertéjums.

Tada]
n 1/2
1 1 \?
(—Z (Xi——5n> ) o
n im1 n

ar varbiutibu 1. Visbeidzot varam secinat, ka

—— (X, X)) = —

Vn S o

Tas nozimeé, ka R/S statistika pieaug ka kvadratsakne no izlases apjoma. Tomer, kad Ha-

1 R a [Sup By(t) — inf Bo(t)}-

0<t<1 0<t<1

rolds Hursts aprekinaja R/S statistiku Nilas datiem, atklajas, ka empiriskais pieaugums
ir tuvaks n%™. So fenomenu sauc par Hursta fenomenu. Izradijas, ka atrast piemerotu
stohastisku modeli, kas izskaidrotu So paradibu, nav vienkarsi. Vairak informacijas at-
rodams gramata [4]. Tika izvirzita hipotéze, ka janem modelis, kuram korelacijas dilst
leni un tadel nav speka FCLT. Vienkarsakais no sadiem modeliem ir frakcionalais Gausa
troksnis, kuram izpildas

D x x) = 2 sup (Bu(t) — tBu(1) — inf (Bu(t) — tBu(1))]

S 0 |o<t<1 0<t<1

redzams, ka R/S statistika aug ka n'’. Tapec, izveloties atbilstosu H, kuru deve par
Hursta parametru, beidzot bija iespejams izskaidrot problemu. Nonaca pie secinajuma, ka
pats svarigakais faktors ir 1éna korelaciju dilsana, seviski pie lielam H vértibam - neparasti
ilglaiciga atmina. Lidz ar to tika ieviesti tadi termini ka ilglaicigd atmina un ilglaiciga
atkariba. Hursta parametrs paradas dazadas matematikas sferas, ieskaitot fraktalus un
haosa teoriju, ilglaicigas atminas procesus un spektralo analizi.

Parametrs H pienem vértibas no 0.5 lidz 1. Procesam, kuram piemit LRD, H > 0.5. Jo

Hursta parametrs tuvaks 1, jo lielaka LRD pakape un sarezgitaka procesa struktura.



2. Ilglaicigas atminas definicijas

Apskatisim veidus, ka tradicionali definé ilglaicigas atminas iedarbibu un pieradisim
teoremu par definiciju ekvivalenci pie Tpasiem nosacijumiem, izmantojot W. Palma gra-

matu “Long - Memory Time Series: Theory and Methods” [6].
Definicija 2. Pienem, ka v(h) = (y;, yron) ir autokovariaciju funkcija stacionaram pro-
cesam {y; : t € Z}. Tlglaicigo atminu define

S k)] = oo. (2.1)

h=—o0

Izmanto ari citas alternativas definicijas. Lai tas saprastu, vispirms definésim dazus

jédzienus.

Definicija 3. Pozitivu merojamu funkciju, definetu kada bezgalibas apkartne [a, 00), sauc

o) — 1,

(
[(x)

par leni variejosu Karamata izpratne tad un tikai tad, ja katram ¢ > 0 izpildas
kad = — oo.
Leni variejosas funkcijas piemeri ir [(x) = log(x) un I(x) = b, kur b ir pozitiva konstante.

Funkcija {(x) = ¥ nav leni variejosa nevienam realam /3 # 0.

Teoréma 2. Volda dekompozicijas teoréma: Jebkuru stacionaru, nedeterminétu procesu

var izteikt

Yt = Z%‘ﬁt—j = p(B)er, (2.2)
=0

o0

kur 1y =1, Z@Df < 00, & ir baltais troksnis ar dispersiju o>.
=0

Ilglaicigo atminu definé

v(h) ~ h*71(R), (2.3)

ey
P~ W (1) (2.4)
Wi ~ 5 5(5), (2.5)

kur 7 > 0, A € 0 apkartnei, {1(-),lo(+),l3(-) ir leni varigjosas funkcijas, d ir ta devétais
ilglaictgas atminas parametrs un apzimejums x,, ~ y, jasaprot ka x,, /y, — 1, kad n — oc.
Parametru d un Hursta parametru saista sakariba H = d + % Definicija balstas uz
autokovariaciju dilsanu, kad A — oo, plasi izmantota izsaka LRD caur spektralajam
ipasibam un balstas uz procesa Volda dekompoziciju.

Definicijas - ir ekvivalentas tikai pie ipaSiem nosacijumiem, kurus apskatisim

sekojosa teorema. Definesim divas lemmas, kas nepieciesamas pieradijumam.



Lemma 3. Pienemsim, kar,s € R un s <1 <r+ s;ly, 1y ir leni variéjosas funkcijas un
{fr},{gx} ir divas virknes, kuras pieder kopai N | kuras apmierina fr ~ k™"l1(k), gr ~

k~*ly(k), kad k — oo. Jebkuram n € N, virkne { fo1xgk} ir summeéjama un

Z Foswge ~ "D (R)ly(n)B(r+ s — 1,1 — s),
k=0

kad n — oo , kur B(-,-) ir beta funkcija.

Lemma 4. (a) Ja l(-) ir leni variejosa un o > 0 , tad z*l(x) — oo, kad v — oo.
(b) Ja l(-) ir léni variejosa, m ir pietiekosi liels, tads, ka l(x) ir lokali ierobezota apgabala
[m, 00) un a > —1, tad
n a+1l
> ke(k) ~ ”—("),
a+1

k=m
kad n — oo.
(c) Ja l(-)ir kvazi - monotona léni variejosa, tad sekojosa rinda ir nosaciti konvergenta

I(k) cos(kA)k™H ~ %’

hE

B
Il

wisitem A — 0L un 0 < p < 1.

Teoréma 5. Pienem, ka {y,} ir stacionars process Volda izteiksme (2.2), 0 < d < %, tad
(a) Ja procesam {y:} izpildas (2.5)), tad izpildas ary (2.3).

(b) Ja procesam {y;} izpildas (2.3)), tad izpildas art (2.1)).
(¢) Ja li(+) ir kvazi - monotona léni variéjoda funkcija, tad (2.3)) nozime (2.4).

Pieradijums. a) No Volda dekomporzicijas (2.2]) seko [6], ka procesa {y;} autokovariaciju

funkciju var uzrakstit forma

v(h) = o Z (LIRT/ AR

k=0

Tadel, pec nosacijuma (2.5) un Lemmas 3, mes varam secinat, ka

1(h) = 02l5(h)2B(1 — 2d, d).

b) Jebkuram veselam skaitlim 0 < m <n

D =D ).

h=—0o0
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Tagad, no un Lemmas 4 (b) pie lieliem n iegusim

n n2], (n
S ()] ~ i),

2d

Ta ka d > 0, tad no Lemmas 4 seko, ka n?¥;(n) — oo, kad n — oo. Tas nozime, ka

nosactjums (2.3) apmierina nosacijumu (2.1)).

c¢) Ta ka [y ir kvazi - monotona leni variejosa, tad no Lemmas 4 punkta (c) seko, ka (2.4)):

L) (1 — d)r(d)
() = oT(1 — 2d)sin(rd)  27D(1 — 2d) ()

visiem A > 0. O
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3. Frakcionala Brauna kustiba un frakcionalais Gau-
sa troksnis

Frakciondlo Brauna kustibu turpmak apzimésim ar fBm. Izmantots materials no gra-

matas “Theory and Applications of Long Range Dependence” [7].

Definicija 4. Stohastisku procesu Z = {Z(t)},.g, kas pienem realas vertibas, sauc par

sev lidzigu ar indeksu H > 0, visiem a > 0, ja

{Z(at) }ep =" {a" Z()}, oy, - (3.1)

kur ar =% apzime galigdimensionalu sadalijumu ekvivalenci. Procesu (3.1 turpmak de-
vesim par H - se procesu. Kaut ari tie nav stacionari, starp sev lidzigiem un stacionariem

procesiem pastav zinama sakariba.

Apgalvojums 6. Ja process {X(t)},., o H - se, tad process Y (t) = e " X(e'),t € R,
ir stacionars. Ka art otradi, ja {Y (t)},cg ir stacionars, tad X (t) = t"Y (Int),t > 0, 4

H - se process.
Definicija 5. Saka, ka procesam Z = {Z ()}, ir stacionari pieaugumi, ja, visiem h € R,
{Z(t+h) = Z(M)}er =" {Z(t) = Z(0)} ez -

Procesus H - se plasi izmanto, jo no tiem var izveidot virknes ar svarigam ipasibam. Ja

{Z(t)},cg ir H - ss process, tad
Xi=A0Z(G)=2(+1) - Z(j),j € L,

ir stacionara virkne, saukta par laikrindam.

H - se procesam Z = {Z(t)},.p ar ierobezotu dispersiju piemit sekojosas Ipasibas:
e Z(0)=0.

o Ja H+#1,tad EZ(t) =0 visiem t € R.

o EZ2(t) = EZ2(|t| signt) = |[t|* EZ*(signt) = [t EZ%(1) = |t|*" o> Ja o* =
EZ*(1) =1, tad procesu Z = {Z(t)},p sauc par standarta.

12



e H-ss procesa Z kovariaciju funkcija ir

Cov(Z(s),Z(t)) =Tu(s,t) = % {EZ*(s) + EZ*(t) — E(Z(t) — Z(s))*}

o2
— 7 {’t|2H + |S|2H o |t o S‘QH}.
e Procesa Z parametrs H < 1.
Ja 0 < H <1, tad kovariaciju funkcija ir nenegativi definita.

Definicija 6. Gausa H - se procesu {Bpy(t)},cg, kur 0 < H < 1, sauc par frakcionalo

Brauna kusttbu. To deve par standarta fBm, ja 0> =VarBy(1) = 1.

Piezime 7. Ja H = %, tad fBm {B%(t)} ir parasta Brauna kustiba (Definicija 1)
teR
ar Cov(B(s), B(t)) = EB%(S)B%(t) = min(|s||t]), ja s un t ir ar vienadam zimem un

Cov(B(s), B(t)) =0, ja zimes ir pretéjas.
Apgalvojums 8. Piepemsim, ka {X (1)},
1. ir Gausa process ar videjo vertibu 0, X (0) = 0,
2. EX2(t) = o?|t|*" kadam o >0 un 0 < H < 1,
3. 1r staciondri pieaugumi;

tad {X(t)},cg ir frakcionald Brauna kustiba. Frakcionala Brauna kustiba ir vienigais

Gausa H - se process.

Parametra H veértiba ietekmé fBm trajektorijas izskatu. Attéla [l redzamas viena fBm

procesa simulacijas dazadiem H. Pie lielakam H vértibam, fBm trajektorija klast lidze-

naka. Tas skaidrojams ar kovariaciju struktiru. Kad 0 < H < %, pieaugumi no fBm ir
1

ar pretejam zimem un to kovariacijas ir negativas. Savukart, gadijuma ; < H < 1, tas

pienem pozitivas vertibas.
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Labi pazistams LRD process ir frakcionalais Gausa troksnis (turpmak lietosim saisi-

najumu fGn), kas butiba ir diskrétu solu pieaugumu process no fBm.

Definicija 7. Ja {Z(t)},.p ir fBm, tad procesu {X}},., sauc par frakcionalo Gausa

troksni, kuram izpildas

Xy = Z(k+1) - Z(k), k € Z.

Apgalvojums 9. Augosai virknei {Xy},., (Definicija 7) piemit sekojosas ipasibas:

1.

A

{ Xk} ey ir stacionara.
EX, =0.
EX? = o? = EZ(1)>.
Procesa { Xy}, autokovariaciju funkcija ir dota ar
o’ 2H 2H 2H T
v(k) = EX; X = 7(|k + 17 = 2|k + |k — 177 = ?A |k
kur A% apzime otras kartas diferenci.

Pienem, ka k #0. Tad v(k) =0, ja H =1, v(k) <0, ja 0 < H < § un (k) > 0,

ja i < H <1.

Ja H # %7 tad
3(k) ~ 02 H(2H — 1K1,

kad k — oo.
pgalvojumu pieradijumi pieejami [7].
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4. FARIMA modeli

Plasi pazistama ilglaicigas atminas modelu klase ir frakcionalie autoregresivie slidosa
- videja jeb FARIMA (dazkart ari - ARFIMA) modeli. Butiba tie ir ARIMA procesu

visparinajums, tikai FARIMA var piemist ari ilglaiciga atmina [3].

Definicija 8. [3] Stacionaru procesu X; sauc par FARIMA (p, d, ¢) procesu, ja
#(B) (1 — B)* X, = ¢(B)e, (4.1)

visiem —3 < d < 3, kur (1—B)? ir diferencu operators,{e, } - baltais troksnis ar ierobezotu
dispersiju, ¢(B) =1 —¢1B — ... — ¢,BY un Y(B) = 1 + ¢ B + ... + ¢,B? ir attiecigi

autoregresiva un slidosa videja operatori.
Procesam piemit ilglaiciga atmina, ja 0 < d < % Nepieciesams definet augsejo robezu

d < %, jo, gadijjuma d > %, process nav stacionars. Jebkuram d € R, diferencu operatoru

(1 — B)? define

kur

N 4 [(d+1)
(k)_k!(d—k)!_F(k+1)F(d—k+1)

Vienadojumu (4.1)) var izteikt dazadas formas. Pieméram,
(1-B)' X, = X, (4.2)
kur X; ir ARMA process, definéts ka
X = ¢~ (B)Y(B)er.

Tas nozime, ka, pielietojot X frakcionalo diferencu operatoru (bezgaligu linearu filtru)

(1 — B)4, iegust ARMA procesu. No otras puses, var pierakstit
Xy = ¢(B)"'9(B) X7,
kur
X;=(1-B)¢ (4.3)

ir FARIMA (0, d, 0) process. Tad X tiek iegiits, lietojot ARMA filtru procesam FARIMA
(0,d,0).
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4.1. Bezgaliga AR un MA reprezentacija

Ja process FARIMA((p, d, q) ir stacionars un apgriezams (skat. [6] 44.1pp), tad
Xy = (1= B) ¢(B)""W(B)e; = a(B)e,

un

e = (1= B)'o(B)Y(B)™' X, = 7(B)y..

MA (00) koeficienti, ¢;, un AR (oco) koeficienti, m;, apmierina sekojosas asimptotiskas

sakaribas:
P(1)k*! 1
4= sr@ T
. Pk~ 1
=g O
kad k — oo.

Frakcionaliem troksna procesiem ar ilglaicigas atminas parametru d attiecigie koeficienti

ir doti ar vienadojumiem

ryt—14+d  T(k+d)
“’“_g t Tkt 1)
Cfyt-1-d  T(k—d)
”"H t  T(-dT(k+1)

visiem k> 1 un ag = 79 = 1.

4.2. Spektralais blivums

Procesa (|4.1)) spektralo blivumu var pierakstit sekojosa veida

i —2d i
f()\)zo-_ez‘l_ei)\’f2d|¢(€/\)|2 20_62 QSiné |¢(6)\)’2
2m [p(eM)? 2m 2] le(eM)
un tas ir
2m [p(1)[? ’
visiem |[A\| — 0.
Procesa X, spektralo blivumu raksturo art ar periodigrammu
R "
() = 5| > X, (4.4)
t=1
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4.3. Autokovariaciju funkcija

No formulas (2.3)) zinams, ka, visiem |k| — oo,

Y(k) ~ ey (d, ¢, )|k, (4.5)
kur
2 2
q(¢¢%¢):fng8ﬂ2ru-mnmnwd
un
p~ cp(da @, ¢)|k|2d_17
kur
_ c“{<d7 ¢7 ¢)
AR

Procesa FARIMA (0, d, 0) autokovariaciju funkcija ir

»  (=DFrQ - 2d)
Th—d+O)I(1—k—d)’

savukart, autokorelaciju funkcija izsakama ar

Yo(k) =

'1—d) TI'(d)
Fk+d)T(k+1-d)

Vispariga gadijuma, procesa FARIMA (p, d, q) autokovariaciju funkciju var pierakstit

Po(k?) =

y(k) = BBy (k+j—1),

J1=0

kur

B(B) = Z@-B]‘ = ¢(B)y ! (B)

un v*(k) ir autokovariaciju funkcija procesam X;* (4.3)).

4.4. Izlases vidéja vertiba
Piepemam, ka X, X»,..., X, ir izlase no procesa FARIMA(p,d,q) un X ir izlases

videja vertiba. Tad X dispersija

Var(X) = - [2 3 (1 _ S) (k) + 7(0) (4.6)




No (4.5) seko, ka y(k) ~ c,k?*! pie lieliem k. Tadel, pie lielam n vertibam, iegusim

n—1 2d—1
Var(X) ~ 2c,n*! g <1 — E) <E> 1
n) \n n

k=1
1
~ 2cn*t / (1— )t dt
0
Cy 2d—1

d2d+1)"

4.5. Parcialas autokorelacijas

Visparigam FARIMA (p, d, ¢) modelim, PACF noteiksana ir sarezgita, tomer koeficien-
tu [, iegtsSanas princips ir tads pats, ka ARMA procesu gadijuma. Parcialos korelacijas
koeficientus nosaka ar Durbina - Levinsona algoritmu. Frakcionala trokspa gadijuma

Hoskings (1981) [8] apgalvo:
Apgalvojums 10. Piepem, ka X; ir FARIMA (0,d,0) process, kur —% <d< %7 un
k
X =) ByXi
j=1

ir Xy labakas linearas prognozes. Tad koeficienti By; minimizé sagaidamo kvadratisko

prognozes kadu E |(X, — X,)?|X_1,. .. ,Xt_k} un

NI —d)T(k—d—j+1)
5’”‘:_(]) [(—dC(k—d+1)

Parcialas autokorelacijas koeficienti By, procesam FARIMA (0,d,0)

d
Brk = r—d

Gadijuma, kad j, k — oo un j/k — 0,

1,
@kj’“ ]dl-

Inoue(2002) [9] ir pieradijis, ka, ja Sk ir stacionara procesa FARIMA parcialas autoko-
relacijas, tad

d
| Brk| ~ T

kad k£ — oo.
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5. Parametra H novertésanas metodes

Ilglaicigas atminas klatbatni prakse noveroja ilgi pirms bija zinami pieméroti stohastis-
ki modeli, tadel parametra H novertesanai lietoja dazadas uz empiriskiem noverojumiem

balstitas metodes. Tas galvenokart izmanto ilglaicigas atminas diagnosticesana.

5.1. R/S statistika

Metode pamatojas uz Hursta statistiku (L.1), kuru jau apskatijam pirmaja nodala.
Saja gadijuma pienem, ka Q = Q(t, k) = R(t,k)/S(t, k), kur

R(t, k) = max |Yis — Yi — - (¥ies Yg)} ~ min [Ytﬂ- VLR

0<i<k k <k k

un

t+k

St k) = |k > (Xi = Xyp)?,
i=t+1
jayY; = Zgzl X;un Xy, = k71 Zf:fﬂ X;. Lai novertétu parametru, aprekina @) visam
(vai arT - pietiekosa skaita) t un k vertibam, grafiski attélo log @ pret log k un zimeé taisni

=a+blogk.

Teoréma 11. [J] Piepem, ka X, ir tads, ka X}? ir ergodisks un t~" 3! X, konvergé

vaja nozimé uz fBm, kad t tiecas uz bezgalibu. Tad, visiem k — oo
Q=4 &, (5.1)

kur & ir nedegeneréts gadijuma lielums.

Statistiskiem pielietojumiem tas nozimé, ka grafika log () pret log k& punkti bis vienme-
rigi izkaisiti ap taisni ar slipumu H. Ilglaicigas atminas gadijuma ap H > 0.5, preteja
gadijuma - ap H = 0.5. Metode ir populara un plasi izmantota, tomer tai piemit savi tru-
kumi. Piemeéram, liela nozime ir k izveélei. Lietojot dazadas k vertibas vienai datu kopai,
iespéjams iegit krasi atskirigus H novertéjumus, pat arpus intervala 0 < H < 1. Turklat,
gadijumos, kad procesam nepiemit ilglaiciga atmina, bet ir leni dilstoss trends, metode
var dot aplamu sledzienu par ilglaicigas atminas klatbitni. Sikakas detalas atrodamas

Mandelbrot (1972) [10] un citos darbos.
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5.2. Dispersiju grafiki

leprieks noskaidrojam (4.6), ka Var(X) ~ cn??~1, pie lieliem n un ¢ > 0.

Pienem, ka k ir vesels skaitlis. Sadalam izlasi m;, blokos ar garumu k, tad
log Var(X (k)) ~ ¢+ (2d — 1) log k. (5.2)

Pietiekami lielam skaitam bloku ar dazadam k vertibam intervala 2 < k < 2, aprekinam

bloku videjas vertibas X;(k), Xa(k),. .., X,n, (k) un izlases kopejo videjo vertibu

my
X (k) =mg" Y X;(k).
j=1
Katram k aprekina dispersiju no bloku videjam vertibam X;(k), j = 1,...,m; un
izlases videjas vertibas:

mp

(k) = (mp =17 ) (X;(k) — X (k).

j=1

Grafiski attelo log s?(k) pret log k. Pie lielam k vertibam, sagaidams, ka grafika punkti
bus izkliedéti ap taisni ar negativu slipumu 2d — 1 (jeb 2H — 2). Gadijuma, kad procesam
nepiemit ilglaiciga atmina (d = 0), taisnes slipums ir —1 un ta bus lezenaka. Izdevigi
sadu taisni piezimet dispersiju grafikam. Jo ta stavaka, jo izteiktaka ilglaicigas atminas
klatbitne. Parametra H vertiba ir iegttais taisnes slipumsx0.5 + 1. Metodes trikumi

bitiba ir tadi pasi ka R/S statistikai.

0.2
0.0
1

0.0
-1.0 -05
Il

log Var(k)
log Var(k)

-2.0 -15
Il Il

-10 -08 -06 -04 -02
-25
|

T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

log(k log(k)

(k)
2. att. Procesu FARIMA(0,0.3,0) un ARMA (1,0) dispersiju grafiki
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Attela 2. kreisaja puse redzams dispersiju grafiks simuletam frakcionala troksna pro-
cesam ar d = 0.3, savukart, labaja pusé - pirmas kartas autoregresivajam modelim, ar
¢ = 0.3. Abos gadijumos izlases garums n = 10000 un bloku garums k£ = 20. Ne-
partraukta linija raksturo vienadojumu , raustita linija attelo taisni ar slipumu —1.
ARMA(1,0) gadijuma, abas taisnes gandriz parklajas, lidz ar to metode noraida ilglaici-

gas atminas klatbutni.

5.3. Regresiju metode

Pienem, ka stacionara procesa spektralais blivums ir

FO) = foV) {2 sin (%ﬂ - (5.3)

Logaritmeéjot vienadojumu (.3 punktos \; = 275 /n, iegustam

2
log f();) = log fo(0) — dlog {2 sin %] + log [%] : (5.4)
No otras puses, periodigrammu I()\;) var izteikt ka
_ I(\) ‘
log I(\;) = log L“(Aj)} +log f(A;). (5.5)

Apvienojot (5.4) un (5.5)),

log I(A;) = log fo(0) — dlog [2 sin %1 + log {](/\j)[

2sin()\/2)}2d}
Jo(0)
Defingjot y; = log I(\;), a = log fo(0), 8 = —d, x; = log[2sin();/2)]? un

(IO s /2
Ej_lg{ 52(0) }

iegiist regresijas vienadojumu
y; = a+ Bz + €.

Varam sagaidit, ka, visiem j =1,...,m, kur m < n,

F) ~ fo(0)[2sin(A;/2)] 7,

tadel
I()\)
€; ~ log {—j } )
’ J(A)
Tad mazako kvadratu metodes ilglaicigas atminas parametra d novertejums ir
i - _ZT:l(xj —)(y; — ¥)
" Z;n:ﬂxj —z)?

kur ¥ = Z;”le]/m un g: Z;’Llyﬂ/m 1
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5.4. Detrendéeta svarstibu metode

Metodi izstradajis Pengs [I1]. Pienem, ka X,..., X, ir izlase no kada stacionara
ilglaicigas atminas procesa un Y; ir parcialo summu virkne Y; = Z j=1 Xj, vislem t =
1,...,n. Tad procesa X;, t € Z, parametra d novertejumu iegust sekojosi. Izlasi X;
sadala k neparklajosos blokos, kuri satur m = n/k noverojumus. Katra bloka X; pieméro

linearas regresijas modeli attieciba pret ¢ = 1,...,m un noverté atlikumu dispersijas o

1 & . a
—Zm—ak—ﬁktﬂ

m

kur &y un f ir mazako kvadratu metodes koeficientu novertejumi.

Pienem, ka F?(k) ir $o dispersiju videja vertiba

Ka aprakstijis Pengs [11], gadijjuma klejosanai,
F(k) ~ ck*/?,

savukart procesiem ar LRD,

Tad, logaritmejot , iegust
log F'(k) ~logc+ (d+ ) log k.
Piemérojot mazako kvadratu regresijas modeli
log F'(k) = a+ Blogk + €
visam k € K vertibam, ieglist d novértéjumu

=5-

[\3|>—t

kur B ir mazako kvadratu novertéjums parametram [. Ir dazadas pieejas indeksa K
izvelei. Ja ko = min{K} un k; = max{K}, dazi autori piedava izmantot ky = 4 un k; -

dala no izlases apjoma n. [0]
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6. Vislielakas ticamibas parametru novertésanas me-
todes

Definésim dazus jédzienus, kas biis nepieciesami turpmakai analizei. Vairak informa-
cijas par nodala aplukotajam metodem un teoremu pieradijumus skatit materiala [3].
Pienem, ka X, X5, ..., X, ir stacionars process ar videjo vertibu p un dispersiju o2, ka
ari - izpildas un (2.4). Spektralo blivumu raksturo ar nezinamu galigdimensionalu
parametru vektoru

0° = (02, H°, 69, ....65,).

Tad f(A\) = f(\;0), kur @ € © C RM. Merkis ir novertet nezinamo parametru vektoru 6°
dotajiem noverojumiem X, ..., X,. Apzime: X = (X1, Xs,..., X,

2n(0) = [v(J = D];=1...n = kovariaciju matrica no X,

|¥,| = determinants no 3,,.

Pienemsim, ka p ir zinams un vienads ar nulli. Tas seko no fakta, ka Gausa vislielakas
ticamibas novértéjuma parametram 6 asimptotiskais sadalijjums nemainas, neatkarigi no

ta, vai p tiek aizvietots ar izlases videjo vertibu. Procesu X, var izteikt formas

Xt = Z b(S)Xt,s + € (61)
s=1
un
X, = Za(s)et_s, (6.2)
s=0
kur e ir nekoreléti gadijuma lielumi ar vidéjo vertibu nulle un dispersiju var(e;) = oZ.

Lemma 12. Pienem, ka eksisté tadas konstantes 0 < ¢, < 0o un 0 < ¢, < 00, ka
b(s) ~ k13

un
a(s) ~ ok 2,

kad k — oo. Dotaja gadijuma,

ib(s) <0

un

Z a(s) = 0.

s=1
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Pienemam, ka velamies iegtut viena sola prognozi no X; neierobezotam pagatnes vertibam

Xs, 8 <t—1, tad videjo kvadratisko prognozes kladu
MSPE = E [(Xt X)X, s <t 1]
minimize ar
X, =E[X|X,s<t—1=> b(s)X,_..
s=1

Minimala prognozes klida

MSPE = ¢ = 2rexp {%/ log f()\;HO)d)\} :
m ™

No ta seko [3], ka
/ log f1(A\)dX\ =0,

visiem
27

HA) == (V).

a2
O-E

6.1. Gausa vislielakas ticamibas novertéjums

Pienem, ka X, ir Gausa process, kam izpildas (6.1)) un (6.2)). Tad X = (X1, Xs, . ..

kopéja sadalijuma funkcija ir
hw; %) = (2m)75[S(0°) | ze 2=,
kur = (z1,...,2,)" € R". Log - ticamibas funkcija ir

Ly(x;6°) = log h(x;6°)

oy
2

Define M - dimensiju vektoru

1 1
0g2m — 5 log [2(0%)] — 51?271(90):6.

0

L/ . :_L .
10 1 0
— 2~ o |X(0)] — =2t | —=—2"1(p =1,2,...,M).
590, o8 20| - 5 [aej <>]ax<y 2, M)

(6.3)

Vislielakas ticamibas novertejumu (M LE) iegust, maksimizéjot logh(z;60) pec M - di-

mensiju parametra 6. Attiecigo maksimizacijas probléemu var formulét ar pirmas kartas

parcialajiem atvasinajumiem. Tad M LE 6ir M vienadojumu sistemas
L' (2:0) =0
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atrisinajums. 9 asimptotisko sadalfjumu var iegut no L, Teilora izvirzijuma. Otras kartas

parcialo atvasinajumu matricu no L,, apzimeé ar

1 82
L, (2;0) = ———L,(x; l=1,...,M
n(xﬂ 0) aejel n(l’, 9)7(j7l ) ) )
No(6.4) iegustam, ka
L (2:0) = 0= L (2;60°) + L" (2;0°)(6 — 6°) + r,,. (6.5)

Teoréma 13. Pienem, ka X, ir Gausa process un 0 ir definets ar (6.4). Define M x M

=1,...,

1 [0 0
Dy;(0°) = %/ 50 log f(x)% log f(z)dz|g—go

un

C(0°) = 2D~ (0°).
Tad, pie nosacijuma n — 00, ir speka
6 — 6°

gandriz visur un

~

(9 - 90) —d C)

[NIES

n

kur ¢ wr M - dimensionals normals gadijuma vektors ar vidéjo vertibu nulle un kovariaciju

matricu C.

6.2. Whittle tuvinatais vislielakas ticamibas novértéjums

Lai iegutu Whittle metodes novertejumus, veic divus tuvinajumus. Ta ka

n—oo 1 21

lim llog 1X,(0)] = i/ log f(\; 0)d,

tad log |%,(0)| no vienadojuma (6.3)) var aizstat ar n(2m)~" ["_log f(X; 6)dA.
Otru tuvinajumu veic 'Y 71(0)z. Matricu ©71(0) aizstaj ar citu, vieglak aprekinamu

n X n matricu

kura sastav no

——U=DAGA, (6.6)



Tad no abiem tuvinajumiem un (6.5) iegustam

n nl [T 1
o Megor = [ 0)dA — —ot .
L 5 log 27 297 | og f(A; 0)dA 5% A(0)x

Tuvinatu parametra 0° vislielakas ticamibas novertejumu iegfist, minimizejot funkciju

L (6) = % /W log £(\: 0)d\ + ”’tAnﬂ (6.7)

atkartha no 0.

6.3. Tuvinatie autoregresivie vislielakas ticamibas novértéjumi

Citu tuvinato M LFE iegiist, izmantojot X, labako linearo prognozi, kas dota neiero-
bezota skaita pagatnes vertibam X; 1, X; o,.... Ja zinami X (s < t), tad neatkarigiem,

vienadi sadalitiem e4(s < t),

€t = Xt - Zb(s)Xt—s-
s=1

Ja X; ir Gausa process, tad €, ..., €, log - ticamibas funkcija ir
L " log2m — Zlog 02 1zn: @)’ (6.8)
= ——log2m — —logoZ — = — ] . .
nT T8 2 %% T2 \o,
Ja zinamas tikai ierobezota skaita pagatnes vertibas, tad €, ..., €, var novertét ar
t—1
U = Xt — Zb(S)Xt_S7 (t = 2, c. ,n).
s=1

Tuvinatu log - ticamibas funkciju var definét, formula €; aizstajot ar u,. Parametriska
modelt koeficienti b(s) ir atkarigi no parametru vektora n°. Tuvinatu 6° = (0%,7) MLE

iegiist, maksimizéjot tuvinatu log - ticamibas funkciju attieciba pret 6. Pienem, ka

un

i) = (Gl g ut<n>)t.

,...,—anM_l

Tuvinato § MLE iegilist, minimizéjot summu no funkcijas

nlog6; + Z r2(6)

t=2
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attieciba no 6. Nemot pirmas kartas parcialos atvasinajumus no 6, iegtistam M nelinearu

vienadojumu sistemu
n

t=2
kuru var sadalit divas dalas

un

1 n
2 2
0. = E 0).
¢ n—thUt(>

6.4. Diskréets Whittle novertéjums

Whittle tuvinata M LE iegiuisana var but laikietilpigs process, seviski, ja ir lielu izméru

izlases un @ ar lielu dimensiju. Integrali var aizvietot ar Rimana summu

1 & 1 , o
ak) =2 ek Aim =
(2r)? Z FOgm) m

kur
2my . .
/\j’mzﬁ,(‘]zl,...,m) (69)
un m* ir (m — 1)/2 vesela dala. Ja I()) ir procesa X; periodigramma (4.4)), tad (6.7) var
izteikt ka

Ly — % [/_Zlogf(w)dﬂf_:%w} |

No ieguistam tuvinajumu
. 1 |[& 21 O I(\j) 27
Lw(0) =2— 1 Nim;0)— — |
7j=1 j=1 s
Turklat, gadijuma, kad 6 = (0, ) definets tads, ka
fFA0) =61 f (A 07),

/ log f(\; 0%)dA = 0,

—T
un izvelas m = n, novertejumu @ iegist, minimizejot funkciju

*

. — [(Njm
Qn) = Z ﬁ

Jj=1
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pec 1 un pielidzinot
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7. Praktiskais pielietojums

Apskatisim parametra H (vai ekvivalenti - parametra d) novertéjumu metodes pie-
meros. Aprekiniem izmantota datorprogramma R. Taja pieejamas specialas ilglaicigas
atminas procesu paketes "fArma” [12], "fracdiff” un "longmemo”, kuras iebuvetas fun-
kcijas FARIMA(p,d, q), fBm, fGn procesu simulésanai péc dazadam pieejam (Berana,

Durbina - Levinsona algoritma u.c.) un parametra H novértésanai.

Piemerota FARIMA modela atrasanai, izmanto procesa vienadojumu forma (4.2)).
Tad, zinamai d vertibai, aprekina X, = (1 - B)¥X, (Xt deve arl par "frakcionali dife-

rencetam rindam”[13]), pielago X; atbilstosu ARMA procesu un veic atlikumu parbaudi.

Piemeérs 1. Apskatisim FARIMA modela atrasanu simulétiem datiem. Izmantojot prog-
ramma R pieejamo funkciju ”fracdiff.sim”, genere procesu FARIMA (2,0.4,0), kur d =
0.4, ¢y = 0.1 un ¢ = 0.5, apjoma n = 10000. Mekle piemerotu FARIMA modeli. Saja
gadijuma zinam, ka dati simuléti, tapéc izvelamies AR procesu ar kartu 2 un, ar komandas

"fracdiff” palidzibu, iegiistam vislielakas ticamibas metodes koeficientu novertejumus.

=4y

(b)
3. att. FARIMA(2,0.4,0) laikrinda (a) un ACF (b)
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1. tabula Parametru novertejumi

Parametrs | Novertejums | St.klada
d 0.40625 0.02010
01 0.08482 0.02026
®2 0.50274 0.01194

Zinot, ka (1 — B)? var izteikt forma

Q-pyi—1-apsMd-Dp dd-1d-2)

3
5 i B+ ...

un izmantojot ieguto d = 0.406251572, lidz zinamam lagam (3aja gad. - 30) ar frakcionalo

diferencu operatoru tiek apréekinats X,
X, = X, — 0.406251572X;_1 — 0.120605616X;_o — ... — 0.002283513X,_s,.

Tad, frakcionali diferencétajam procesam X;, piemerotako AR modeli atrod pec Akaike

kriterija (AIC). Iebuveta komanda ”ar(x)” izvelas modeli ar minimalo

AIC = 2k — 21In(L)

vertibu, kur £ - modela novertéto parametru skaits, L - ticamibas funkcija.
Saja gadijuma, tas ir AR(2) ar novertéjumiem é1 = 0.090 un éy = 0.505, o2 = 0.993.
Noveértejuma koeficienti praktiski neatskiras no pirmaja modeli novértétajiem.
Nepieciesams parbaudit, ka atlikumi ¢, ir neatkarigi, vienadi sadaliti gadijuma lielumi.
Izmanto Ljung - Box statistiku

h

Q=n(n+2) ,
;n—k

A2
k

kur n - izlases apjoms, p; - autokorelacija k - taja laga, h - parbaudamo lagu skaits.
Hipotéze - dati ir neatkarigi, alternativa - nav neatkarigi. Péc iegitajam p - vértibam

hipoteézi nenoraida, ari atlikumu ACF liecina par nekorelétiem datiem.
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4. att.: Diferenc¢u procesam pielagota AR(2) atlikumu ACF (a) un Ljung - Box statistikas
p - vertibas(b).

Piemeérs 2. Nilas minimuma dati

Veiksim H novértésanu un modela izvéli Nilas minimuma datiem [I4]. Tie raksturo ik-
gadejo minimalo Nilas tdens limeni (mm) no 622. lidz 1284. gadam. Dati satur 663
merijumus, kas veikti Rodas sala, netalu no Kairas un tos biezi izmanto ilglaicigas atmi-
nas procesu analizes pieméros. Siem datiem literatira izpetits, ka parametra sagaidama

vertiba H =~ 0.84 (d ~ 0.34) (J. Beran [3] 118.1pp)

1.0

1400
0.8

1300
Il

- jN\NHHNWH*H*HWHWL

5. att.: Nilas minimuma laikrinda un trendu raksturojosa taisne (a), ACF un teoretiska

ACF (nepartraukta linija) pie H = 0.84 (b)

Attela b redzama LRD modeliem raksturiga lena korelaciju dilsana. Péc Nilas mi-

nimuma laikrindu attela secinats, ka datiem varetu piemist trends. Novertetie lineara
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trenda koeficienti ir nozimigi, tadel turpmak strada ar datiem, no kuriem atnemts trends.
[zmantojot komandu ”adf.test”, pec paplasinata Dickey - Fuller testa (ADF) [15] ar p -
vertibu=0.01, noraidam hipotézi par vienibas sakni. Tatad, process ir stacionars. Péc

Akaike kriterija, izvelas procesu AR(3). Tabula [2| atbilstosie parametru novertejumi.

2. tabula Koeficientu novertejumi modelim FARIMA(3,d, 0)

Novertejums | St.kluda
d 0.366277 | 0.029298
o1 0.055489 | 0.049182
¢2 | -0.038626 | 0.041963
¢3 | 0.006719 | 0.039730

legiitajai d vertibai apréekina diferencu operatoru un no ta iegistamas frakcionali dife-
rencétas rindas. Ar komandu ”ar(x)” pec AIC tiek izraudzits modelis AR(1) ar ¢ = 0.082.
Parbaudot Ljung - Box testa rezultatus un spriezot pec ACF attela, atlikumi ir nekoreléeti.

Parametrs d = 0.3420386, lidz ar to H = 0.84204.

o |
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6. att. Procesa AR(1) atlikumu ACF (b) un Ljung - Box statistikas p - vertibas (c)

Salidzinasim 8o H novertejumu ar piektaja nodala aprakstitajam R/S statistikas un
dispersiju grafika metodem.

Attela |7 (a), redzami dispersiju grafika rezultati, bloku skaits k& = 20. Novérojama
ilglaicigas atminas klatbttne - nozimiga nobide no taisnes ar slipumu —1. Koeficienta no-
vertejums ir —0.3579410. Atbilstosais parametra novertejums H = 0.5(—0.3579410)+1 =
0.8210295. Formulu R/S statistikas ieguisanai skatit arl materiala [16]. Iegutie log(R/S)
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log Var(k)
log2 (R/S)
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(b)
7. att. (a) Dispersiju grafiks un (b) R/S metodes grafiks datiem [14]

attieciba pret log(k) atteloti[7 (b). Saja gadijuma taisnes slipuma novertéjums ir pozi-

tivs skaitlis, kas raksturo H = 0.839833.

[zmantojot tris ieprieks apliikotas metodes, esam ieguvusi saméra tuvus novertéjumus.

Dispersiju grafiku novertéjums ir visneprecizakais. Tomeér japiezime, ka abu grafisko me-

tozu rezultatus ietekme k izvele. Programma R pieejamas 9 funkcijas H véertibas noteik-

sanai. R/S, dispersiju grafiku, DFA un Whittle algoritms jau apskatits teorijas sadala.

Periodigrammu un modificétas periodigrammu metodes ari ir grafiska pieeja, kas balstas

uz procesa periodigrammu (4.4)) asimptotisko uzvedibu. Plasak par iebuvetajam metodem

skatit [17].

3. tabula R iebuvéto funkciju parametra H novertéjumi datiem [14]

~

metode R komanda H
R/S statistika rskit 0.8394554
Dispersiju grafiki aggvarFit | 0.8466963
DFA pengFit 0.8962124
Periodigrammu met. perFit 0.9926786
Modificeta per.met. | boxperFit | 0.7722782
Whittle novertejums | whittleFit | 0.837425
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Piemeérs 3. Dots fizikalos eksperimentos izstradas process, kura peta dalinu kustibu 1pasa
skiduma. Uzdevums ir noskaidrot, vai ta ir Brauna kustiba, analizet uzvedibu. Turpmak
datus apzimeésim - ” Kustiba”. Par procesu un ta izstradi vairak informacijas pieejams M.
Kozlovska magistra darba " Udenraza izdalisanas kinetikas petijumi uz dazadu sastavu un

strukturas elektrodiem” [18].
Salidzinasanas noliika, ar datorprogrammu R simulésim sekojosus procesus:
e Brauna kustiba (turpmak - ”Brauna”),

e Neatkarigu, vienadi sadaliti gadijuma lielumu process (apz. - "iid”),

e AR(1) ar ¢ = 0.3,¢ = —0.3,¢ = 0.8,¢ = —0.8.
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(@) (b)
8. att. Process ”Brauna” (a); process ”Kustiba” (b)
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9. att. Procesa "Brauna” ACF, procesa ”"Kustiba” ACF
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No pirmaja nodala minetas definicijas zinams, ka Brauna kustiba ir process, kuram
eksisté neatkarigi, normali sadaliti pieaugumi. Gadijuma, kad parametrs H = 0.5, ta ir
standarta Brauna kustiba, ja 0.5 < H < 1 - frakcionala Brauna kustiba.

Analizes pirmais solis buitu parbaudit ” Kustiba” pieaugumu normalitati. Tam izmantosim

Shapiro - Wilk testu [19] un kvantilu - kvantilu grafikus.

"Brauna” "Kustiba"

|

0.05 0.10
Il 1
Il

1

1zlases kvantiles
0.00
1
Izlases kvantiles
1

1

0e+00 2e-04 4e-04 6e-04 B8e-04

-0.05

-0.10
~4e-04

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Teoretiskas kvantiles Teoretiskas kvantiles

10. att.: Procesa ”Brauna” pieaugumu kvantilu - kvantilu grafiks; procesa ”Kustiba”

pieaugumu kvantilu - kvantilu grafiks

4. tabula Shapiro - Wilk testa rezultati

Pieaugumu process | testa vertiba W | p - vertiba
”Brauna” 0.9993 0.9692
7 Kustiba” 0.9932 0.0001676

No kvantilu - kvantilu grafikiem redzams, ka normala sadalijuma kvantile labi
aproksimé procesa ”Brauna” pieaugumus, arl Shapiro - Wilk testa rezultata [4] nevaram
noraidit hipotézi par pieaugumu normalo sadalijumu. Procesa ”Kustiba” pieaugumu nor-
malitati noraidam.

Izmantojot Hursta R/S statistiku, iegutie procesu parametra H novertéjumi
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5. tabula R/S statistikas novertejums parametram H

~

Dati H

7 Kustiba” 1.023200
"Brauna” 1.031004

7iid” 0.5201048

AR(¢ = 0.3) 0.5122390
AR(¢p = —0.3) 0.42372275
AR(¢ =0.8) 0.63974779
AR(¢ = —0.8) 0.29773241
"Brauna” pieaugumi | 0.5595665

"Kustiba” pieaugumi | 0.983231

Redzams, ka abu nestacionaro procesu - " Kustiba” un ”Brauna” gadijuma, H vertiba
parsniedz péc definicijas apskatito augséjo robezu Procesa ”iid” parametra nover-
tejums atbilst Teoremas 11 (19.1pp) par neatkarigu, vienadi sadalitu datu uzvedibu- ja
speka centrala robezteorema, statistika k’%Q konverge uz nedegeneretu gadijuma lielumu
(Mandelbrot 1975 [20]). Tas nozime, ka statistikas Q(t, k) vertibas siem datiem izkliede-

tas ap taisni ar slipumu ~ 0.5.

Tipiski ir arT autoregresiva pirmas kartas procesa rezultati (11.). Korelaciju
pli,j) = p(i—j) = a7

summas ir lielas pie lielam a vertibam. Tapéc p(k) = al*l norada uz augstu korelaciju pie

pirma laga [3)].

6. tabula Nestacionaritates parbaude ar ADF testu

Process testa vertiba | p - vertiba
”Kustiba” 0.2746 0.99
"Brauna” -2.8161 0.2328

" Kustiba” pieaugumi -4.1303 0.01
”Brauna” pieaugumi” -8.9624 0.01
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11. att. Procesa AR(1) ACF pie: ¢ = 0.3 (a), ¢ = —0.3 (b) ¢ = 0.8 (c), ¢ = —0.8 (d)

Stacionaram procesam no Brauna kustibas (”"Brauna” pieaugumi H tuvs teoretis-
kajai Brauna kustibas H vertibai ~ 0.5. Stacionaram procesam no ”Kustiba” (”Kustiba”

pieaugumi [5.) ir liela H = 0.983231 vertiba, kas arl bija sagaidams pec ACF attela
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Secinajumi

Diplomdarba aprakstiti procesi, kam piemit ilglaiciga atmina, to raksturojosais Hursta
parametrs un ta novertésanas metodes. Simuletiem un realiem datiem veikta piemerota
FARIMA modela atrasana. Veikta ilglaicigas atminas parametra H novértesana, izman-
tojot R pieejamas funkcijas, ka arl péc dispersiju grafiku un R/S statistikas izveidotas
programmas. Simulétiem datiem iegiitie rezultati ir saméra tuvi zinamajam vertibam.
Veicot daudzkartejas datu simulacijas, noverots, ka metodes butiski ietekme petama pro-
cesa apjoms un izvéleto bloku skaits. Pieejamas dazadas publikacijas, labako metozu
izvértesanai, pieméram, Pilar Grau - Carles (2005) [21I] un Murphy un Izzeldin (2009)
[22]. Novertet Hursta parametru ir butiski, lai izveletos atbilstosu modeli datu analizei.
Pielietojot frakcionalo diferencesanu, modelu analizi var reducét uz jau pazistamo ARMA
modelu analizi.

Analizeta fizikalos eksperimentos iegiitas kustibas uzvediba. Secinats, ka ta nav Brauna

kustiba.
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A Pielikums

Teoréma 14. Nepartraukts attélojums. Pienem, ka {X,} - | ir gadijuma lielumu virkne

un X ir gadijuma lielums, definéti viena metriska telpa X. Pienem, ka X, DX, Pienem,
ka Y ir metriska telpa un g : X — Y. Define Cy = {x : g ir nepartraukts uz x}. Pienem,

ka P(X € C,) = 1. Tad g(X,) 2 g(X).

Definicija 9. [6] Stohastisku procesu {y; : t € Z} sauc par otras kartas jeb stacionaru
vaja nozimeé,ja eksiste simetriska autokovariaciju funkcija (-), kurai v(0) = Var(y;) < oo,

tada, ka (y;, yran) = y(h) visiem t, h € Z.

Definicija 10. [6] Otras kartas procesa autokovariaciju funkcija ~(-)

= [ "R (),

-7
kur funkcija F' ir no labas puses nepartraukta, nedilstosa, ierobezota [—m, 7] un izpildas

nosacijums F'(—m) = 0. F sauc par y(-) spektralo sadalizjumu. Turpmak, ja
A
FQA) = [ flw)d(w),
tad f(-) sauc par y(-) spektralo blrvumu.

Definicija 11. Pienem, ka {X,:¢ € T} ir stohastisks process, kuram Var(X;) < oo

visiem t € T. Tad {X;} autokovariaciju funkcija ir
vx(r,8) := Cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(XJ))]
visiem r,s € T

Definicija 12. [7] Funkciju I'(p) sauc par gamma funkciju, ja

o0
/ tr~le7tdt, p>0,
0



Definicija 13. Funkciju B(z,y) sauc par beta funkciju, ja

L(2)C(y)

By = 5a gy
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A Izveidoto programmu kods

1) Darba izmantotas R paketes
library(fracdiff)
library(tseries)
library(stats)

library(fArma)

library(sde)

2) Nilas minimuma piemérota FARIMA modela atrasana
dati.nile<-na.omit(scan(file="nile.txt",sep=","))
plot.ts(dati.nile)
regr<-lm(dati.nile”c(1l:length(dati.nile)))
summary (regr)
plot.ts(dati.nile)
abline(regr$coef)
trends<-regr$coef[[1]] + regr$coef[[2]]*c(1l:1length(dati.nile))
nile.notrend<-trends-dati.nile
plot(nile.notrend,type="1")
adf.test(nile.notrend)
nile.fit<-fracdiff(nile.notrend,nar=1,nma = 0)
AIC(nile.fit)
nile.fit$d
summary(nile.fit)
n<-length(nile.notrend)
L<-30
d<-nile.fit$d
fdc<-d
fdc[1]1<-fdc
for (k in 2:L) fdc[k] <-fdc[k-1] * (d+1-k)/k
y<-rep(0,L)
for (i in (L+1):n) {
csm<-y.notrend[i]
for (j in 1:L) csm<-csm + ((-1)"j)*fdc[jl*nile.notrend[i-j]
y[il<-csm
¥
y<-y[(L+1) :n]

karta.ar<-ar(y)
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n.resid<-l+karta.ar$order
residuals<-karta.ar$res[n.resid:length(y)]
fit<-arima(x,c(1,0,0))

tsdiag(fit)

plot.ts(dati.nile)

abline(regr$coef)

act (y)

acf(nile.notrend)

acf(z)

plot.ts(y)

3) Dispersiju grafiku metode
log.disp<-function(bloku.g)
{

bloku.sk<-floor(n/bloku.g)
rez<-c()

for (j in 1:bloku.sk )

{
rez[jl<-mean(dati.nile[((j-1)*bloku.g+1):(j*bloku.g)])
}
log(var(rez))
}

log.disp2<-Vectorize(log.disp)
x.vec<-c(1:100)
y.dati<-log.disp2(x.vec)
x.dati<-log(x.vec)
plot(x.dati,y.dati, xlab="a", ylab="log Var(k)")
lin.reg<-1lm(y.dati"x.dati)
lin.reg$coef
abline(lin.reg$coef)
abline(lin.reg$coef[1],-1,1ty=2)
H<-0.5xlin.reg$coef [2]+1

H

4) R/S metode
f.range<-function(n,tau,dati)

{
sum(dati[1l:n]-mean(datill:taul]))
}

f.range2<-Vectorize(f.range,vectorize.args="n")

RS.range<-function(dati)

{

n<-length(dati)
rez<-max(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))-min(f.range2(1:1length(dati),length(dati),dati))

rez/sd(dati)
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}

n<-length(dati)

RS.ave<-function(dati,m)

{

nn<-length(dati)/m

rez<-c()

for (i in 1:m)

{
rez[i]<-RS.range(dati[((i-1)*nn+1):(i*nn)])
¥

mean(rez)

}

mean (c(RS.range(dati[1:(n/2)]),RS.range(dati[(n/2+1):n])))
RS.ave<-Vectorize(RS.ave,vectorize.args="m")
x.data<-3:10
y.data<-sort(log(RS.ave(dati,c(1,2,4,8,16,32,64,128)) ,base=2))
plot(x.data,y.data,xlab="b",ylab="log2(R/S)")
fit<-Im(y.data"x.data)

fit$coef

abline(fit$coef[[1]1],fit$coef[[2]])
h.nov<-1m(y.data"x.data)$coef [[2]]

5) Iebiivétas H novérté&Sanas metodes

## R/S tests

rsFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 107°¢(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Dispersiju grafiku metode

aggvarFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 107c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Diferencétd dispersiju grafiku metode

diffvarFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 107°¢(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Aggregated absollito vértIbu metode

absvalFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10°¢(0.7, 2.5), moment = 2,doplot = TRUE)
## Higuchi fraktdlu dimensiju metode

higuchiFit(x, levels = 50, minnpts = 2, cut.off = 107c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Penga DFA metode

pengFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 107°¢(0.7, 2.5),method ="mean",doplot = TRUE)
## Periodogrammu metode

perFit(x, cut.off = 0.1, method = c("per", "cumper"),doplot = TRUE)

## Parveidotd periodogrammu metode

boxperFit(x, nbox = 100, cut.off = 0.10,doplot = TRUE)

## Whittle novértéjums

whittleFit(x, order = c(1, 1), subseries = 1, method = c("fgn", "farma"))

## Vaveletu metode

waveletFit(x, length = NULL, order = 2, octave = c(2, 8),doplot = TRUE)

## Procesa FARIMA simuléacija

farimaSim(n = 1000, model = list(ar = ¢(0.5, -0.5), d = 0.3, ma = 0.1),method = c("freq", "time"))

## Procesa fBm simulacija

fbmSim(n = 100, H = 0.7, method = c("mvn", "chol", "lev", "circ", "wave"),waveJ = 7,doplot = TRUE,fgn
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