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Anotâcija

Darba tçma ir ilglaicîgâs atmiòas procesi. Apskatîta ðî jçdziena izcelsme un aprakstoðie

modeïi. Definçts Hursta fenomens un frakcionâlâ Brauna kustîba. Aplûkota ilglaicîgâs

atmiòas modeïu klase FARIMA, tâs svarîgâkâs îpaðîbas un parametru novçrtçðanas meto-

des. Programmâ R simulçti ilglaicîgâs atmiòas procesi FARIMA un izmantotas daþâdas

metodes parametra H novçrtçðanai.

Atslçgas vârdi: FARIMA, Hursta parametrs, ilglaicîgâ atmiòa



Abstract

The subject of this thesis is long - memory processes. The origin of long memory no-

tion and descriptive models are examined. Hurst phenomenon and fractional Brownian

motion are defined. Long memory models FARIMA, the most important properties and

estimation methods are considered. Long memory processes FARIMA with program R

are simulated and various methods are applied to estimate the parameter H.

Keywords: FARIMA, Hurst parameter, long memory processes
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Apzîmçjumi

ACF autokorelâciju funkcija

AR autoregresîvs process

ARMA autoregresîvs slîdoðâ vidçjâ process

(B(t)) Brauna kustîba

C[·, ·] nepârtrauktu funkciju telpa

D[0, 1] no labâs puses nepârtrauktu, no kreisâs puses ierobeþotu funkciju telpa

FARIMA frakcionâls autoregresîvs slîdoðâ vidçjâ process

fBm frakcionâlâ Brauna kustîba

FCLT funkcionâlâ centrâlâ robeþteorçma jeb Donskera teorçma

fGn frakcionâlais Gausa troksnis

FI frakcionâli integrçts

FN frakcionâls troksnis

H Hursta parametrs

LRD ilglaicîgâ atmiòa

MA slîdoðâ - vidçjâ process

MLE vislielâkas ticamîbas novçrtçjums

PACF parciâlâ autokorelâciju funkcija

R/S statistika

Var(X) dispersija no X

⇒ konverìç
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Ievads

Darbâ aplûkoti ilglaicîgâs atmiòas modeïi un tos raksturojoðie parametri. Pçdçjo

dekâþu laikâ, kopð atklâta ilglaicîgâs atmiòas iedarbîba, tâ ieòem bûtisku lomu laikrindu

analîzç. Mûsdienâs daudzus procesus var aprakstît tieði ar ðiem modeïiem. Pielietojumi

ilglaicîgâs atmiòas procesiem atrodami makroekonomikâ, hidroloìijâ, fizikâ, astronomijâ,

telekomunikâcijâs, agronomijâ un finanðu jomâ. Procesus raksturo ïoti lçna korelâciju dil-

ðana. Tas ietekmç novçrtçjumu un prognoþu iegûðanas procesus, lîdz ar to nepiecieðams

lietot atbilstoðus modeïus.

Termins \ilglaicîgâ atmiòa" kïuva aktuâls ap 1960.gadu. 1906.gadâ Kairâ ieradâs Harolds

Edvîns Hursts, jauns angïu ierçdnis, kurð darbojâs kâ hidroloìiskais konsultants. Viòð pç-

tîja sakarîbas Nîlas ûdens lîmeòa svârstîbâs. Rezultâtus publicçja apjomîgos krâjumos

\Nile Basin"[1], kuru pielikumos bija dokumentçts nokriðòu daudzums, upes lîmeòa un

straumes izmaiòas 5 gadu ietvaros. Pçdçjâ no Hursta sçjumiem - \The Future Conserva-

tion of the Nile"(1946) [2], tikai ierosinâts ikgadçjos ûdenstilpòu datus \uzglabât" plaðâ,

ilglaicîgâ fondâ, kuru viòð nodçvçja par \gadsimta atmiòu". Tâs koncepts balstâs uz sais-

tîbu starp maksimâlo uzkrâto novirzi no vidçjâs vçrtîbas, standarta novirzi un novçrojumu

periodu, to aprakstîja ar statistiku R/S. Izrâdîjâs, ka praksç datu uzvedîba atðíîrâs no

teorçtiski paredzamâs, to dilðanas pakâpe H bija 0.74 sagaidâmâs 0.5 vietâ. Ðî parâdîba

kïuva pazîstama kâ Hursta fenomens. Tika noskaidrots, ka svarîgâkais aspekts ir neparasti

lçnâ korelâciju dilðana jeb neparasti ilgstoða atmiòa. Lîdz ar to, bija nepiecieðami jauni

modeïi, kas atbilstu situâcijai.

Stacionârâs laikrindâs ilglaicîgâ atmiòa jeb ilglaicîgâ atkarîba (turpmâk apzîmçsim - LRD)

izpauþas, kâ korelâciju tiekðanâs uz nulli kâ pakâpes funkcijai, turklât tik lçni, ka to sum-

mas diverìç. Salîdzinâjumâ - laikrindu modeïiem ARMA korelâcijas dilst eksponenciâli.

Ilglaicîgâs atmiòas pakâpi raksturo parametrs H. Tas pieòem vçrtîbas 0 < H < 1
2
. Pçc

definîcijas, procesam pietmît LRD, ja 1
2
> H > 1. Darba mçríis ir

• parametra H novçrtçðana,

• piemçrota FARIMA modeïa atraðana.

Darbâ lielâkoties izmantots materiâls no J. Beran grâmatas "Statistics for Long - Memory

Processes" [3]. Autors tiek daudz citçts daþâdos LRD modeïu pçtîjumos, kâ arî daïa no

aprçíinos izmantotajâm, datorprogrammas R ilglaicîgâs atmiòas procesu paketes "fArma'
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komandâm izveidotas pçc viòa algoritma.

Pirmajâ nodaïâ aprakstîta Hursta piedâvâtâ statistika un tâs sâkotnçjais pierâdîjums, kas

nesakrita ar novçrotajiem rezultâtiem. Ðî iemesla dçï veica daþâdus pçtîjumus, lai noskaid-

rotu, kâpçc pierâdîjums nav spçkâ, lîdz atklâjâs lçnâs korelâciju dilðanas ietekme. Otrajâ

nodaïâ apskatîtas trîs ilglaicîgâs atmiòas definîcijas un pierâdîta to ekvivalence. Treðajâ

nodaïâ aprakstîti procesi, kurus var raksturot ar Hursta parametru - frakcionâlâ Brauna

kustîba un frakcionâlais Gausa troksnis. Ceturtâ nodaïa ir ilglaicîgâs atmiòas modeïu

klases FARIMA apraksts. Definçtas autkorelâciju un parciâlo autokorelâciju funkcijas,

spektrâlais blîvums un citi raksturlielumi. Piektajâ nodaïâ dotas heiristiskas parametra

H novçrtçðanas metodes - R/S statistika, dispersiju grafiki un regresiju metode spektrâlâ

aspektâ. Sestajâ nodaïâ aprakstîtas Whittle, Gausa un tuvinâtâ autoregresîvâ vislielâkâs

ticamîbas parametru novçrtçðanas metodes. Septîtâ nodaïa ir praktisks R/S statisti-

kas, dispersiju grafika un citu metoþu pielietojums daþâdiem datiem ar ilglaicîgo atmiòu.

Pielikumâ definçti darbâ ietvertie, nepaskaidrotie termini un teorçmas, kâ arî atrodams

izmantoto programmu kods.
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1. Hursta fenomens

Apskatîsim Hursta fenomena teorçtisko aspektu. Statistika, kuru Harolds Hursts pie-

mçroja Nîlas datiem:

R

S
(X1, ..., Xn) =

max0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
−min0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
(

1

n

n∑
i=1

(
Xi −

1

n
Sn

)2
) 1

2

, (1.1)

kur X1, X2, ..., Xn ir izlase no n novçrojumiem; Sm = X1 + ...+Xm ir parciâlo summu vir-

kne, visiemm = 0, 1, . . . un S0 = 0.
Sn
n

ir izlases vidçjâ vçrîba; savukârt starpîba

(
Si −

i

n
Sn

)
parâda, par cik parciâlâs summas pârsniedz to izlases vidçjo vçrtîbu; maksimuma un mini-

muma starpîba skaitîtâjâ ir starpîba starp zemâko un augstâko parciâlo summu pozîciju;

dalîtâjs ir izlases standarta novirze.

Analizçsim statistikas (1.1) uzvedîbu, izmantojot materiâlu no G. Samorodnitski grâma-

tas "Long Range Dependence"[4]. Vispirms definçsim teorçmu, kas bûs nepiecieðama

pierâdîjumam.

Definîcija 1. [5] Stohastisku procesu no reâlâm vçrtîbâm {B(t) : t ≥ 0} sauc par Brauna

kustîbu ar sâkumu punktâ x ∈ R, ja izpildâs

1. B(0) = x,

2. procesam eksistç neatkarîgi pieaugumi, t.i., visiem 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn pieaugumi

B(tn)−B(tn−1), B(tn−1)−B(tn−2), . . . , B(2)−B(1) ir neatkarîgi gadîjuma lielumi,

3. visiem t ≥ 0 un h > 0 pieaugumi B(t+h)−B(t) ir sadalîti normâli ar matemâtisko

cerîbu nulle un dispersiju h,

4. funkcija t 7→ B(t) ir nepârtraukta gandrîz visur.

Funkciju {B(t) : t ≥ 0} sauc par standarta Brauna kustîbu, ja x = 0.

Pieòemsim, ka virkne {Xn : n ≥ 0} ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar

E(Xn) = 0 un Var(Xn) = 1. Gadîjuma klejoðana definçta ar Sn =
n∑
k=1

Xk ir lineâri

interpolçjama veselâs daïâs, t.i.,

S(t) = S[t] + (t− [t])(S[t]+1 − S[t]).
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Tad ir uzdota gadîjuma funkcija S ∈ C [0,∞). Definçjam gadîjuma funkciju virkni

{S∗n : n ≥ 1} apgabalâ C [0, 1] ar

S∗n(t) =
S(nt)√

n

visiem t ∈ [0, 1].

Teorçma 1. Donskera invariâcijas princips (Funkcionâlâ centrâlâ robeþteorçma). [5] Ne-

pârtrauktu funkciju telpâ C [0, 1] virkne {S∗n : n ≥ 1} pçc sadalîjuma konverìç uz standarta

Brauna kustîbu {B(t) : t ∈ [0, 1]}

Teorçmas pierâdîjumu skat. [5].

Pieòemsim, ka funkciju f : D[0, 1] 7→ R definç kâ

f(x) = sup
0≤t≤1

(x(t)− tx(1))− inf
0≤t≤1

(x(t)− tx(1)) .

Redzams, ka x = (x(t), 0 ≤ t ≤ 1) ∈ D[0, 1] ir nepârtraukta. Pielietosim ðo funkciju

parciâlo summu virknei ar vçrtîbâm no apgabala D[0, 1] - parciâlo summu procesam.

Pieòem, ka X1, X2, . . . ir stacionâra gadîjumu lielumu virkne ar ierobeþotu dispersiju un

vidçjo vçrtîbu µ. Parciâlo summu procesu definç

S(n)(t) = S[nt] − [nt]µ,

visiem 0 ≤ t ≤ 1. Pçc FCLT varam secinât, ka, ja X1, X2, . . . ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti

gadîjuma lielumi, tad
1√
n
S(n) ⇒ σ∗B

vâjâ nozîmç telpâ D[0, 1], kur σ2
∗ ir novçrojumu dispersija σ2 un B ir standarta Brauna

kustîba intervâlâ [0,1].

Tad formulas (1.1) skaitîtâju varam izteikt kâ f
(
S(n)

)
. Tâdçï, ja FCLT izpildâs, pçc

nepârtrauktâ attçlojuma teorçmas (Skat. pielikumu) iegûstam, ka

1√
n

(
max
0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
− min

0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

))
= f

(
1√
n
S(n)

)

⇒ f(σ∗B) = σ∗

[
sup

0≤t≤1
(B(t)− tB(1))− inf

0≤t≤1
(B(t)− tB(1))

]
:= σ∗

[
sup

0≤t≤1
B0(t)− inf

0≤t≤1
B0(t)

]
,
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kur B0 apzîmç Brauna tiltu intervâlâ [0,1]. Turklât, ja stacionâra virkne X1, X2, . . . ir

ergodiska, tad izlases standartnovirze ir bûtisks populâcijas standartnovirzes novçrtçjums.

Tâdçï (
1

n

n∑
i=1

(
Xi −

1

n
Sn

)2
)1/2

→ σ

ar varbûtîbu 1. Visbeidzot varam secinât, ka

1√
n

R

S
(X1, . . . , Xn)⇒ σ∗

σ

[
sup

0≤t≤1
B0(t)− inf

0≤t≤1
B0(t)

]
.

Tas nozîmç, ka R/S statistika pieaug kâ kvadrâtsakne no izlases apjoma. Tomçr, kad Ha-

rolds Hursts aprçíinâja R/S statistiku Nîlas datiem, atklâjâs, ka empîriskais pieaugums

ir tuvâks n0.74. Ðo fenomenu sauc par Hursta fenomenu. Izrâdîjâs, ka atrast piemçrotu

stohastisku modeli, kas izskaidrotu ðo parâdîbu, nav vienkârði. Vairâk informâcijas at-

rodams grâmatâ [4]. Tika izvirzîta hipotçze, ka jâòem modelis, kuram korelâcijas dilst

lçni un tâdçï nav spçkâ FCLT. Vienkârðâkais no ðâdiem modeïiem ir frakcionâlais Gausa

troksnis, kuram izpildâs

n−H
R

S
(X1, ..., Xn)⇒ 1

σ

[
sup

0≤t≤1
(BH(t)− tBH(1))− inf

0≤t≤1
(BH(t)− tBH(1))

]
,

redzams, ka R/S statistika aug kâ nH . Tâpçc, izvçloties atbilstoðu H, kuru dçvç par

Hursta parametru, beidzot bija iespçjams izskaidrot problçmu. Nonâca pie secinâjuma, ka

pats svarîgâkais faktors ir lçnâ korelâciju dilðana, seviðíi pie lielâm H vçrtîbâm - neparasti

ilglaicîga atmiòa. Lîdz ar to tika ieviesti tâdi termini kâ ilglaicîgâ atmiòa un ilglaicîgâ

atkarîba. Hursta parametrs parâdâs daþâdâs matemâtikas sfçrâs, ieskaitot fraktâïus un

haosa teoriju, ilglaicîgâs atmiòas procesus un spektrâlo analîzi.

Parametrs H pieòem vçrtîbas no 0.5 lîdz 1. Procesam, kuram piemît LRD, H > 0.5. Jo

Hursta parametrs tuvâks 1, jo lielâka LRD pakâpe un sareþìîtâka procesa struktûra.
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2. Ilglaicîgâs atmiòas definîcijas

Apskatîsim veidus, kâ tradicionâli definç ilglaicîgâs atmiòas iedarbîbu un pierâdîsim

teorçmu par definîciju ekvivalenci pie îpaðiem nosacîjumiem, izmantojot W. Palma grâ-

matu \Long - Memory Time Series: Theory and Methods"[6].

Definîcija 2. Pieòem, ka γ(h) = 〈yt, yt+h〉 ir autokovariâciju funkcija stacionâram pro-

cesam {yt : t ∈ Z}. Ilglaicîgo atmiòu definç
∞∑

h=−∞

|γ(h)| =∞. (2.1)

Izmanto arî citas alternatîvas definîcijas. Lai tâs saprastu, vispirms definçsim daþus

jçdzienus.

Definîcija 3. Pozitîvu mçrojamu funkciju, definçtu kâdâ bezgalîbas apkârtnç [a,∞), sauc

par lçni variçjoðu Karamata izpratnç tad un tikai tad, ja katram c > 0 izpildâs
l(cx)

l(x)
→ 1,

kad x→∞.

Lçni variçjoðas funkcijas piemçri ir l(x) = log(x) un l(x) = b, kur b ir pozitîva konstante.

Funkcija l(x) = xβ nav lçni variçjoða nevienam reâlam β 6= 0.

Teorçma 2. Volda dekompozîcijas teorçma: Jebkuru stacionâru, nedeterminçtu procesu

var izteikt

yt =
∞∑
j=0

ψjεt−j = ψ(B)εt, (2.2)

kur ψ0 = 1,
∞∑
j=0

ψ2
j <∞ , εt ir baltais troksnis ar dispersiju σ2.

Ilglaicîgo atmiòu definç

γ(h) ∼ h2d−1l1(h), (2.3)

f(λ) ∼ |λ|−2dl2

(
1

|λ|

)
, (2.4)

ψj ∼ jd−1l3(j), (2.5)

kur j > 0, λ ∈ 0 apkârtnei, l1(·), l2(·), l3(·) ir lçni variçjoðas funkcijas, d ir tâ dçvçtais

ilglaicîgâs atmiòas parametrs un apzîmçjums xn ∼ yn jâsaprot kâ xn/yn → 1, kad n→∞.

Parametru d un Hursta parametru saista sakarîba H = d+ 1
2
. Definîcija (2.3) balstâs uz

autokovariâciju dilðanu, kad h→∞, plaði izmantotâ (2.4) izsaka LRD caur spektrâlajâm

îpaðîbâm un (2.5) balstâs uz procesa Volda dekompozîciju.

Definîcijas (2.1) - (2.5) ir ekvivalentas tikai pie îpaðiem nosacîjumiem, kurus apskatîsim

sekojoðâ teorçmâ. Definçsim divas lemmas, kas nepiecieðamas pierâdîjumam.
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Lemma 3. Pieòemsim, ka r, s ∈ R un s < 1 < r + s; l1, l2 ir lçni variçjoðas funkcijas un

{fk} , {gk} ir divas virknes, kuras pieder kopai N , kuras apmierina fk ∼ k−rl1(k), gk ∼

k−sl2(k), kad k →∞. Jebkuram n ∈ N, virkne {fn+kgk} ir summçjama un

∞∑
k=0

fn+kgk ∼ n−(r+s−1)l1(n)l2(n)B(r + s− 1, 1− s),

kad n→∞ , kur B(·, ·) ir beta funkcija.

Lemma 4. (a) Ja l(·) ir lçni variçjoða un α > 0 , tad xαl(x)→∞, kad x→∞.

(b) Ja l(·) ir lçni variçjoða, m ir pietiekoði liels, tâds, ka l(x) ir lokâli ierobeþota apgabalâ

[m,∞) un α > −1, tad
n∑

k=m

kαl(k) ∼ nα+1l(n)

α + 1
,

kad n→∞.

(c) Ja l(·)ir kvazi - monotona lçni variçjoða, tad sekojoðâ rinda ir nosacîti konverìenta

∞∑
k=1

l(k) cos(kλ)k−µ ∼
πλµ−1l( 1

λ
)

2Γ(µ) cos(πµ
2

)
,

visiem λ→ 0+ un 0 < µ < 1.

Teorçma 5. Pieòem, ka {yt} ir stacionârs process Volda izteiksmç (2.2), 0 < d < 1
2
, tad

(a) Ja procesam {yt} izpildâs (2.5), tad izpildâs arî (2.3).

(b) Ja procesam {yt} izpildâs (2.3), tad izpildâs arî (2.1).

(c) Ja l1(·) ir kvazi - monotona lçni variçjoða funkcija, tad (2.3) nozîmç (2.4).

Pierâdîjums. a) No Volda dekompozîcijas (2.2) seko [6], ka procesa {yt} autokovariâciju

funkciju var uzrakstît formâ

γ(h) = σ2

∞∑
k=0

ψkψk+|h|.

Tâdçï, pçc nosacîjuma (2.5) un Lemmas 3, mçs varam secinât, ka

l1(h) = σ2l3(h)2B(1− 2d, d).

b) Jebkuram veselam skaitlim 0 < m < n

∞∑
h=−∞

|γ(h)| ≥
n∑

h=m

|γ(h)|.
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Tagad, no un Lemmas 4 (b) pie lieliem n iegûsim

n∑
h=m

|γ(h)| ∼ n2dl1(n)

2d
.

Tâ kâ d > 0, tad no Lemmas 4 seko, ka n2dl1(n) → ∞, kad n → ∞. Tas nozîmç, ka

nosacîjums (2.3) apmierina nosacîjumu (2.1).

c) Tâ kâ l1 ir kvazi - monotona lçni variçjoða, tad no Lemmas 4 punkta (c) seko, ka (2.4):

l2(λ) =
l1(λ)

2Γ(1− 2d) sin(πd)
=

Γ(1− d)Γ(d)

2πΓ(1− 2d)
l1(λ)

visiem λ > 0.
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3. Frakcionâlâ Brauna kustîba un frakcionâlais Gau-

sa troksnis

Frakcionâlo Brauna kustîbu turpmâk apzîmçsim ar fBm. Izmantots materiâls no grâ-

matas \Theory and Applications of Long Range Dependence" [7].

Definîcija 4. Stohastisku procesu Z = {Z(t)}t∈R, kas pieòem reâlas vçrtîbas, sauc par

sev lîdzîgu ar indeksu H > 0, visiem a > 0, ja

{Z(at)}t∈R =d
{
aHZ(t)

}
t∈R , (3.1)

kur ar =d apzîmç galîgdimensionâlu sadalîjumu ekvivalenci. Procesu (3.1) turpmâk dç-

vçsim par H - se procesu. Kaut arî tie nav stacionâri, starp sev lîdzîgiem un stacionâriem

procesiem pastâv zinâma sakarîba.

Apgalvojums 6. Ja process {X(t)}t>0 ir H - se, tad process Y (t) = e−tHX(et), t ∈ R,

ir stacionârs. Kâ arî otrâdi, ja {Y (t)}t∈R ir stacionârs, tad X(t) = tHY (ln t), t > 0, ir

H - se process.

Definîcija 5. Saka, ka procesam Z = {Z(t)}t∈R ir stacionâri pieaugumi, ja, visiem h ∈ R,

{Z(t+ h)− Z(h)}t∈R =d {Z(t)− Z(0)}t∈R .

Procesus H - se plaði izmanto, jo no tiem var izveidot virknes ar svarîgâm îpaðîbâm. Ja

{Z(t)}t∈R ir H - ss process, tad

Xj = 4Z(j) = Z(j + 1)− Z(j), j ∈ Z,

ir stacionâra virkne, saukta par laikrindâm.

H - se procesam Z = {Z(t)}t∈R ar ierobeþotu dispersiju piemît sekojoðas îpaðîbas:

• Z(0) = 0.

• Ja H 6= 1, tad EZ(t) = 0 visiem t ∈ R.

• Z(−t) = −Z(t).

• EZ2(t) = EZ2(|t| signt) = |t|2HEZ2(signt) = |t|2HEZ2(1) = |t|2Hσ2. Ja σ2 =

EZ2(1) = 1, tad procesu Z = {Z(t)}t∈R sauc par standarta.

12



• H-ss procesa Z kovariâciju funkcija ir

Cov(Z(s), Z(t)) = ΓH(s, t) =
1

2

{
EZ2(s) + EZ2(t)− E(Z(t)− Z(s))2

}
=
σ2

2

{
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

}
.

• Procesa Z parametrs H ≤ 1.

Ja 0 < H ≤ 1, tad kovariâciju funkcija ir nenegatîvi definîta.

Definîcija 6. Gausa H - se procesu {BH(t)}t∈R, kur 0 < H < 1, sauc par frakcionâlo

Brauna kustîbu. To dçvç par standarta fBm, ja σ2 =VarBH(1) = 1.

Piezîme 7. Ja H = 1
2
, tad fBm

{
B 1

2
(t)
}
t∈R

ir parastâ Brauna kustîba (Definîcija 1)

ar Cov(B(s), B(t)) = EB 1
2
(s)B 1

2
(t) = min(|s||t|), ja s un t ir ar vienâdâm zîmçm un

Cov(B(s), B(t)) = 0, ja zîmes ir pretçjas.

Apgalvojums 8. Pieòemsim, ka {X(t)}t∈R

1. ir Gausa process ar vidçjo vçrtîbu 0, X(0) = 0,

2. EX2(t) = σ2|t|2H kâdam σ > 0 un 0 < H < 1,

3. ir stacionâri pieaugumi;

tad {X(t)}t∈R ir frakcionâlâ Brauna kustîba. Frakcionâlâ Brauna kustîba ir vienîgais

Gausa H - se process.

Parametra H vçrtîba ietekmç fBm trajektorijas izskatu. Attçlâ 1. redzamas viena fBm

procesa simulâcijas daþâdiem H. Pie lielâkâm H vçrtîbâm, fBm trajektorija kïûst lîdze-

nâka. Tas skaidrojams ar kovariâciju struktûru. Kad 0 < H < 1
2
, pieaugumi no fBm ir

ar pretçjâm zîmçm un to kovariâcijas ir negatîvas. Savukârt, gadîjumâ 1
2
< H < 1, tâs

pieòem pozitîvas vçrtîbas.
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1. att. Frakcionâlâ Brauna kustîba ar H = 0.3, H = 0.5, H = 0.7 un H = 0.9

Labi pazîstams LRD process ir frakcionâlais Gausa troksnis (turpmâk lietosim saîsi-

nâjumu fGn), kas bûtîbâ ir diskrçtu soïu pieaugumu process no fBm.

Definîcija 7. Ja {Z(t)}t∈R ir fBm, tad procesu {Xk}k∈Z sauc par frakcionâlo Gausa

troksni, kuram izpildâs

Xk = Z(k + 1)− Z(k), k ∈ Z.

Apgalvojums 9. Augoðai virknei {Xk}k∈Z (Definîcija 7) piemît sekojoðas îpaðîbas:

1. {Xk}k∈Z ir stacionâra.

2. EXk = 0.

3. EX2
k = σ2 = EZ(1)2.

4. Procesa {Xk}k∈Z autokovariâciju funkcija ir dota ar

γ(k) = EXiXi+k =
σ2

2
(|k + 1|2H − 2|k|2H + |k − 1|2H) =

σ2

2
42|k|2H ,

kur 42 apzîmç otrâs kârtas diferenci.

5. Pieòem, ka k 6= 0. Tad γ(k) = 0, ja H = 1
2
, γ(k) < 0, ja 0 < H < 1

2
un γ(k) > 0,

ja 1
2
< H < 1.

6. Ja H 6= 1
2
, tad

γ(k) ∼ σ2H(2H − 1)|k|2H−2,

kad k →∞.

Apgalvojumu pierâdîjumi pieejami [7].
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4. FARIMA modeïi

Plaði pazîstama ilglaicîgâs atmiòas modeïu klase ir frakcionâlie autoregresîvie slîdoðâ

- vidçjâ jeb FARIMA (daþkârt arî - ARFIMA) modeïi. Bûtîbâ tie ir ARIMA procesu

vispârinâjums, tikai FARIMA var piemist arî ilglaicîgâ atmiòa [3].

Definîcija 8. [3] Stacionâru procesu Xt sauc par FARIMA (p, d, q) procesu, ja

φ(B) (1−B)dXt = ψ(B)εt, (4.1)

visiem −1
2
< d < 1

2
, kur (1−B)d ir diferenèu operators,{εt} - baltais troksnis ar ierobeþotu

dispersiju, φ(B) = 1 − φ1B − . . . − φpBp un ψ(B) = 1 + ψ1B + . . . + ψqB
q ir attiecîgi

autoregresîvâ un slîdoðâ vidçjâ operatori.

Procesam piemît ilglaicîgâ atmiòa, ja 0 ≤ d < 1
2
. Nepiecieðams definçt augðçjo robeþu

d < 1
2
, jo, gadîjumâ d ≥ 1

2
, process nav stacionârs. Jebkuram d ∈ R, diferenèu operatoru

(1−B)d definç

(1−B)d =
∞∑
k=0

(
d

k

)
(−1)k Bk,

kur (
d

k

)
=

d!

k! (d− k)!
=

Γ(d+ 1)

Γ(k + 1)Γ(d− k + 1)

Vienâdojumu (4.1) var izteikt daþâdâs formâs. Piemçram,

(1−B)dXt = X̃t, (4.2)

kur X̃t ir ARMA process, definçts kâ

X̃t = φ−1(B)ψ(B)εt.

Tas nozîmç, ka, pielietojot Xt frakcionâlo diferenèu operatoru (bezgalîgu lineâru filtru)

(1−B)d, iegûst ARMA procesu. No otras puses, var pierakstît

Xt = φ(B)−1ψ(B)X∗t ,

kur

X∗t = (1−B)d εt (4.3)

ir FARIMA (0, d, 0) process. Tad Xt tiek iegûts, lietojot ARMA filtru procesam FARIMA

(0, d, 0).

15



4.1. Bezgalîga AR un MA reprezentâcija

Ja process FARIMA(p, d, q) ir stacionârs un apgrieþams (skat. [6] 44.lpp), tad

Xt = (1−B)−dφ(B)−1ψ(B)εt = a(B)εt,

un

εt = (1−B)dφ(B)ψ(B)−1Xt = π(B)yt.

MA (∞) koeficienti, ψj, un AR (∞) koeficienti, πj, apmierina sekojoðas asimptotiskas

sakarîbas:

aj =
ψ(1)kd−1

φ(1)Γ(d)
+O(k−1),

πj =
φ(1)k−d−1

ψ(1)Γ(−d)
+O(k−1),

kad k →∞.

Frakcionâliem trokðòa procesiem ar ilglaicîgâs atmiòas parametru d attiecîgie koeficienti

ir doti ar vienâdojumiem

ak =
k∏
t=1

t− 1 + d

t
=

Γ(k + d)

Γ(d)Γ(k + 1)
,

πk =
k∏
t=1

t− 1− d
t

=
Γ(k − d)

Γ(−d)Γ(k + 1)
,

visiem k ≥ 1 un a0 = π0 = 1.

4.2. Spektrâlais blîvums

Procesa (4.1) spektrâlo blîvumu var pierakstît sekojoðâ veidâ

f(λ) =
σ2
ε

2π
|1− eiλ|−2d |ψ(eiλ)|2

|φ(eiλ)|2
=
σ2
ε

2π

[
2 sin

λ

2

]−2d |ψ(eiλ)|2

|φ(eiλ)|2
,

un tas ir

f(λ) ∼ σ2
ε

2π

|ψ(1)|2

|φ(1)|2
|λ|−2d,

visiem |λ| → 0.

Procesa Xt spektrâlo blîvumu raksturo arî ar periodigrammu

I(λj) =
1

2πn
|

n∑
t=1

Xte
itλj |2. (4.4)
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4.3. Autokovariâciju funkcija

No formulas (2.3) zinâms, ka, visiem |k| → ∞,

γ(k) ∼ cγ(d, φ, ψ)|k|2d−1, (4.5)

kur

cγ (d, φ, ψ) =
σ2
ε

π

|ψ(1)|2

|φ(1)|2
Γ(1− 2d) sinπd

un

ρ ∼ cρ(d, φ, ψ)|k|2d−1,

kur

cρ(d, φ, ψ) =
cγ(d, φ, ψ)∫ π
−π f(λ)dλ

.

Procesa FARIMA (0, d, 0) autokovariâciju funkcija ir

γ0(k) = σ2
ε

(−1)kΓ(1− 2d)

Γ(k − d+ 1)Γ(1− k − d)
,

savukârt, autokorelâciju funkcija izsakâma ar

ρ0(k) =
Γ(1− d)

Γ(k + d)

Γ(d)

Γ(k + 1− d)
.

Vispârîgâ gadîjumâ, procesa FARIMA (p, d, q) autokovariâciju funkciju var pierakstît

γ(k) =
∞∑
j,l=0

βjβlγ
∗(k + j − l),

kur

β(B) =
∞∑
j=0

βjB
j = φ(B)ψ−1(B)

un γ∗(k) ir autokovariâciju funkcija procesam X∗t (4.3).

4.4. Izlases vidçjâ vçrtîba

Pieòemam, ka X1, X2, . . . , Xn ir izlase no procesa FARIMA(p, d, q) un X̄ ir izlases

vidçjâ vçrtîba. Tad X̄ dispersija

Var(X̄) =
1

n

[
2
n−1∑
k=1

(
1− k

n

)
γ(k) + γ(0)

]
. (4.6)
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No (4.5) seko, ka γ(k) ∼ cγk
2d−1 pie lieliem k. Tâdçï, pie lielâm n vçrtîbâm, iegûsim

Var(X̄) ∼ 2cγn
2d−1

n−1∑
k=1

(
1− k

n

)(
k

n

)2d−1
1

n

∼ 2cγn
2d−1

∫ 1

0

(1− t)t2d−1dt

∼ cγ
d(2d+ 1)

n2d−1.

4.5. Parciâlâs autokorelâcijas

Vispârîgam FARIMA (p, d, q) modelim, PACF noteikðana ir sareþìîta, tomçr koeficien-

tu βkj iegûðanas princips ir tâds pats, kâ ARMA procesu gadîjumâ. Parciâlos korelâcijas

koeficientus nosaka ar Durbina - Levinsona algoritmu. Frakcionâlâ trokðòa gadîjumâ

Hoskings (1981) [8] apgalvo:

Apgalvojums 10. Pieòem, ka Xt ir FARIMA (0, d, 0) process, kur −1
2
< d < 1

2
, un

X̂t =
k∑
j=1

βkjXt−j

ir Xt labâkâs lineârâs prognozes. Tad koeficienti βkj minimizç sagaidâmo kvadrâtisko

prognozes kïûdu E
[
(Xt − X̂t)

2|Xt−1, . . . , Xt−k

]
un

βkj = −
(
k

j

)
Γ(j − d)Γ(k − d− j + 1)

Γ(−d)Γ(k − d+ 1)
.

Parciâlâs autokorelâcijas koeficienti βkk procesam FARIMA (0, d, 0)

βkk =
d

k − d
.

Gadîjumâ, kad j, k →∞ un j/k → 0,

βkj ∼
1

Γ(−d)
j−d−1.

Inoue(2002) [9] ir pierâdîjis, ka, ja βkk ir stacionâra procesa FARIMA parciâlâs autoko-

relâcijas, tad

|βkk| ∼
d

k
,

kad k →∞.
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5. Parametra H novçrtçðanas metodes

Ilglaicîgâs atmiòas klâtbûtni praksç novçroja ilgi pirms bija zinâmi piemçroti stohastis-

ki modeïi, tâdçï parametra H novçrtçðanai lietoja daþâdas uz empîriskiem novçrojumiem

balstîtas metodes. Tâs galvenokârt izmanto ilglaicîgâs atmiòas diagnosticçðanâ.

5.1. R/S statistika

Metode pamatojas uz Hursta statistiku (1.1), kuru jau apskatîjâm pirmajâ nodaïâ.

Ðajâ gadîjumâ pieòem, ka Q = Q(t, k) = R(t, k)/S(t, k), kur

R(t, k) = max
0≤i≤k

[
Yt+i − Yt −

i

k
(Yt+k − Yt)

]
− min

0≤i≤k

[
Yt+i − Yt −

i

k
(Yt+k − Yt)

]
un

S(t, k) =

√√√√k−1

t+k∑
i=t+1

(Xi − X̄t,k)2,

ja Yj =
∑j

i=1Xi un X̄t,k = k−1
∑t+k

i=t+1Xi. Lai novçrtçtu parametru, aprçíina Q visâm

(vai arî - pietiekoða skaita) t un k vçrtîbâm, grafiski attçlo logQ pret log k un zîmç taisni

y = a+ b log k.

Teorçma 11. [3] Pieòem, ka Xt ir tâds, ka X2
t ir ergodisks un t−H

∑t
s=1Xs konverìç

vâjâ nozîmç uz fBm, kad t tiecas uz bezgalîbu. Tad, visiem k →∞

k−HQ→d ξ, (5.1)

kur ξ ir nedeìenerçts gadîjuma lielums.

Statistiskiem pielietojumiem tas nozîmç, ka grafika logQ pret log k punkti bûs vienmç-

rîgi izkaisîti ap taisni ar slîpumu H. Ilglaicîgâs atmiòas gadîjumâ ap H > 0.5, pretçjâ

gadîjumâ - ap H = 0.5. Metode ir populâra un plaði izmantota, tomçr tai piemît savi trû-

kumi. Piemçram, liela nozîme ir k izvçlei. Lietojot daþâdas k vçrtîbas vienai datu kopai,

iespçjams iegût krasi atðíirîgus H novçrtçjumus, pat ârpus intervâla 0 < H < 1. Turklât,

gadîjumos, kad procesam nepiemît ilglaicîgâ atmiòa, bet ir lçni dilstoðs trends, metode

var dot aplamu slçdzienu par ilglaicîgâs atmiòas klâtbûtni. Sîkâkas detaïas atrodamas

Mandelbrot (1972) [10] un citos darbos.
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5.2. Dispersiju grafiki

Iepriekð noskaidrojâm (4.6), ka Var(X̄) ∼ cn2d−1, pie lieliem n un c > 0.

Pieòem, ka k ir vesels skaitlis. Sadalâm izlasi mk blokos ar garumu k, tad

log Var(X̄(k)) ∼ c+ (2d− 1) log k. (5.2)

Pietiekami lielam skaitam bloku ar daþâdâm k vçrtîbâm intervâlâ 2 ≤ k ≤ n
2
, aprçíinâm

bloku vidçjâs vçrtîbas X̄1(k), X̄2(k), . . . , X̄mk
(k) un izlases kopçjo vidçjo vçrtîbu

X̄(k) = m−1
k

mk∑
j=1

X̄j(k).

Katram k aprçíina dispersiju no bloku vidçjâm vçrtîbâm X̄j(k), j = 1, . . . ,mk un

izlases vidçjâs vçrtîbas:

s2(k) = (mk − 1)−1

mk∑
j=1

(X̄j(k)− X̄(k))2.

Grafiski attçlo log s2(k) pret log k. Pie lielâm k vçrtîbâm, sagaidâms, ka grafika punkti

bûs izkliedçti ap taisni ar negatîvu slîpumu 2d−1 (jeb 2H−2). Gadîjumâ, kad procesam

nepiemît ilglaicîgâ atmiòa (d = 0), taisnes slîpums ir −1 un tâ bûs lçzenâka. Izdevîgi

ðâdu taisni piezîmçt dispersiju grafikam. Jo tâ stâvâka, jo izteiktâka ilglaicîgâs atmiòas

klâtbûtne. Parametra H vçrtîba ir iegûtais taisnes slîpums×0.5 + 1. Metodes trûkumi

bûtîbâ ir tâdi paði kâ R/S statistikai.
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2. att. Procesu FARIMA(0, 0.3, 0) un ARMA (1, 0) dispersiju grafiki
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Attçla 2. kreisajâ pusç redzams dispersiju grafiks simulçtam frakcionâlâ trokðòa pro-

cesam ar d = 0.3, savukârt, labajâ pusç - pirmâs kârtas autoregresîvajam modelim, ar

φ = 0.3. Abos gadîjumos izlases garums n = 10000 un bloku garums k = 20. Ne-

pârtrauktâ lînija raksturo vienâdojumu (5.2), raustîtâ lînija attçlo taisni ar slîpumu −1.

ARMA(1, 0) gadîjumâ, abas taisnes gandrîz pârklâjas, lîdz ar to metode noraida ilglaicî-

gâs atmiòas klâtbûtni.

5.3. Regresiju metode

Pieòem, ka stacionâra procesa spektrâlais blîvums ir

f(λ) = f0(λ)

[
2 sin

(
λ

2

)]−2d

. (5.3)

Logaritmçjot vienâdojumu (5.3) punktos λj = 2πj/n, iegûstam

log f(λj) = log f0(0)− d log

[
2 sin

λj
2

]2

+ log

[
f0(λj)

f0(0)

]
. (5.4)

No otras puses, periodigrammu I(λj) var izteikt kâ

log I(λj) = log

[
I(λj)

f(λj)

]
+ log f(λj). (5.5)

Apvienojot (5.4) un (5.5),

log I(λj) = log f0(0)− d log

[
2 sin

λj
2

]2

+ log

[
I(λj)[2 sin(λ/2)]2d

f0(0)

]
.

Definçjot yj = log I(λj), α = log f0(0), β = −d, xj = log[2 sin(λj/2)]2 un

εj = log

{
I(λj)[2 sin(λ/2)]2d

f0(0)

}
,

iegûst regresijas vienâdojumu

yj = α + βxj + εj.

Varam sagaidît, ka, visiem j = 1, . . . ,m, kur m� n,

f(λj) ∼ f0(0)[2 sin(λj/2)]−2d,

tâdçï

εj ∼ log

[
I(λj)

f(λj)

]
.

Tad mazâko kvadrâtu metodes ilglaicîgâs atmiòas parametra d novçrtçjums ir

d̂m = −
∑m

j=1(xj − x̄)(yj − ȳ)∑m
j=1(xj − x̄)2

,

kur x̄ =
∑m

j=1 xj/m un ȳ =
∑m

j=1 yj/m. 1
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5.4. Detrendçtâ svârstîbu metode

Metodi izstrâdâjis Pengs [11]. Pieòem, ka X1, . . . , Xn ir izlase no kâda stacionâra

ilglaicîgâs atmiòas procesa un Yt ir parciâlo summu virkne Yt =
∑t

j=1Xj, visiem t =

1, . . . , n. Tad procesa Xt, t ∈ Z, parametra d novçrtçjumu iegûst sekojoði. Izlasi Xt

sadala k nepârklâjoðos blokos, kuri satur m = n/k novçrojumus. Katrâ blokâ Xt piemçro

lineârâs regresijas modeli attiecîbâ pret t = 1, . . . ,m un novçrtç atlikumu dispersijas σ2
k

σ2
k =

1

m

m∑
t=1

(Yt − α̂k − β̂kt)2,

kur α̂k un β̂k ir mazâko kvadrâtu metodes koeficientu novçrtçjumi.

Pieòem, ka F 2(k) ir ðo dispersiju vidçjâ vçrtîba

F 2(k) =
1

k

k∑
j=1

σ2
j .

Kâ aprakstîjis Pengs [11], gadîjuma klejoðanai,

F (k) ∼ ck1/2,

savukârt procesiem ar LRD,

F (k) ∼ ckd+1/2. (5.6)

Tad, logaritmçjot (5.6), iegûst

logF (k) ∼ log c+ (d+
1

2
) log k.

Piemçrojot mazâko kvadrâtu regresijas modeli

logF (k) = α + β log k + εk

visâm k ∈ K vçrtîbâm, iegûst d novçrtçjumu

d̂ = β̂ − 1

2
,

kur β̂ ir mazâko kvadrâtu novçrtçjums parametram β. Ir daþâdas pieejas indeksa K

izvçlei. Ja k0 = min{K} un k1 = max{K}, daþi autori piedâvâ izmantot k0 = 4 un k1 -

daïa no izlases apjoma n. [6]
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6. Vislielâkâs ticamîbas parametru novçrtçðanas me-

todes

Definçsim daþus jçdzienus, kas bûs nepiecieðami turpmâkai analîzei. Vairâk informâ-

cijas par nodaïâ aplûkotajâm metodçm un teorçmu pierâdîjumus skatît materiâlâ [3].

Pieòem, ka X1, X2, . . . , Xn ir stacionârs process ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2, kâ

arî - izpildâs (2.3) un (2.4). Spektrâlo blîvumu raksturo ar nezinâmu galîgdimensionâlu

parametru vektoru

θ0 = (σ2
0, H

0, θ0
3, . . . , θ

0
M).

Tad f(λ) = f(λ; θ), kur θ ∈ Θ ⊂ RM . Mçríis ir novçrtçt nezinâmo parametru vektoru θ0

dotajiem novçrojumiem X1, . . . , Xn. Apzîmç: X = (X1, X2, . . . , Xn)t,

Σn(θ) = [γ(j − l)]j,l=1,...,n = kovariâciju matrica no X,

|Σn| = determinants no Σn.

Pieòemsim, ka µ ir zinâms un vienâds ar nulli. Tas seko no fakta, ka Gausa vislielâkâs

ticamîbas novçrtçjuma parametram θ asimptotiskais sadalîjums nemainâs, neatkarîgi no

tâ, vai µ tiek aizvietots ar izlases vidçjo vçrtîbu. Procesu Xt var izteikt formâs

Xt =
∞∑
s=1

b(s)Xt−s + εt (6.1)

un

Xt =
∞∑
s=0

a(s)εt−s, (6.2)

kur εs ir nekorelçti gadîjuma lielumi ar vidçjo vçrtîbu nulle un dispersiju var(εs) = σ2
ε .

Lemma 12. Pieòem, ka eksistç tâdas konstantes 0 < cb <∞ un 0 < ca <∞, ka

b(s) ∼ cbk
−H− 1

2

un

a(s) ∼ cak
H− 3

2 ,

kad k →∞. Dotajâ gadîjumâ,
∞∑
s=1

b(s) < 0

un
∞∑
s=1

a(s) =∞.
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Pieòemam, ka vçlamies iegût viena soïa prognozi no Xt neierobeþotâm pagâtnes vçrtîbâm

Xs, s ≤ t− 1, tad vidçjo kvadrâtisko prognozes kïûdu

MSPE = E
[
(Xt − X̂t)

2|Xs, s ≤ t− 1
]

minimizç ar

X̂t = E [Xt|Xs, s ≤ t− 1] =
∞∑
s=1

b(s)Xt−s.

Minimâlâ prognozes kïûda

MSPE = σ2
ε = 2π exp

[
1

2π

∫ π

−π
log f(λ; θ0)dλ

]
.

No tâ seko [3], ka ∫ π

−π
log f1(λ)dλ = 0,

visiem

f1(λ) =
2π

σ2
ε

f(λ).

6.1. Gausa vislielâkâs ticamîbas novçrtçjums

Pieòem, kaXt ir Gausa process, kam izpildâs (6.1) un (6.2). TadX = (X1, X2, . . . , Xn)t

kopçjâ sadalîjuma funkcija ir

h(x; θ0) = (2π)−
n
2 |Σ(θ0)|−

1
2 e−

1
2
xtΣ−1(θ0)x,

kur x = (x1, . . . , xn)t ∈ Rn. Log - ticamîbas funkcija ir

Ln(x; θ0) = log h(x; θ0)

= −n
2

log 2π − 1

2
log |Σ(θ0)| − 1

2
xtΣ−1(θ0)x. (6.3)

Definç M - dimensiju vektoru

L′n(x; θ) =
∂

∂θj
Ln(x; θ)

= −1

2

∂

∂θj
log |Σ(θ)| − 1

2
xt
[
∂

∂θj
Σ−1(θ)

]
x, (j = 1, 2, . . . ,M).

Vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumu (MLE) iegûst, maksimizçjot log h(x; θ) pçc M - di-

mensiju parametra θ. Attiecîgo maksimizâcijas problçmu var formulçt ar pirmâs kârtas

parciâlajiem atvasinâjumiem. Tad MLE θ̂ ir M vienâdojumu sistçmas

L′n(x; θ̂) = 0 (6.4)
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atrisinâjums. θ̂ asimptotisko sadalîjumu var iegût no L
′
n Teilora izvirzîjuma. Otrâs kârtas

parciâlo atvasinâjumu matricu no Ln apzîmç ar

L
′′

n(x; θ) =
∂2

∂θjθl
Ln(x; θ), (j, l = 1, . . . ,M)

No(6.4) iegûstam, ka

L′n(x; θ̂) = 0 = L′n(x; θ0) + L′′n(x; θ0)(θ̂ − θ0) + rn. (6.5)

Teorçma 13. Pieòem, ka Xt ir Gausa process un θ̂ ir definçts ar (6.4). Definç M ×M

- matricu D = [Dij]i,j=1,...,M kâ

Dij(θ
0) =

1

2π

∫ π

−π

∂

∂θi
log f(x)

∂

∂θj
log f(x)dx|θ=θ0

un

C(θ0) = 2D−1(θ0).

Tad, pie nosacîjuma n→∞, ir spçkâ

θ̂ → θ0

gandrîz visur un

n
1
2 (θ̂ − θ0)→d ζ,

kur ζ ir M - dimensionâls normâls gadîjuma vektors ar vidçjo vçrtîbu nulle un kovariâciju

matricu C.

6.2. Whittle tuvinâtais vislielâkâs ticamîbas novçrtçjums

Lai iegûtu Whittle metodes novçrtçjumus, veic divus tuvinâjumus. Tâ kâ

lim
n→∞

1

n
log |Σn(θ)| = 1

2π

∫ π

−π
log f(λ; θ)dλ,

tad log |Σn(θ)| no vienâdojuma (6.3) var aizstât ar n(2π)−1
∫ π
−π log f(λ; θ)dλ.

Otru tuvinâjumu veic xtΣ−1(θ)x. Matricu Σ−1(θ) aizstâj ar citu, vieglâk aprçíinâmu

n× n matricu

A(θ) = [α(j − l)]j,l=1,...,n,

kura sastâv no

α(j − l) = (2π)−2

∫ π

−π

1

f(λ; θ)
ei(j−l)λdλ. (6.6)
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Tad no abiem tuvinâjumiem un (6.5) iegûstam

L∗n = −n
2

log 2π − n

2

1

2π

∫ π

−π
log f(λ; θ)dλ− 1

2
xtA(θ)x.

Tuvinâtu parametra θ0 vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumu iegûst, minimizçjot funkciju

LW (θ) =
1

2π

∫ π

−π
log f(λ; θ)dλ+

xtA(θ)x

n
(6.7)

atkarîbâ no θ.

6.3. Tuvinâtie autoregresîvie vislielâkâs ticamîbas novçrtçjumi

Citu tuvinâto MLE iegûst, izmantojot Xt labâko lineâro prognozi, kas dota neiero-

beþota skaita pagâtnes vçrtîbâm Xt−1, Xt−2, . . .. Ja zinâmi Xs(s ≤ t), tad neatkarîgiem,

vienâdi sadalîtiem εs(s ≤ t),

εt = Xt −
∞∑
s=1

b(s)Xt−s.

Ja Xt ir Gausa process, tad ε1, . . . , εn log - ticamîbas funkcija ir

Ln = −n
2

log 2π − n

2
log σ2

ε −
1

2

n∑
t=1

(
εt
σε

)2

. (6.8)

Ja zinâmas tikai ierobeþota skaita pagâtnes vçrtîbas, tad ε2, . . . , εn var novçrtçt ar

ut = Xt −
t−1∑
s=1

b(s)Xt−s, (t = 2, . . . , n).

Tuvinâtu log - ticamîbas funkciju var definçt, formulâ (6.8) εt aizstâjot ar ut. Parametriskâ

modelî koeficienti b(s) ir atkarîgi no parametru vektora η0. Tuvinâtu θ0 = (σ2
ε , η) MLE

iegûst, maksimizçjot tuvinâtu log - ticamîbas funkciju attiecîbâ pret θ. Pieòem, ka

rt(θ) =
ut(η)√
θ1

,

ṙt(θ) =

(
∂

∂θ1

rt(θ), . . . ,
∂

∂θM
rt(θ)

)t
,

un

u̇t(η) =

(
∂

∂η1

ut(η), . . . ,
∂

∂ηM−1

ut(η)

)t
.

Tuvinâto θ̂ MLE iegûst, minimizçjot summu no funkcijas

n log θ1 +
n∑
t=2

r2
t (θ)
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attiecîbâ no θ. Òemot pirmâs kârtas parciâlos atvasinâjumus no θ, iegûstam M nelineâru

vienâdojumu sistçmu

n∑
t=2

{rt(θ)ṙt(θ)− E [rt(θ)ṙt(θ)]} = 0,

kuru var sadalît divâs daïâs

n∑
t=2

u̇t(η)ut(η) = 0

un

σ2
ε =

1

n− 1

n∑
t=2

u2
t (θ).

6.4. Diskrçts Whittle novçrtçjums

Whittle tuvinâtâMLE iegûðana var bût laikietilpîgs process, seviðíi, ja ir lielu izmçru

izlases un θ ar lielu dimensiju. Integrâli (6.6) var aizvietot ar Rîmaòa summu

α̂(k) = 2
1

(2π)2

m∑
j=1

1

f(λj,m)
eikλj,m

2π

m
,

kur

λj,m =
2πj

m
, (j = 1, . . . ,m∗) (6.9)

un m∗ ir (m− 1)/2 veselâ daïa. Ja I(λ) ir procesa Xt periodigramma (4.4), tad (6.7) var

izteikt kâ

LW =
1

2π

[∫ π

−π
log f(λ; θ)dλ+

∫ π

−π

I(λ)

f(λ)
dλ

]
.

No (6.9) iegûstam tuvinâjumu

L̃W (θ) = 2
1

2π

[
m∗∑
j=1

log f(λj,m; θ)
2π

m
+

m∗∑
j=1

I(λj,m)

f(λj,m; θ)

2π

m

]
.

Turklât, gadîjumâ, kad θ = (θ1, η) definçts tâds, ka

f(λ; θ) = θ1f(λ; θ∗),∫ π

−π
log f(λ; θ∗)dλ = 0,

un izvçlas m = n, novçrtçjumu θ̂ iegûst, minimizçjot funkciju

Q̃(η) =
m∗∑
j=1

I(λj,n)

f(λj,n; θ∗)
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pçc η un pielîdzinot

σ̂2
ε = 2πθ̂1 =

4π

n
Q̃(η̂).
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7. Praktiskais pielietojums

Apskatîsim parametra H (vai ekvivalenti - parametra d) novçrtçjumu metodes pie-

mçros. Aprçíiniem izmantota datorprogramma R. Tajâ pieejamas speciâlas ilglaicîgâs

atmiòas procesu paketes "fArma" [12], "fracdiff" un "longmemo", kurâs iebûvçtas fun-

kcijas FARIMA(p, d, q), fBm, fGn procesu simulçðanai pçc daþâdâm pieejâm (Berana,

Durbina - Levinsona algoritma u.c.) un parametra H novçrtçðanai.

Piemçrota FARIMA modeïa atraðanai, izmanto procesa vienâdojumu formâ (4.2).

Tad, zinâmai d vçrtîbai, aprçíina X̃t = (1 − B)dXt (X̃t dçvç arî par "frakcionâli dife-

rencçtâm rindâm"[13]), pielâgo X̃t atbilstoðu ARMA procesu un veic atlikumu pârbaudi.

Piemçrs 1. Apskatîsim FARIMA modeïa atraðanu simulçtiem datiem. Izmantojot prog-

rammâ R pieejamo funkciju "fracdiff.sim", ìenerç procesu FARIMA (2, 0.4, 0), kur d =

0.4, φ1 = 0.1 un φ2 = 0.5, apjomâ n = 10000. Meklç piemçrotu FARIMA modeli. Ðajâ

gadîjumâ zinâm, kâ dati simulçti, tâpçc izvçlamies AR procesu ar kârtu 2 un, ar komandas

"fracdiff" palîdzîbu, iegûstam vislielâkâs ticamîbas metodes koeficientu novçrtçjumus.
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3. att. FARIMA(2, 0.4, 0) laikrinda (a) un ACF (b)
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1. tabula Parametru novçrtçjumi

Parametrs Novçrtçjums St.kïûda

d 0.40625 0.02010

φ1 0.08482 0.02026

φ2 0.50274 0.01194

Zinot, ka (1−B)d var izteikt formâ

(1−B)d = 1− dB +
d(d− 1)

2!
B2 − d(d− 1)(d− 2)

3!
B3 + . . .

un izmantojot iegûto d̂ = 0.406251572, lîdz zinâmam lagam (ðajâ gad. - 30) ar frakcionâlo

diferenèu operatoru tiek aprçíinâts X̃t

X̃t = Xt − 0.406251572Xt−1 − 0.120605616Xt−2 − . . .− 0.002283513Xt−30.

Tad, frakcionâli diferencçtajam procesam X̃t, piemçrotâko ARmodeli atrod pçc Akaike

kritçrija (AIC). Iebûvçtâ komanda "ar(x)" izvçlas modeli ar minimâlo

AIC = 2k − 2 ln(L)

vçrtîbu, kur k - modeïa novçrtçto parametru skaits, L - ticamîbas funkcija.

Ðajâ gadîjumâ, tas ir AR(2) ar novçrtçjumiem φ̂1 = 0.090 un φ̂2 = 0.505, σ2 = 0.993.

Novçrtçjuma koeficienti praktiski neatðíiras no pirmajâ modelî novçrtçtajiem.

Nepiecieðams pârbaudît, ka atlikumi εt ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi.

Izmanto Ljung - Box statistiku

Q = n(n+ 2)
h∑
k=1

ρ̂2
k

n− k
,

kur n - izlases apjoms, ρ̂k - autokorelâcija k - tajâ lagâ, h - pârbaudâmo lagu skaits.

Hipotçze - dati ir neatkarîgi, alternatîva - nav neatkarîgi. Pçc iegûtajâm p - vçrtîbâm 4.

hipotçzi nenoraida, arî atlikumu ACF liecina par nekorelçtiem datiem.
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4. att.: Diferenèu procesam pielâgotâ AR(2) atlikumu ACF (a) un Ljung - Box statistikas

p - vçrtîbas(b).

Piemçrs 2. Nîlas minimuma dati

Veiksim H novçrtçðanu un modeïa izvçli Nîlas minimuma datiem [14]. Tie raksturo ik-

gadçjo minimâlo Nîlas ûdens lîmeni (mm) no 622. lîdz 1284. gadam. Dati satur 663

mçrîjumus, kas veikti Rodas salâ, netâlu no Kairas un tos bieþi izmanto ilglaicîgâs atmi-

òas procesu analîzes piemçros. Ðiem datiem literatûrâ izpçtîts, ka parametra sagaidâmâ

vçrtîba H ≈ 0.84 (d ≈ 0.34) (J. Beran [3] 118.lpp)
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5. att.: Nîlas minimuma laikrinda un trendu raksturojoðâ taisne (a), ACF un teorçtiskâ

ACF (nepârtrauktâ lînija) pie H = 0.84 (b)

Attçlâ 5. redzama LRD modeïiem raksturîgâ lçnâ korelâciju dilðana. Pçc Nîlas mi-

nimuma laikrindu attçla secinâts, ka datiem varçtu piemist trends. Novçrtçtie lineârâ
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trenda koeficienti ir nozîmîgi, tâdçï turpmâk strâdâ ar datiem, no kuriem atòemts trends.

Izmantojot komandu "adf.test", pçc paplaðinâtâ Dickey - Fuller testa (ADF) [15] ar p -

vçrtîbu=0.01, noraidâm hipotçzi par vienîbas sakni. Tâtad, process ir stacionârs. Pçc

Akaike kritçrija, izvçlas procesu AR(3). Tabulâ 2. atbilstoðie parametru novçrtçjumi.

2. tabula Koeficientu novçrtçjumi modelim FARIMA(3, d, 0)

Novçrtçjums St.kïûda

d 0.366277 0.029298

φ1 0.055489 0.049182

φ2 -0.038626 0.041963

φ3 0.006719 0.039730

Iegûtajai d̂ vçrtîbai aprçíina diferenèu operatoru un no tâ iegûstamâs frakcionâli dife-

rencçtâs rindas. Ar komandu "ar(x)" pçc AIC tiek izraudzîts modelis AR(1) ar φ = 0.082.

Pârbaudot Ljung - Box testa rezultâtus un sprieþot pçc ACF attçla, atlikumi ir nekorelçti.

Parametrs d̂ = 0.3420386, lîdz ar to Ĥ = 0.84204.

6. att. Procesa AR(1) atlikumu ACF (b) un Ljung - Box statistikas p - vçrtîbas (c)

Salîdzinâsim ðo H novçrtçjumu ar piektajâ nodaïâ aprakstîtajâm R/S statistikas un

dispersiju grafika metodçm.

Attçlâ 7. (a), redzami dispersiju grafika rezultâti, bloku skaits k = 20. Novçrojama

ilglaicîgâs atmiòas klâtbûtne - nozîmîga nobîde no taisnes ar slîpumu −1. Koeficienta no-

vçrtçjums ir −0.3579410. Atbilstoðais parametra novçrtçjums Ĥ = 0.5(−0.3579410)+1 =

0.8210295. Formulu R/S statistikas iegûðanai skatît arî materiâlâ [16]. Iegûtie log(R/S)
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7. att. (a) Dispersiju grafiks un (b) R/S metodes grafiks datiem [14]

attiecîbâ pret log(k) attçloti 7. (b). Ðajâ gadîjumâ taisnes slîpuma novçrtçjums ir pozi-

tîvs skaitlis, kas raksturo Ĥ = 0.839833.

Izmantojot trîs iepriekð aplûkotâs metodes, esam ieguvuði samçrâ tuvus novçrtçjumus.

Dispersiju grafiku novçrtçjums ir visneprecîzâkais. Tomçr jâpiezîmç, ka abu grafisko me-

toþu rezultâtus ietekmç k izvçle. Programmâ R pieejamas 9 funkcijas H vçrtîbas noteik-

ðanai. R/S, dispersiju grafiku, DFA un Whittle algoritms jau apskatîts teorijas sadaïâ.

Periodigrammu un modificçtâs periodigrammu metodes arî ir grafiska pieeja, kas balstâs

uz procesa periodigrammu (4.4) asimptotisko uzvedîbu. Plaðâk par iebûvçtajâm metodçm

skatît [17].

3. tabula R iebûvçto funkciju parametra H novçrtçjumi datiem [14]

metode R komanda Ĥ

R/S statistika rsFit 0.8394554

Dispersiju grafiki aggvarFit 0.8466963

DFA pengFit 0.8962124

Periodigrammu met. perFit 0.9926786

Modificçtâ per.met. boxperFit 0.7722782

Whittle novçrtçjums whittleFit 0.837425
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Piemçrs 3. Dots fizikâlos eksperimentos izstrâdâs process, kurâ pçta daïiòu kustîbu îpaðâ

ðíîdumâ. Uzdevums ir noskaidrot, vai tâ ir Brauna kustîba, analizçt uzvedîbu. Turpmâk

datus apzîmçsim - "Kustîba". Par procesu un tâ izstrâdi vairâk informâcijas pieejams M.

Kozlovska maìistra darbâ "Ûdeòraþa izdalîðanâs kinçtikas pçtîjumi uz daþâdu sastâvu un

struktûras elektrodiem" [18].

Salîdzinâðanas nolûkâ, ar datorprogrammu R simulçsim sekojoðus procesus:

• Brauna kustîba (turpmâk - "Brauna"),

• Neatkarîgu, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumu process (apz. - "iid"),

• AR(1) ar φ = 0.3, φ = −0.3, φ = 0.8, φ = −0.8.
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No pirmajâ nodaïâ minçtâs definîcijas zinâms, ka Brauna kustîba ir process, kuram

eksistç neatkarîgi, normâli sadalîti pieaugumi. Gadîjumâ, kad parametrs H = 0.5, tâ ir

standarta Brauna kustîba, ja 0.5 < H < 1 - frakcionâlâ Brauna kustîba.

Analîzes pirmais solis bûtu pârbaudît "Kustîba" pieaugumu normalitâti. Tam izmantosim

Shapiro - Wilk testu [19] un kvantiïu - kvantiïu grafikus.
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10. att.: Procesa "Brauna" pieaugumu kvantiïu - kvantiïu grafiks; procesa "Kustîba"

pieaugumu kvantiïu - kvantiïu grafiks

4. tabula Shapiro - Wilk testa rezultâti

Pieaugumu process testa vçrtîba W p - vçrtîba

"Brauna" 0.9993 0.9692

"Kustîba" 0.9932 0.0001676

No kvantiïu - kvantiïu grafikiem 10. redzams, ka normâlâ sadalîjuma kvantile labi

aproksimç procesa "Brauna" pieaugumus, arî Shapiro - Wilk testa rezultâtâ 4., nevaram

noraidît hipotçzi par pieaugumu normâlo sadalîjumu. Procesa "Kustîba" pieaugumu nor-

malitâti noraidâm.

Izmantojot Hursta R/S statistiku, iegûtie procesu parametra H novçrtçjumi 5.
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5. tabula R/S statistikas novçrtçjums parametram H

Dati Ĥ

"Kustîba" 1.023200

"Brauna" 1.031004

"iid" 0.5201048

AR(φ = 0.3) 0.5122390

AR(φ = −0.3) 0.42372275

AR(φ = 0.8) 0.63974779

AR(φ = −0.8) 0.29773241

"Brauna" pieaugumi 0.5595665

"Kustîba" pieaugumi 0.983231

Redzams, ka abu nestacionâro procesu - "Kustîba" un "Brauna" gadîjumâ, H vçrtîba

pârsniedz pçc definîcijas apskatîto augðçjo robeþu 5.. Procesa "iid" parametra novçr-

tçjums atbilst Teorçmas 11 (19.lpp) par neatkarîgu, vienâdi sadalîtu datu uzvedîbu- ja

spçkâ centrâlâ robeþteorçma, statistika k−
1
2Q konverìç uz nedeìenerçtu gadîjuma lielumu

(Mandelbrot 1975 [20]). Tas nozîmç, ka statistikas Q(t, k) vçrtîbas ðiem datiem izkliedç-

tas ap taisni ar slîpumu ≈ 0.5.

Tipiski ir arî autoregresîvâ pirmâs kârtas procesa rezultâti (11.). Korelâciju

ρ(i, j) = ρ(i− j) = a|i−j|

summas ir lielas pie lielâm a vçrtîbâm. Tâpçc ρ(k) = a|k| norâda uz augstu korelâciju pie

pirmâ laga [3].

6. tabula Nestacionaritâtes pârbaude ar ADF testu

Process testa vçrtîba p - vçrtîba

"Kustîba" 0.2746 0.99

"Brauna" -2.8161 0.2328

"Kustîba" pieaugumi -4.1303 0.01

"Brauna" pieaugumi" -8.9624 0.01
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11. att. Procesa AR(1) ACF pie: φ = 0.3 (a), φ = −0.3 (b) φ = 0.8 (c), φ = −0.8 (d)

Stacionâram procesam no Brauna kustîbas ("Brauna" pieaugumi 5.)H tuvs teorçtis-

kajai Brauna kustîbas H vçrtîbai ≈ 0.5. Stacionâram procesam no "Kustîba" ("Kustîba"

pieaugumi 5.) ir liela H = 0.983231 vçrtîba, kas arî bija sagaidâms pçc ACF attçla 9..
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Secinâjumi

Diplomdarbâ aprakstîti procesi, kam piemît ilglaicîgâ atmiòa, to raksturojoðais Hursta

parametrs un tâ novçrtçðanas metodes. Simulçtiem un reâliem datiem veikta piemçrota

FARIMA modeïa atraðana. Veikta ilglaicîgâs atmiòas parametra H novçrtçðana, izman-

tojot R pieejamâs funkcijas, kâ arî pçc dispersiju grafiku un R/S statistikas izveidotâs

programmas. Simulçtiem datiem iegûtie rezultâti ir samçrâ tuvi zinâmajâm vçrtîbâm.

Veicot daudzkârtçjas datu simulâcijas, novçrots, ka metodes bûtiski ietekmç pçtâmâ pro-

cesa apjoms un izvçlçto bloku skaits. Pieejamas daþâdas publikâcijas, labâko metoþu

izvçrtçðanai, piemçram, Pilar Grau - Carles (2005) [21] un Murphy un Izzeldin (2009)

[22]. Novçrtçt Hursta parametru ir bûtiski, lai izvçlçtos atbilstoðu modeli datu analîzei.

Pielietojot frakcionâlo diferencçðanu, modeïu analîzi var reducçt uz jau pazîstamo ARMA

modeïu analîzi.

Analizçta fizikâlos eksperimentos iegûtas kustîbas uzvedîba. Secinâts, ka tâ nav Brauna

kustîba.
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A Pielikums

Teorçma 14. Nepârtraukts attçlojums. Pieòem, ka {Xn}∞n=1 ir gadîjuma lielumu virkne

un X ir gadîjuma lielums, definçti vienâ metriskâ telpâ X . Pieòem, ka Xn
D−→ X. Pieòem,

ka Y ir metriska telpa un g : X → Y. Definç Cg = {x : g ir nepârtraukts uz x}. Pieòem,

ka P(X ∈ Cg) = 1. Tad g (Xn)
D−→ g (X).

Definîcija 9. [6] Stohastisku procesu {yt : t ∈ Z} sauc par otrâs kârtas jeb stacionâru

vâjâ nozîmç,ja eksistç simetriska autokovariâciju funkcija γ(·), kurai γ(0) = V ar(yt) <∞,

tâda, ka 〈yt, yt+h〉 = γ(h) visiem t, h ∈ Z.

Definîcija 10. [6] Otrâs kârtas procesa autokovariâciju funkcija γ(·)

γ(h) =

∫ π

−π
eihλdF (λ),

kur funkcija F ir no labâs puses nepârtraukta, nedilstoða, ierobeþota [−π, π] un izpildâs

nosacîjums F (−π) = 0. F sauc par γ(·) spektrâlo sadalîjumu. Turpmâk, ja

F (λ) =

∫ λ

−π
f(ω)d(ω),

tad f(·) sauc par γ(·) spektrâlo blîvumu.

Definîcija 11. Pieòem, ka {Xt : t ∈ T} ir stohastisks process, kuram V ar(Xt) < ∞

visiem t ∈ T . Tad {Xt} autokovariâciju funkcija ir

γX(r, s) := Cov(Xr, Xs) = E [(Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))]

visiem r, s ∈ T .

Definîcija 12. [7] Funkciju Γ(p) sauc par gamma funkciju, ja

Γ(p) =



∫ ∞
0

tp−1e−tdt, p > 0,

∞, p = 0,

p−1Γ(1 + p), p < 0
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Definîcija 13. Funkciju B(x, y) sauc par beta funkciju, ja

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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A Izveidoto programmu kods

1) Darbâ izmantotâs R paketes

library(fracdiff)

library(tseries)

library(stats)

library(fArma)

library(sde)

2) Nîlas minimuma piemçrota FARIMA modeïa atraðana

dati.nile<-na.omit(scan(file="nile.txt",sep=","))

plot.ts(dati.nile)

regr<-lm(dati.nile~c(1:length(dati.nile)))

summary(regr)

plot.ts(dati.nile)

abline(regr$coef)

trends<-regr$coef[[1]] + regr$coef[[2]]*c(1:length(dati.nile))

nile.notrend<-trends-dati.nile

plot(nile.notrend,type="l")

adf.test(nile.notrend)

nile.fit<-fracdiff(nile.notrend,nar=1,nma = 0)

AIC(nile.fit)

nile.fit$d

summary(nile.fit)

n<-length(nile.notrend)

L<-30

d<-nile.fit$d

fdc<-d

fdc[1]<-fdc

for (k in 2:L) fdc[k] <-fdc[k-1] * (d+1-k)/k

y<-rep(0,L)

for (i in (L+1):n) {

csm<-y.notrend[i]

for (j in 1:L) csm<-csm + ((-1)^j)*fdc[j]*nile.notrend[i-j]

y[i]<-csm

}

y<-y[(L+1):n]

karta.ar<-ar(y)
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n.resid<-1+karta.ar$order

residuals<-karta.ar$res[n.resid:length(y)]

fit<-arima(x,c(1,0,0))

tsdiag(fit)

plot.ts(dati.nile)

abline(regr$coef)

acf(y)

acf(nile.notrend)

acf(z)

plot.ts(y)

3) Dispersiju grafiku metode

log.disp<-function(bloku.g)

{

bloku.sk<-floor(n/bloku.g)

rez<-c()

for (j in 1:bloku.sk )

{

rez[j]<-mean(dati.nile[((j-1)*bloku.g+1):(j*bloku.g)])

}

log(var(rez))

}

log.disp2<-Vectorize(log.disp)

x.vec<-c(1:100)

y.dati<-log.disp2(x.vec)

x.dati<-log(x.vec)

plot(x.dati,y.dati, xlab="a", ylab="log Var(k)")

lin.reg<-lm(y.dati~x.dati)

lin.reg$coef

abline(lin.reg$coef)

abline(lin.reg$coef[1],-1,lty=2)

H<-0.5*lin.reg$coef[2]+1

H

4) R/S metode

f.range<-function(n,tau,dati)

{

sum(dati[1:n]-mean(dati[1:tau]))

}

f.range2<-Vectorize(f.range,vectorize.args="n")

RS.range<-function(dati)

{

n<-length(dati)

rez<-max(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))-min(f.range2(1:length(dati),length(dati),dati))

rez/sd(dati)
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}

n<-length(dati)

RS.ave<-function(dati,m)

{

nn<-length(dati)/m

rez<-c()

for (i in 1:m)

{

rez[i]<-RS.range(dati[((i-1)*nn+1):(i*nn)])

}

mean(rez)

}

mean(c(RS.range(dati[1:(n/2)]),RS.range(dati[(n/2+1):n])))

RS.ave<-Vectorize(RS.ave,vectorize.args="m")

x.data<-3:10

y.data<-sort(log(RS.ave(dati,c(1,2,4,8,16,32,64,128)),base=2))

plot(x.data,y.data,xlab="b",ylab="log2(R/S)")

fit<-lm(y.data~x.data)

fit$coef

abline(fit$coef[[1]],fit$coef[[2]])

h.nov<-lm(y.data~x.data)$coef[[2]]

5) Iebûvçtâs H novçrtçðanas metodes

## R/S tests

rsFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Dispersiju grafiku metode

aggvarFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Diferencçtâ dispersiju grafiku metode

diffvarFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Aggregated absolûto vçrtîbu metode

absvalFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5), moment = 2,doplot = TRUE)

## Higuchi fraktâïu dimensiju metode

higuchiFit(x, levels = 50, minnpts = 2, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),doplot = TRUE)

## Penga DFA metode

pengFit(x, levels = 50, minnpts = 3, cut.off = 10^c(0.7, 2.5),method ="mean",doplot = TRUE)

## Periodogrammu metode

perFit(x, cut.off = 0.1, method = c("per", "cumper"),doplot = TRUE)

## Pârveidotâ periodogrammu metode

boxperFit(x, nbox = 100, cut.off = 0.10,doplot = TRUE)

## Whittle novçrtçjums

whittleFit(x, order = c(1, 1), subseries = 1, method = c("fgn", "farma"))

## Vaveletu metode

waveletFit(x, length = NULL, order = 2, octave = c(2, 8),doplot = TRUE)

## Procesa FARIMA simulâcija

farimaSim(n = 1000, model = list(ar = c(0.5, -0.5), d = 0.3, ma = 0.1),method = c("freq", "time"))

## Procesa fBm simulâcija

fbmSim(n = 100, H = 0.7, method = c("mvn", "chol", "lev", "circ", "wave"),waveJ = 7,doplot = TRUE,fgn = FALSE)
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Diplomdarbs \Ilglaicîgâs atmiòas procesi" izstrâdâts LU Fizikas un Matemâtikas fa-

kultâtç.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pçtîjums veikts patstâvîgi, izmantoti tikai tajâ norâdîtie

informâcijas avoti un iesniegtâ darba elektroniskâ kopija atbilst izdrukai.
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