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Anotacija

Darba téma ir ilglaicigd atmina un ar to saistitie procesi. Apskatita §1 jédziena izcelsme un
aprakstosie modeli. Definéts Hursta fenomens un frakcionala Brauna kustiba. Aplikota
ilglaicigas atminas modelu klase FARIMA, to svarigakas ipasibas un parametru noverte-
sanas metodes. Ar datorprogrammas R palidzibu simuléti procesi ARMA un ilglaicigas

atminas procesi FARIMA.

Atslegas vardi: FARIMA, Hursta parametrs, ilglaiciga atmina



Abstract

The subject of this thesis is long memory and related processes. The origin of long memory
notion and descriptive models are examined. Hurst phenomenon and fractional Browni-
an motion are defined. Long memory models FARIMA, the most important properties
and estimation methods are considered. Processes ARMA and long memory processes

FARIMA with program R are simulated.
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Apziméjumi
ACF autokorelaciju funkcija
AR autoregresivs process
ARMA autoregresivs slidosa vidéja process
(B(t)) Brauna kustiba
C[, ] nepartrauktu funkciju telpa
D|0, 1] no labas puses nepartrauktu, no kreisas puses ierobezotu funkciju telpa
FARIMA frakcionals autoregresivs slidosa vidéja process
fBm frakcionala Brauna kustiba
FCLT funkcionala centrala robezteoréma jeb Donskera teorema
fGn frakcionalais Gausa troksnis
FI frakcionali integréts
FN frakcionals troksnis
H Hursta parametrs
LM, LRD ilglaiciga atmina
MA slido$a - vidéja process
ML vislielaka ticamiba
PACF parciala autokorelaciju funkcija
R/S statistika
Var(X) dispersija no X

= konverge



Ievads

Darba aplikots ilglaicigas atminas jédziens un to raksturojosi modeli. Téma ir loti
plasa, tadel sniegts ieskats tikai galvenajos raksturlielumos un ipasibas. Pedejo dekazu
laika, kops atklata ilglaicigas atminas iedarbiba, ta ienem butisku lomu laikrindu analize.
Tapusi dazadi materiali, kas péta So fenomenu un izstradati to aprakstosi modeli.
Termins “ilglaiciga atmina” kluva aktuals ap 1960. gadu. Protams, neizskaidroti empi-
riski noverojumi paradijas jau agrak.

1906. gada Kaira ieradas Harolds Edvins Hursts, jauns anglu ierédnis, kur§ darbojas
ka hidrologiskais konsultants. Vins pétija sakaribas Nilas Gidens limena svarstibas. Re-
zultatus publiceja apjomigos krajumos “Nile Basin”, kuru pielikumos bija dokumentets
nokrisnu daudzums, upes limena un straumes izmainas 5 gadu ietvaros. Pedeja no Hur-
sta séjumiem - “The Future Conservation of the Nile”(1946), tikai ierosinats ikgadéjos
tdenstilpnu datus “uzglabat” plasa, ilglaiciga fonda, kuru vins nodéveja par “gadsimta
atminu”. Tas koncepts balstas uz saistibu starp amplitudu vai maksimalo uzkrato novirzi
no vidéjas vertibas, straumes standarta novirzi un novérojumu periodu, to aprakstija ar
statistiku R/S. Izradijas, ka prakse datu uzvediba atskiras no teoretiski paredzamas, to
dilsanas pakape H bija 0.74 sagaidamas 0.5 vieta. Si paradiba kluva pazistama ka Hur-
sta fenomens. Bija daudz nesekmigu méginajumu fenomenu izskaidrot, lidz izradijas, ka
svarigakais aspekts ir neparasti lena korelaciju dilsana jeb neparasti ilgstosa atmina. Driz
vien iznaca B. Mandelbrota un vina kolégu raksti par $o tému un citi pétijumi ilglaicigas
atminas sféera.

Stacionaras laikrindas ilglaiciga atmina jeb ilglaiciga atkariba (turpmak apzimeésim - LRD)
izpauzas, ka korelaciju tieksanas uz nulli ki pakapes funkcijai, turklat tik léni, ka to sum-
mas divrege. Salidzinajuma - laikrindu modeliem ARMA korelacijas dilst eksponenciali.
LRD modelu ieviesana nozimigi uzlaboja dazadu nozaru procesu analizi. Musdienas tiem
ir plass lietojums hidrologija, ekonomika, finansés un telekomunikacijas, ka ari citur.
Pirmaja nodala plasak izklastits Hursta fenomens, ka ari definéta Brauna kustiba. Ot-
raja nodala apskatiti veidi, ka definet ilglaicigo atminu un definiciju savstarpeja saistiba.
Tresa nodala ir ieskats procesa, kas saistits ar ilglaicigo atminu un kuru var raksturot ar
Hursta parametru - frakcionalaja Brauna kustiba. Ceturtaja nodala raksturota visplasak
izmantota ilglaicigas atminas modelu klase FARIMA un to svarigakas ipasibas un lielumi.

Piektaja nodala aplikoti modelu FARIMA parametru novertesanas veidi. Sestaja nodala,



ar datorprogrammas R palidzibu, simuleti FARIMA modeli un iegtti to grafiskie atteli.

Pielikuma A definéti darba ietvertie, nepaskaidrotie termini un teorémas.



1. Hursta fenomens

Apskatisim Hursta fenomena teorétisko aspektu. Statistika, kuru Harolds Hursts pie-

meroja Nilas datiem:

R maXo<i<n (SZ - %Sn> - minOSiSn <Sz - iSn)
_<X17...,Xn) - ’ (101)

S n 2 %
(5 -2)
n i—1 n

kur Xy, X, ..., X,, ir izlase no n novérojumiem; 5,, = X; + ...+ X,, ir parcialo summu vir-

kne, visiem m = 0,1,...un Sy = 0. % ir izlases vidéja veriba; savukart starpiba (Si — %Sn)
parada, par cik parcialas summas parsniedz to izlases videjo vertibu; maksimuma un mini-
muma starpiba skaititaja ir starpiba starp zemakako un augstako paricalo summu poziciju;
dalitajs ir izlases standarta novirze.

Analizeésim statistikas uzvedibu, izmantojot materialu no G. Samorodnitski gra-

matas “Long Range Dependence”[I]. Vispirms definesim teoremu, kas bus nepieciesama.

Definicija 1. [2] Stohastisku procesu no realam vertibam {B(t) : t > 0} sauc par Brauna

kustibu ar sakumu punkta x € R, ja izpildas
1. B(0) ==,

2. procesam eksisté neatkarigi pieaugumi, t.i., visiem 0 < t; <ty < ... < t,, pieaugumi

B(t,) — B(tn-1), B(tn-1) — B(tn—2), ..., B(2) — B(1) ir neatkarigi gadijuma lielumi,

3. visiem ¢t > 0 un h > 0 pieaugumi B(t + h) — B(t) ir sadaliti normali ar matematisko

ceribu nulle un dispersiju h,
4. funkcija t — B(t) ir nepartraukta gandriz visur.

Funkciju {B(t) : t > 0} sauc par standarta Brauna kustibu, ja 2 = 0.

Pienemsim, ka virkne {X, : n > 0} ir neatkarigi, vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar
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E(X,) = 0un Var(X,) = 1. Gadjjuma klejosana definéta ar S, = ZXk ir lineari

k=1
interpolejama veselas dalas, t.i.,

S(t) = S + (€ = [t (S — Spy)-

Tadejadi ir uzdota gadijuma funkcija S € C[0,00). Definejam gadijuma funkciju virkni

{S! :n > 1} apgabala C[0,1] ar
S(nt)

NG

S,(t) =

visiem ¢ € [0, 1].

Teoréma 1. Donskera invariacijas princips (Funkcionala centrala robezteoréma). [2] Ne-

partrauktu funkciju telpa C [0, 1] virkne {S : n > 1} pec sadalijuma konverge uz standarta

Brauna kustibu {B(t) : t € [0,1]}

Pienemsim, ka funkciju f : D[0,1] — R define ka

f(z) = sup (z(t) —tx(1)) — inf (x(t) —tz(1)). (1.0.2)

0<t<1 0<it<1

Redzams, ka = = (z(t),0 <t <1) € DI[0,1] ir nepartraukta. Pielietosim $o funkciju
parcialo summu virknei ar vértibam no apgabala D|0,1] - parcidlo summu procesam.
Pienem, ka X, X, ... ir stacionara gadijumu lielumu virkne ar ierobezotu dispersiju un

videjo vertibu p. Parcidlo summu procesu define

ST (t) = Sy — [t (1.0.3)
visiem 0 < ¢t < 1. Péc FCLT varam secinat, ka, ja Xy, Xs, ... ir neatkarigi, vienadi sadaliti
gadijuma lielumi, tad

1
—S™ = 0,B 1.0.4
N (10.9)

2
*

2 un B ir standarta Brauna

vaja nozime telpa D[0, 1], kur o7 ir noverojumu dispersija o
kustiba intervala [0,1].
Tad formulas (L.0.1) skaititaju varam izteikt ka f (S™). Tadel, ja FCLT izpildas, pec

nepartraukta attelojuma teoremas (Skat. pielikumu) iegustam, ka

1 ? ? 1
i 2 — mi 2 — _—_gm)
NG (&laé <Sl n5"> 0<i<h <Sl n5”>) / (\/ES )



= f(o.B) = 0. [Sup (B(t) —tB(1)) — inf (B(t) — tB(l))}

0<t<1 0<t<1

= o, B~ it )

kur By apzimé Brauna tiltu intervala [0,1]. Turklat, ja stacionara virkne Xi, Xy, ... ir

ergodiska, tad izlases standratnovirze ir butisks populacijas standartnovirzes novertejums.

Tade]
" 1/2
1 1.\?
(— E (Xi — —Sn> ) — 0
n i1 n

ar varbutibu 1. Visbeidzot varam secinat, ka

I R o. [ .
S ) > 2 s Bl - it Bl (105)

Tas nozime, ka R/S statistika pieaug ka kvadratsakne no izlases apjoma. Tomer, kad Ha-
rolds Hursts aprékinaja R/S statistiku Nilas datiem, atklajas, ka empiriskais pieaugums
ir tuvaks n®™. So fenomenu sauc par Hursta fenomenu. Izradijas, ka atrast piemerotu
stohastisku modeli, kas izskaidrotu So paradibu, nav vienkarsi. Tika izvirzita hipotéze, ka
janem modelis, kuram korelacijas dilst leni un tadel nav speka FCLT. Vienkarsakais no
sadiem modeliem ir frakcionalais Gausa troksnis, kuram izpildas

n_HE (X1, .., Xp) = 1 sup (Bp(t) —tBg(1)) — inf (Bg(t) —tBu(1))],

S 0 |0<t<1 0<t<1

redzams, ka R/S statistika aug ka n. Tapec, izveloties atbilstosu H, kuru deve par
Hursta parametru, beidzot bija iespéjams izskaidrot Hursta fenomenu. Nonaca pie seci-
najuma, ka pats svarigakais faktors ir neparasti lena korelaciju dilsana, seviski pie lielam
H vertibam - neparasti ilglaiciga atmina. Lidz ar to tika ieviesti tadi termini ka ilglaiciga
atmina un ilglaiciga atkariba.

Parametrs H pienem vertibas no 0.5 lidz 1. Jebkuram gadijuma procesam bez LRD
H = 0.5, tomer prakse daudziem realiem procesiem H =~ 0.73. Jo Hursta parametrs

tuvaks 1, jo lielaka LRD pakape un sarezgitaka procesa struktira.



2. Ilglaicigas atminas procesi

Saja nodala apskatisim veidus, ka definét ilglaicigo atminu un pieradisim teoremu par
definiciju ekvivalenci pie IpaSiem nosacijumiem, izmantojot W. Palmas gramatu “Long -

Memory Time Series: Theory and Methods” [3].

Definicija 2. Pienem, ka v(h) = (y;, ye4n) ir autokovariaciju funkcija stacionaram pro-

cesam {y; : t € Z}. Ilglaicigo atminu define

> (k)| = . (2.0.1)

h=—00
Izmanto ari citas alternativas definicijas. Lai tds saprastu, vispirms definésim dazus

jedzienus.

Definicija 3. Pozitivu merojamu funkciju, definetu kada bezgalibas apkartne [a, 00), sauc

cx)
I(x)

par léni variejosu Karamata izpratne tad un tikai tad, ja katram ¢ > 0 izpildas

— 1,
kad z — oo.
Leni varigjosas funkcijas piemeri ir I(x) = log(z) un I(x) = b, kur b ir pozitiva konstante.

Funkcija I(z) = 2° nav leni variejosa nevienam realam 3 # 0.

Teorema 2. Volda dekompozicijas teoréma: Jebkuru staciondaru, nedeterminétu procesu

var izteikt

Yt = Zl/fjgt—j = (B)er, (2.0.2)
=0

kur g =1, Zw? < 00 , & ir baltais troksnis ar dispersiju o>.
j=0
llglaicigo atminu definé

v(h) ~ h** 1y (h), (2.0.3)
gy (L

F) ~ A7 (IAI) , (2.0.4)

by ~ §73(7), (2.0.5)



kur j > 0, A € 0 apkartnei, {1(-),lo(+),l3(-) ir leni variejosas funkcijas, d ir ta devetais
ilglaicigas atminas parametrs un apzimejums x, ~ y, jasaprot ka z,/y, — 1, kad n —
co. Parametru d un Hursta parametru saista sakariba H = d + 1. Definicija
balstas uz autokovariaciju dilsanu, kad h — oo, plasi izmantota (2.0.4)) izsaka LRD caur
spektralajam ipasibam un balstas uz procesa Volda dekompoziciju.

Definicijas - ir ekvivalentas tikai pie Ipasiem nosacijumiem, kurus apskatisim

sekojosa teoréma. Definésim divas lemmas, kas nepieciesamas pieradijumam.

Lemma 3. Pienemsim, kar,s € R un s <1 <r+ s;ly,ly ir léni variéjosas funkcijas un
{fr},{gx} ir divas virknes, kuras pieder kopai N | kuras apmierina fy ~ k™ "l1(k), gx ~

k=*ly(k), kad k — oo. Jebkuram n € N, virkne { f,irgk} ir summejama un

Z frswge ~ 1~ DL(R)ly(n)B(r+ 5 — 1,1 — s),
k=0

kad n — oo , kur B(-,-) ir beta funkcija.

Lemma 4. (a) Ja l(-) ir léni variejosa un o > 0 , tad z*l(x) — oo, kad © — oo.
(b) Ja l(-) ir leni variéjosa, m ir pietiekosi liels, tads, ka l(x) ir lokali ierobeZota apgabala

[m, 00) un a > —1, tad

n a+1]
Z kLK) ~ n—(n)’
= a+1

kad n — oo.
(¢) Ja l(-)ir kvazi - monotona léni variejosa, tad sekojosa rinda ir nosaciti konvergenta

TAH(3)

’; 1(k) cos(kA) k™" ~ ST con(E)'

wisitem A — 0L un 0 < p < 1.

Teoréma 5. Pienem, ka {y.} ir stacionars process Volda izteiksme (2.0.2), 0 < d < 3,
tad

(a) Ja procesam {y;} izpildas (2.0.5), tad izpildas ari (2.0.3).
(b) Ja procesam {y;} izpildas (2.0.3)), tad izpildas art (2.0.1)).
(¢) Ja l1(+) ir kvazi - monotona léni variéjosa funkcija, tad (2.0.3) nozime (2.0.4)).

Pieradijums. a) No Volda dekomporzicijas (2.0.2) seko, ka procesa {y;} autokovariaciju

funkciju var uzrakstit forma

Y(h) =0 ktbripn-
k=0
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Tadel, pec nosacijuma (2.0.5) un Lemmas 3, mes varam secinat, ka

Li(h) = o®13(h)*B(1 — 2d, d).

b) Jebkuram veselam skaitlim 0 < m <n

Do =D )l

h=—00

Tagad, no un Lemmas 4 (b) pie lieliem n iegusim

n n2, (n
S ()] ~ i),

2d

Ta ka d > 0, tad no Lemmas 4 seko, ka n?¥;(n) — oo, kad n — oo. Tas nozime, ka

nosacijums (2.0.3)) apmierina nosactjumu (2.0.1)).

c¢) Ta ka [; ir kvazi - monotona leni variejosa, tad no Lemmas 4 punkta (c) seko, ka (2.0.4)):

ey L — d)r()
lo(N) = 21'(1 — 2d) sin(7d) - 211 (1 — 2d) 2L

visiem A > 0. O

10



3. Frakcionala Brauna kustiba

Saistiba ar LRD un Hursta parametru, apskatisim procesu, kuru déve par frakcionalo
Brauna kustibu (turpmak lietosim saisinajumu fBm). Materials no gramatas “Theory

and Applications of Long Range Dependence” [4].

Definicija 4. Stohastisku procesu Z = {Z(t)},.g, kas pienem realas vertibas, sauc par

sev lidzigu ar indeksu H > 0, visiem a > 0, ja

{Z(at)},ep =" {0" Z(1)}, s » (3.0.1)

kur ar =% apzime galigi dimensionalu sadalijumu ekvivalenci. Procesu (3.0.1)) turpmak
devesim par H - se procesu. Kaut art tie nav stacionari, starp sev lidzigiem un satciona-

riem procesiem pastav zinama sakariba.

Apgalvojums 6. Ja process {X(t)},., ir H - se, tad process Y (t) = e " X ('), t € R,
ir stacionars. Ka art otradi, ja {Y (t)},cg ir stacionars, tad X (t) = t"Y (Int),t > 0, ir

H - se process.
Definicija 5. Saka, ka procesam Z = {Z (1)}, ir stacionari pieaugumi, ja, visiem h € R,
{Z(t+h) = Z(M)} e =" {Z(t) = Z(0)}1ez -

Procesus H - se plasi izmanto, jo no tiem var izveidot virknes ar svarigam ipasibam. Ja

{Z(t)},cg ir H - ss process, tad
Xj=2020)=2(+1)=2(j),) € Z,

ir stacionara virkne, saukta par laikrindam. H - se procesam Z = {Z(t)},.y ar ierobezotu

dispersiju piemit sekojosas ipasibas:

e Z(0)=0.

11



Ja H # 1, tad EZ(t) =0 visiem ¢t € R.

EZ2(t) = EZ*(|t] signt) = [tPHEZ%(signt) = |t EZ2(1) = |t]*Ho% Ja 0 =

EZ?*(1) = 1, tad procesu Z = {Z(t)},p sauc par standarta.

e H-ss procesa Z kovariaciju funkcija ir

Cov(Z(s), Z(t)) = % {EZ*(s)+ EZ*(t) — E(Z(t) — Z(s))*}

2
- %{mﬂu |52 — |t — s|*7} . (3.0.2)

Procesa Z parametrs H < 1.
Ja 0 < H <1, tad kovariaciju funkcija ir nenegativi definita.

Definicija 6. Gausa H - se procesu {Bg(t)}, gz, kur 0 < H < 1, sauc par frakcionalo

Brauna kustibu. To deve par standarta fBm, ja 0> = VarBy(1) = 1.

Piezime 7. Ja H = 3, tad fBm {B%(t)} ir parasta Brauna kustiba (Definicija 1)
teR
ar Cov(B(s), B(t)) = EB%(S)B%(t) = min(|s||t]), ja s un t ir ar vienadam zimem un

Cov(B(s), B(t)) =0, ja zimes ir pretéjas.
Apgalvojums 8. Piepemsim, ka {X (1)},
1. ir Gausa process ar videjo vertibu 0, X (0) = 0,
2. EX%(t) = o*|t|*" kadam o >0 un 0 < H < 1,
3. ir staciondari preauguimi;

tad {X(t)},cg @ frakcionala Brauna kustiba. Frakcionala Brauna kustiba ir vienigais
Gausa H - se process.
Vel viens labi zinams LRD process ir frakcionalais Gausa troksnis (turpmak lietosim

saisinajumu fGn), kas butiba ir diskretu solu pieaugumu process no fBm.

Definicija 7. Ja {Z(t)},.g ir fBm, tad procesu {Xj},., sauc par frakcionalo Gausa
troksni, kuram izpildas

Xe=Z(k+1)— Z(k),k € Z.

12



Apgalvojums 9. Augosai virknei {Xy}, ., (Definicija 7) piemit sekojosas ipasibas:
1. { Xy} ey ir stacionara.
2. EX; =0.
3. EX? = 0% = EZ(1).

4. Procesa { Xy}, ACF ir dota ar

2

2
(k) = BX X = ([ + 127 = 20k + [k = 127) = A2k,
kur A\? apzimeé otras kartas diferenci.

5. Piepem, ka k # 0. Tad v(k) =0, ja H = %, v(k) <0, ja 0 < H < % un y(k) > 0,

ja i < H <1.

6. Ja H # %, tad
(k) ~ o*H(2H — 1)|k[*"2,

kad k — oo.

13



4. FARIMA modeli

Plasi pazistama ilglaicigas atminas modelu klase ir frakcionalie autoregresivie slidosa
- videja jeb FARIMA (dazkart ari - ARFIMA) modeli. Butiba tie ir ARMA procesu

visparinajums, tikai FARIMA var piemist ari ilglaiciga atmina.
Definicija 8. Procesu {y;} sauc par FARIMA (p,d, q) procesu, ja
#(B)y, = 0(B)(1 — B) %, (4.0.1)

kuar ¢(B)=1+¢»B+...+¢,BPun 0(B) =1+ 60,B + ...+ 0,B? ir attiecigi autoregre-
siva un slidosa videja operatori,(1 — B)~? ir frakcionalais diferenc¢u operators definets ar
binominalo izvirzijumu

(1-B)™"= ZmBj =n(B),

kur
I'(j+4d)
= 4.0.2
BTG+ D) (4.0.2)
visiem d < %, d#0,—1,—-2,..., un {&} ir baltais troksnis ar ierobezotu dispersiju.

Visparigak varam definét
T](Z) = (]‘ - Z)_d7
tad 81 funkcija ir analitiska valeja rinki {z : |z| < 1}, ka ari slegta vienibas rinki {z : |z]| < 1}

negativiem d. So apstaklu de] varam uzrakstit 7(-) ar Teilora rindas izvirzijumu

n(z) = n;2.
=0

Teoréma 10. Piepemam, ka process FARIMA definets ar (4.0.1)); polinomiem ¢(-) un
0(-) nav kopigu saknu un d € (—1,1). Tad
(a) Ja ¢(-) saknes atrodas arpus vienibas ripka {z:|z| = 1}, tad eksisté viens vienigs

(4.0.1) atrisinajums
Yt = Z Yier—j,

j=—o00

14



0(2)
#(z)

(b) Ja 0(-) saknes atrodas arpus slégta vienibas ripka {z : |z| < 1}, tad atrisinajums ir

kur b, = (1 — 2)7¢

apgriezZams.
Piezime 11. Procesu FARIMA (p,d,q) médz uzdot ari ka
o(B)(1 - B)'y, = 0(B)e, (103)

Tomer vienadojuma (4.0.3)) atrisinajums var nebut viens vienigs. Piemeram, ja {y:} ir
(4.0.3)) stacionars atrisinajums ar d > 0 un pienem, ka v ir gadijuma lielums ar ierobezotu

dispersiju, tad stacionars process x; = y; + v ari ir (4.0.3]) atrisinajums.

Bezgaliga AR un MA reprezentacija
Saskana ar Teoremu 11, nemot vera, ka polinomu ¢(B) un 6(B) saknes atrodas arpus
slegta vienibas rinka {z : |2| <1} und € (—1, %), process FARIMA (p,d, q) ir stacionars

un apgriezams. Tada gadijuma varam pierakstit
ye = (1= B)™"6(B)"'0(B)e; = ¥(B)er,
un

e = (1= B)'6(B)0(B) 'y = m(B)y:.

MA (o00) koeficienti, ;, un AR (00) koeficienti, 7;, apmierina sekojosas asimptotiskas

sakaribas:
0 154! 1
Y = ST +0G), (4.0.4)
) -
kad j — oo.

Frakcionaliem troksna procesiem ar ilglaicigas atminas parametru d attiecigie koeficienti

ir doti ar vienadojumiem

Cfrt—1+d _ T(G+d)
vi= H i @I+ (4.0.6)
Cfyt-1-d  T(j—d)
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visiem j > 1 un ¢y = mp = 1.

Spektralais blivums

Ja izpildas Teoremas 11 nosactjumi, tad procesa (4.0.1]) spektralo blivumu var pierakstit

sekojosa veida

o2 A ‘9(6_0‘)’2 o2 A —2d ‘ i
A = —11 — —zA—Qd—:_ s N \v
O = G e e = 5 2o
un tas ir
a2 02 .

visiem |[A\| — 0.

Autokovariaciju funkcija

Procesam FARIMA (0, d,0) autokovariaciju funkcija ir

, T(1—2d) T(h+d)
T1—dr(d)T(1+h—d)’

Yo(h) =0

savukart autokorelaciju funkcija izsakama

T(1—d) T(h+d)

P = Ta s h—d)

Vispariga gadijuma procesam FARIMA (p,d, q) ACF

y(h) =0 Y > (i)§C(d,p+i— h, py),

i=—q j=1
kur
min(g,q+4)
W)= Y O,
k=max(0,7)

i~

(1=pipy) [T (o5 =) |

i=1 mj

= 0 o) + () - 1),
B(h) = F(d+h,1,1 —d +h, p)

-bx+a-(cz—l—l)-l)-(IH—l)x2

1 'y-(’y+1)-1-2

&= |pj

un F(a,b,c,z) =1+

To varam izteikt

’Y(h) ~ 07’h|2d—1,

16
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o? 16()]*

— |¢<1)|2F(1 — 2d) sin(rd).

kad |h| — oo un ¢, =

Izlases videja vertiba
Pienam, ka y1,ya, . . ., Yy ir izlase no procesa FARIMA (p, d, ¢) un g ir izlases videja vertiba.
Tad lieluma g dispersija ir

Var(y [ Y 1 (1—;) )+ 7(0)] .

Jj=

No (4.0.13) seko, ka v(j) ~ ¢,j2¢"! pie lieliem j. Tadel, pie lielam n vertibam, iegsim

n—1 j j 2d—1 1
Var(y) ~ 2cn®t Z (1 — ﬁ) (5) -

Jj=1

1
~ 2c,n*! / (1=t at
0

Cy 2d—1

d2d+1)"

legiitais rezultats parada FARIMA procesu izlases vidéjas vertibas asimptotisko uzvedibu.

Parcialas autokorelacijas
Precizi formuletas parcialas autokorelacijas funkcijas (PACF) visparigam FARIMA mo-

delim atrast ir sarezgiti. Labakas linearas prognozes

QnJrl = ¢n1yn +...+ ¢nny17

koeficienti frakcionalam troksna procesam ir

b = — n\IGj—-—d)l'n—d—j+1)
e j N(—=d)I'(n—d+1)
visiem 7 = 1,...,n. Tadel varam vienkarsi izteikt parcialas autokorelacijas
d
¢nn - n — da

un ¢, ~ % pie lieliem n. Neskatoties uz precizas PACF formulas trikumu vispariga
FARIMA gadijuma, Inoue(2002) ir pieradijis, ka parcialo autokorelaciju absoluta vertiba
asimptotiski uzvedas lidzigi ka frakcionala troksna gadijuma: Ja ¢, ir procesa FARIMA,

kur d € (O, %), parcialas autokorelacijas, tad

d
’¢nn‘ ~ ﬁa

17



kad n — oo.

Ilglaicigas atminas procesu aproksimacija
Jebkuru ilglaicigas atminas procesu, kas uzdots ar (2.0.4), var labi aproksimet ar kadu

FARIMA modeli, ka redzams sekojosa teorema:

Teoréma 12. Piepem, ka {y; : t € Z} ir linears process, kur§ apmierina (2.0.2)). f, ir
stingri pozitivs spektralais blivums, kas apmierina (2.0.4). Tad eksiste kads FARIMA
process ar spektralo blivumu f, tadu, ka visiem € > 0

fN

7oy

-1 <e,

vienmeérigi visiem \ € [—7, 7.

18



5. Parametru novertesanas metodes

Saja nodala giisim visparigu prieksstatu par dazam metodem, ar kuram iespéjams
novertet LRD modelu parametrus, ka ari noteikt, vai modelis satur ilglaicigo atminu.

5.1. Maksimalas ticamibas novertéjums

Pienem, ka {y;} ir Gausa process ar vidéjo vertibu nulle. Tad procesa log - ticamibas

funkcija ir dota

1 1
L(0) = ~3 logdet I'y — §yT6’1y, (5.1.1)
kar y = (y1,...,%) ,[s = Var(y) un 6 ir parametru vektors. Rezultata vislielakas tica-

mibas (ML) novertejumu 6 iegiist maksimizejot £(6). Izmantojot log - ticamibas funkciju
(5.1.1), nepieciesams aprekinat dispersiju - kovariaciju inverso matricu I'y un determi-
nantu, to var izdarit ar Coleskija dekompozicijas metodi. Apaksnodalas turpinajuma

apskatisim metodes, ar kuram aprekinat funkciju (5.1.1)).

Teoréma 13. Piepemsim, ka 0, ir vertiba, kas maksimize log - ticamibas funkciju, kur

0= (¢, ¢p,001,....00,d)

i p+ q—+ 1 dimensionals parametru vektors un ka 0y ir parametra ista vértiba. Tad
(a) 0, — 0y pec varbatibas, kad n — oc.

(b) Centrala robesteorema: /n(6,—6) — N (0,17 (6y)), kad n — oo, kur 1'(8) = (T;;(6))

£,) :i/” [aloggj(w [alogé;@m} "

ar

—T

kur fy ir procesa spektralais blivums.

(¢) 0, ir efektivs parametra 0y novertejums.
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Coleskija dekompozicijas metode

Ta ka matrica 'y ir simetriski pozitivi definita, varam rakstit
Iy =UT,

kur U ir auggeja trijstura matrica. Atsaucoties uz ieprieksmineto Coleskija dekompozici-

n

ju, matricas I'y determinantu izsaka det 'y = (det U)2 = Hu?j, kur u;; ir matricas U j -
j=1

tas diagonales elements. Savukart inverso matricu no I'y var iegit Ty = U~ (U™1)', kur

U inverso matricu aprékina no vidéjam vértibam péc kadas loti vienkarSas procediras.

Coleskija algoritma aprekinu karta ir O (n?).

Durbina - Levina algoritms

Coleskija dekompozicijas metode pie garam laikrindam var biit neefektiva, tade] tika at-
tistitas atrakas metodes log - ticamibas funkcijas aprekinasanai.

Pienemsim, ka g3 = 0 un 9441 = ¢y +. ..+ duy1,t = 1,...,n—11r procesa {y;} prognoze
vienam solim uz prieksu, balstita uz galiga skaita pagatni {yi,...,y;_1}, kur regresijas

koeficienti ¢,; doti ar vienadojumiem

t—1
G =[] |1(1) = Y bt =)
i=1
¢tj = ¢t—1,j - ¢tt¢t—1,t—ja
gy = 7(0)7

Vi = Vi [1 - ¢?t} )

kur j = 1,...,t — 1. Turklat, ja e, = y, — #; ir prognozes klida un e = (ey,...,e,)’, tad

e = Ly, kur L ir apakséja trijstira matrica:

1
—on 1
I — P2 —dn 1
— ¢33 — P32 — P31
: : 1
—Pn-1n-1 —Pn-1p-2 —Pn-1n-3 *°°  —Pn-11 1
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Tade] varam rakstit 'y = LDL' | kur D =diag(vy,...,v,—1). Tapéc, det 'y = H Vi1 un
j=1
y'T, 'y = ¢ D~ 'e. Rezultata, log - ticamibas funkciju (5.1.1)) var izteikt

L(0) ! ilo -
= — — Vi 1 — — _—
5 2 glVi—1

1
245 =

Durbina algoritma sarez¢itibas pakape linearam stacionaram procesam ir ar kartu O (n?).
Daziem Markova procesiem, pieméram ARMA modeliem,Durbina - Levina algoritms ir

izpildams ar O (n) darbibam. Diemzél, FARIMA modeli nav Markova procesi.

Autokovariaciju aprékinasana

Coleskija un Durbina - Levina algoritmi balstas uz FARIMA procesa ACF aprekinasanu.
Viena no pieejam, ka to izdarit, ir ta saukta saskelsanas (splitting) metode, kura balstas
uz principu sadalit procesu FARIMA ta ARMA un frakcionali integretaja (FI) dalas.
Piepem, ka ~(-) ir ACF no komponentes ARMA, savukart 72(-) ir ACF no frakcionala
troksna. Tad procesa FARIMA autokorelaciju funkcija

o

y(h) = D nli)ni —h).

j=—o0

Ja bezgaligo summu noskelam lidz m, tad iegistam tuvinajumu

m

v(h) = Z Y1) — h).

j=-m

No ieprieksejas izteiksmes varam efektivi aprekinat ACF ~(-) ar augstu precizitates limeni.

5.2. Autoregresivie novéertéjumi

Lai paatrinatu parametru novértéjumu skaitlosanas procesu, daudzi autori apliko au-
toregresivos novertéjumus. Pienemsim, ka {y, : t € Z} ir ilglaicigas atminas process, kas
definets ar

yo =€+ m(0)ye—1 + m2(O)ye—2 + (O3 + .. .,
kur 7;() ir ¢(B)0~'(B)(1 — B)? koeficienti. Ta ka praktiski pieejami ir tikai ierobezots

skaits noverojumu - {y1,...,¥y,}, tad varam apskatit saisinatu modeli

Yr = & + T (0)ye—1 + m2(0)ye—2 + . .. + T (0)Yt—im, (5.2.1)

21



visiem m < t < n. Aptuvenu ML novertejumu 0, iegtist, minimizgjot funkciju

n

L0) = D [y = m(0)guo1 — m2(O) -2 — - .. — T (O)yr—m]” (5.2.2)

t=m+1
Apaksnodalas turpinajuma apskatisim uzlabotas metodes, kas, pamatojoties uz $o struk-

tiru, dod precizakus novértéjumus.

Hasleta - Rafterija metode

0(B .
Procesa FARIMA, kas definéts vy, = ﬁ(l — B) g = Z@/)jgt_j, aptuvena {y;} prog-
§=0
noze vienam solim ir 1
i = S(B)O(B)" Y buiye, (5.2.3)
j=1
ar prognozes kliadas dispersiju
t—1
vy =Var(y, — ) = 051{: H(l — ?j),
j=1

kur 05 = Var(y,), k ir jaunas dispersijas attieciba pret ARMA(p, q) procesa dispersiju un

tYT(G—dT(t—d—3741)
N(=d)T(t—d+1)

brj = — (5.2.4)

J
visiem 7 =1,...,¢t.

Lai skaitlosana izvairitos no liela skaita koeficientu ¢;, novertejam

-1 M t—1
Z PYi—j qutjytfj - Z TiYt—j> (5.2.5)
J=1 j=1

j=M+1
pie lieliem j ¢; ~ —m; , vienkarsibas del m;(#) apzimeéts ar ;.

Talak aproksiméjam

t—1 M\¢
Z TilYp—j ~2 Mmyd ™ [1 — (T) ] YM41,4—-1-M,

j=M+1
t—1-M
kur Yarp1-1-m = m E y;. Novertejumu 0, iegust, maksimizejot
j=M+1

1
L5(6) = konstante — énlog [6%(0)] ,

kur



Hastleta - Rafterija algoritma sarezgitibas pakape ir ar kartu O(nM). Ja parametrs M ir
fiksets, tad metodes karta ir O(n), kas liecina par to, ka ta ir daudz atraka ka Coleskija
vai Durbina - Levina pieeja. Pie M = 100 algoritms lielakoties strada labi, turklat, ja
M = n, iegustam ML novertejumu frakcionalajam troksnim. Tada gadijuma gan skaitlo-

sanas pakape ir O(n?).

Berana pieeja
Citu autoregresivo aproksimacijas tehniku piedavaja Berans. Aplikosim sekojosu Gausa

virkni
€ =Yt — Zﬁj(‘g)yt—j-
j=1

Ta ka netiek noverotas vertibas {y;,t < 0}, varam pienemt, ka y, = 0 visiem ¢t < 0 un

uzdot virkni -
Ut = Yt — Zm(@)yt,j,
j=1
.. . . . - ut(ﬁ) _
visiem j = 2,...,n. Pienemsim, ka r(f) = ——= un 6 = (0, ¢1, ..., dp, 01, ...,0,,d). Tad
o
6 novertejumu iegilisim, minimizéjot
L2(0) = 2nlog(c) + Z r2(0).
t=2

Nemot parcialos atvasinajumus péc #, minimizacijas problema ir ekvivalenta nelineara

vienadojumu atrisinasanai

Z {re(0)7:(0) — E [re(0)7:(0)]} = 0, (5.2.6)

. (0 oru(0)’
kur 7,(0) = < 60(1),..., 89(r)) :
Berana pieejas aritmetisko darbibu komplicetiba, lidzigi ka Durbina - Levina algoritmam,

ir ar kartu O(n?).

5.3. Citas metodes parametru novertésanai

Parametru noveértésanai izmanto ari citas pieminésanas vértas metodes, kuras sikak
Saja darba neapskatisim:

e Slidosa - videja (MA) apoksimacija, kura izpauzas ka Volda LRD procesa pieraksta

noskelsana no MA(oco) uz MA(m). Tada gadijuma iespejams algoritma kartu no

O(n?®) reducet uz O(n). Taja izmanto procesa MA(m) state space reprezentaciju.
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e Plasi pazistama ir Vitla metode, kura balstas uz periodigrammu aprekiniem, kas ir

loti atrs algoritms.

e Semiparametriskas metodes, kuras var izmantot datus bez ipasiem nosacijumiem,

tas balstitas uz pienémumu par laikrindas spektrala blivuma veidu.

e Mainitas amplitudas metode, kura butiba ir pirmaja nodala apskatita statistika

R/S (1.0.1)). Ar sis pieejas palidzibu, iegiist novertéjumu LRD parametram d.

e Dispersiju shemas. Metode paredzeta d novertesanai. Izlasi no n noverojumiem

sadala m izméra k blokos, n = m x k, rezultata iegist:

k
> (logj — a) log Var () — ]
~ 1 =1
d — 5 — & 5
2> (logj — a)®
j=1
k k ixXm
kur a = (%)Zlogj, b = (%)ZlogV@r(gj) un j; = — Z Yy pie j =
j=1 j=1 t=(j—1)xm+1

1.k

e Detrendeta svarstibu, ka ari citas metodes.
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6. Piemeri

Saja nodala, ar datorprogrammas R palidzibu, simulésim procesus ARMA un ilglaici-
gas atminas procesus FARIMA ar dazadiem parametriem ¢ un 6. Apskatisim So modelu
grafiskos attelus un to ACF un PACF attelus. Lai darbotos ar ilglaicigas atminas proce-
siem, ir izstradata specidla R pakete "fArma”. Taja iebuvetas dazadas komandas LRD
modelu simulacijai un parametru novertesanai.

Procesu FARIMA simulacijai, lieto funkciju ”farimaSim”, noradot velamo apjomu n un
MA, AR un d koeficientu vertibas. Lai giitu prieksstatu par ilglaicigas atminas izpaus-

mém, simulésim 3 veidu FARIMA(p, d, ¢) un ARMA(p, q):

1. FARIMA(1,d,1) (attels|6.1.) un ARMA (1,1) (attels[6.2.), kur d = 0.4,¢ = 0.7,0 =

0.2.

© 7

o -

© _]

! I I I I I I

0 200 400 600 800 1000
6.1. att. FARIMA(1,d, 1)

< 3

O —]

© _]

|

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

6.2. att. ARMA(1,1)
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Astels[6.3] ir procesa FARIMA(1, d, 1) ACF funkcija, savukart attels[6.4] - ARMA(1,1)
ACF. Loti uzskatami izpauzas lena korelaciju dilsana salidzinajuma ar [6.4.]

o [ITITIITIIT ‘HHH T o 1] MTT 77777777 L
N D HHT O S SN N
6.3. att. Procesa FARIMA(1,d,1) ACF 6.4. att. Procesa ARMA(1,1) ACF

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5 Mw‘ﬂhu‘
8 [»“ 777777777777 ‘7777‘7 7777777777 j”"’”"”””"’" ””””
6.5. att.: Procesa FARIMA(1,d,1) 6.6. att. Procesa ARMA(1,1) PACF
PACF
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2. FARIMA(1,d,0) (attels [6.7]) un ARMA (1,0) (attels [6.8]), kur d = 0.4,¢

—0.3,0 = 0.
™
© -
™ T
' I I I I
0 200 400 1000
6.7. att. FARIMA(L, d, 0)
~
o —]
o _]
! | | | |
0 200 400 1000

6.8. att. ARMA(L,0)
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Attiecigi procesu un ACF un PACF
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6.9. att. Procesa FARIMA(1,d,0) ACF
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6.11. att.: Procesa FARIMA(1,d,0)
PACF
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6.10. att. Procesa ARMA(1,0) ACF
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6.12. att. Procesa ARMA(1,0) PACF



3. FARIMA(2,d, 1) (attels [f.13)) un ARMA (2,1) (attels [6.14)), kur ¢; = 0.3, ¢ =
~0.2,d =0.4,0 =0.1.

N —

N

|
[ [ [ [ [ [
0 200 400 600 800 1000

6.13. att. FARIMA(2,d, 1)
N
|

I I I I I I
0 200 400 600 800 1000

6.14. att. ARMA(2,1)
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Attiecigi procesu un ACF un PACF

s HHHHHHM 0 A e Rt 1 s R a1
6.15. att.. Procesa FARIMA(2,d,1) 6.16. att. Procesa ARMA(2,1) ACF
ACF
.| A I Y I I B
3 ° [T T T
I N O N T '

S I T T N N

6.17. att.:
PACF

Procesa FARIMA(2,d,1)

6.18. att. Procesa ARMA(2,1) PACF

No ieprieks apskatitajiem attéliem - biitiskas atskiribas redzamas gan pasu
modelu FARIMA un ARMA, gan to ACF grafikos. Pamanams, ka procesa FARIMA
noverojumos pat pec liela laika intervala (1000 noverojumu) ir daudz izleceju vertibu,
kamer procesam ARMA novérojumi vairak tiecas izlidzinaties ap vidéjo vertibu. Savukart

ACF attelos no FARIMA redzama nenoliedzama ilglaicigas atminas klatbitne.
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Secinajumi

Darba izdevies giit priekSstatu par to, kas ir ilglaiciga atmina un kade] ta ir aktuala.
Teoretiskaja dala visparigi apskatiti procesi, kas saistiti ar ilglaicigo atminu - frakcionala
Brauna kustiba, frakcionalais Gausa troksnis, sev lidzigi procesi un pazistamaka no LRD
modelu klasem FARIMA. Sniegts ieskats FARIMA parametru novertésanas metodés. Pie-
meéros simuléti dazadi FARIMA procesi, kas satur ilglaicigo atminu un ARMA procesi, kas
to nesatur. Grafiski labi redzams, ka izpildas ilglaicigas atminas pamatiezime - neparasti
lena korelaciju dilsana, salidzinot ar ARMA procesiem.

Tema ir plasa un prasa padzilinatas zinasanas statistika, tadél raksturota loti visparigi.

Turpinasu so temu petit diplomdarba, kura merkis bus gut detalizetaku izpratni.
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A Pielikums

Teoréma 14. Nepartraukts attélojums. Pienem, ka {X,} | ir gadijuma lielumu virkne

un X ir gadijuma lielums, definéti viena metriska telpa X. Pienem, ka X, 2 x. Pienem,
ka Y ir metriska telpa un g : X — Y. Define Cy = {x : g ir nepartraukts uz x}. Pienem,

ka P(X € C,) = 1. Tad g(X,) 2 g(X).

Definicija 9. [3] Stohastisku procesu {y; : t € Z} sauc par otras kartas jeb stacionaru
vaja nozimeé,ja eksiste simetriska autokovariaciju funkcija «(-), kurai v(0) = Var(y;) < oo,

tada, ka (y;, yran) = y(h) visiem t, h € Z.

Definicija 10. [3] Otras kartas procesa autokovariaciju funkcija ~(-)

= [ "R (),

-7
kur funkcija F' ir no labas puses nepartraukta, nedilstosa, ierobezota [—m, 7] un izpildas

nosacijums F'(—m) = 0. F sauc par y(-) spektralo sadalizjumu. Turpmak, ja
A
FO) = [ fwyie),
tad f(-) sauc par y(-) spektralo blrvumu.

Definicija 11. Pienem, ka {X,:¢ € T} ir stohastisks process, kuram Var(X;) < oo

visiem t € T. Tad {X;} autokovariaciju funkcija ir
vx(r,8) := Cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(XJ))]
visiem r,s € T

Definicija 12. [4] Funkciju I'(p) sauc par gamma funkciju, ja

o0
/ tr~le7tdt, p >0,
0



Definicija 13. Funkciju B(z,y) sauc par beta funkciju, ja

L(2)C(y)

By = 5a gy
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informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Ilze Revalde

(paraksts) (datums)

Rekomendeju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: doc. Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents:

(paraksts) (datums)

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu piepéma)

Darbs aizstavets kursa darbs gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , Vertejums

(datums)

Komisijas sekretars/-e:

(Vards, Uzvards) (paraksts)
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