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Anotâcija

Darba tçma ir ilglaicîgâ atmiòa un ar to saistîtie procesi. Apskatîta ðî jçdziena izcelsme un

aprakstoðie modeïi. Definçts Hursta fenomens un frakcionâlâ Brauna kustîba. Aplûkota

ilglaicîgâs atmiòas modeïu klase FARIMA, to svarîgâkâs îpaðîbas un parametru novçrtç-

ðanas metodes. Ar datorprogrammas R palîdzîbu simulçti procesi ARMA un ilglaicîgâs

atmiòas procesi FARIMA.

Atslçgas vârdi: FARIMA, Hursta parametrs, ilglaicîgâ atmiòa



Abstract

The subject of this thesis is long memory and related processes. The origin of long memory

notion and descriptive models are examined. Hurst phenomenon and fractional Browni-

an motion are defined. Long memory models FARIMA, the most important properties

and estimation methods are considered. Processes ARMA and long memory processes

FARIMA with program R are simulated.

Keywords: FARIMA, Hurst parameter, long memory
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Apzîmçjumi

ACF autokorelâciju funkcija

AR autoregresîvs process

ARMA autoregresîvs slîdoðâ vidçjâ process

(B(t)) Brauna kustîba

C[·, ·] nepârtrauktu funkciju telpa

D[0, 1] no labâs puses nepârtrauktu, no kreisâs puses ierobeþotu funkciju telpa

FARIMA frakcionâls autoregresîvs slîdoðâ vidçjâ process

fBm frakcionâlâ Brauna kustîba

FCLT funkcionâlâ centrâlâ robeþteorçma jeb Donskera teorçma

fGn frakcionâlais Gausa troksnis

FI frakcionâli integrçts

FN frakcionâls troksnis

H Hursta parametrs

LM, LRD ilglaicîgâ atmiòa

MA slîdoðâ - vidçjâ process

ML vislielâkâ ticamîba

PACF parciâlâ autokorelâciju funkcija

R/S statistika

V ar(X) dispersija no X

⇒ konverìç

2



Ievads

Darbâ aplûkots ilglaicîgâs atmiòas jçdziens un to raksturojoði modeïi. Tçma ir ïoti

plaða, tâdçï sniegts ieskats tikai galvenajos raksturlielumos un îpaðîbâs. Pçdçjo dekâþu

laikâ, kopð atklâta ilglaicîgâs atmiòas iedarbîba, tâ ieòem bûtisku lomu laikrindu analîzç.

Tapuði daþâdi materiâli, kas pçta ðo fenomenu un izstrâdâti to aprakstoði modeïi.

Termins \ilglaicîgâ atmiòa" kïuva aktuâls ap 1960. gadu. Protams, neizskaidroti empî-

riski novçrojumi parâdîjâs jau agrâk.

1906. gadâ Kairâ ieradâs Harolds Edvîns Hursts, jauns angïu ierçdnis, kurð darbojâs

kâ hidroloìiskais konsultants. Viòð pçtîja sakarîbas Nîlas ûdens lîmeòa svârstîbâs. Re-

zultâtus publicçja apjomîgos krâjumos \Nile Basin", kuru pielikumos bija dokumentçts

nokriðòu daudzums, upes lîmeòa un straumes izmaiòas 5 gadu ietvaros. Pçdçjâ no Hur-

sta sçjumiem - \The Future Conservation of the Nile"(1946), tikai ierosinâts ikgadçjos

ûdenstilpòu datus \uzglabât" plaðâ, ilglaicîgâ fondâ, kuru viòð nodçvçja par \gadsimta

atmiòu". Tâs koncepts balstâs uz saistîbu starp amplitûdu vai maksimâlo uzkrâto novirzi

no vidçjâs vçrtîbas, straumes standarta novirzi un novçrojumu periodu, to aprakstîja ar

statistiku R/S. Izrâdîjâs, ka praksç datu uzvedîba atðíîrâs no teorçtiski paredzamâs, to

dilðanas pakâpe H bija 0.74 sagaidâmâs 0.5 vietâ. Ðî parâdîba kïuva pazîstama kâ Hur-

sta fenomens. Bija daudz nesekmîgu mçìinâjumu fenomenu izskaidrot, lîdz izrâdîjâs, ka

svarîgâkais aspekts ir neparasti lçnâ korelâciju dilðana jeb neparasti ilgstoða atmiòa. Drîz

vien iznâca B. Mandelbrota un viòa kolçìu raksti par ðo tçmu un citi pçtîjumi ilglaicîgâs

atmiòas sfçrâ.

Stacionârâs laikrindâs ilglaicîgâ atmiòa jeb ilglaicîgâ atkarîba (turpmâk apzîmçsim - LRD)

izpauþas, kâ korelâciju tiekðanâs uz nulli kâ pakâpes funkcijai, turklât tik lçni, ka to sum-

mas divreìç. Salîdzinâjumâ - laikrindu modeïiem ARMA korelâcijas dilst eksponenciâli.

LRD modeïu ievieðana nozîmîgi uzlaboja daþâdu nozaru procesu analîzi. Mûsdienâs tiem

ir plaðs lietojums hidroloìijâ, ekonomikâ, finansçs un telekomunikâcijâs, kâ arî citur.

Pirmajâ nodaïâ plaðâk izklâstîts Hursta fenomens, kâ arî definçta Brauna kustîba. Ot-

rajâ nodaïâ apskatîti veidi, kâ definçt ilglaicîgo atmiòu un definîciju savstarpçjâ saistîba.

Treðâ nodaïa ir ieskats procesâ, kas saistîts ar ilglaicîgo atmiòu un kuru var raksturot ar

Hursta parametru - frakcionâlajâ Brauna kustîbâ. Ceturtajâ nodaïâ raksturota visplaðâk

izmantotâ ilglaicîgâs atmiòas modeïu klase FARIMA un to svarîgâkâs îpaðîbas un lielumi.

Piektajâ nodaïâ aplûkoti modeïu FARIMA parametru novçrtçðanas veidi. Sestajâ nodaïâ,
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ar datorprogrammas R palîdzîbu, simulçti FARIMA modeïi un iegûti to grafiskie attçli.

Pielikumâ A definçti darbâ ietvertie, nepaskaidrotie termini un teorçmas.
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1. Hursta fenomens

Apskatîsim Hursta fenomena teorçtisko aspektu. Statistika, kuru Harolds Hursts pie-

mçroja Nîlas datiem:

R

S
(X1, ..., Xn) =

max0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
−min0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
(

1

n

n∑
i=1

(
Xi −

1

n
Sn

)2
) 1

2

, (1.0.1)

kur X1, X2, ..., Xn ir izlase no n novçrojumiem; Sm = X1 + ...+Xm ir parciâlo summu vir-

kne, visiemm = 0, 1, . . . un S0 = 0.
Sn
n

ir izlases vidçjâ vçrîba; savukârt starpîba

(
Si −

i

n
Sn

)
parâda, par cik parciâlâs summas pârsniedz to izlases vidçjo vçrtîbu; maksimuma un mini-

muma starpîba skaitîtâjâ ir starpîba starp zemâkâko un augstâko paricâlo summu pozîciju;

dalîtâjs ir izlases standarta novirze.

Analizçsim statistikas (1.0.1) uzvedîbu, izmantojot materiâlu no G. Samorodnitski grâ-

matas \Long Range Dependence"[1]. Vispirms definçsim teorçmu, kas bûs nepiecieðama.

Definîcija 1. [2] Stohastisku procesu no reâlâm vçrtîbâm {B(t) : t ≥ 0} sauc par Brauna

kustîbu ar sâkumu punktâ x ∈ R, ja izpildâs

1. B(0) = x,

2. procesam eksistç neatkarîgi pieaugumi, t.i., visiem 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn pieaugumi

B(tn)−B(tn−1), B(tn−1)−B(tn−2), . . . , B(2)−B(1) ir neatkarîgi gadîjuma lielumi,

3. visiem t ≥ 0 un h > 0 pieaugumi B(t+h)−B(t) ir sadalîti normâli ar matemâtisko

cerîbu nulle un dispersiju h,

4. funkcija t 7→ B(t) ir nepârtraukta gandrîz visur.

Funkciju {B(t) : t ≥ 0} sauc par standarta Brauna kustîbu, ja x = 0.

Pieòemsim, ka virkne {Xn : n ≥ 0} ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar
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E(Xn) = 0 un V ar(Xn) = 1. Gadîjuma klejoðana definçta ar Sn =
n∑
k=1

Xk ir lineâri

interpolçjama veselâs daïâs, t.i.,

S(t) = S[t] + (t− [t])(S[t]+1 − S[t]).

Tâdejâdi ir uzdota gadîjuma funkcija S ∈ C [0,∞). Definçjam gadîjuma funkciju virkni

{S∗n : n ≥ 1} apgabalâ C [0, 1] ar

S∗n(t) =
S(nt)√

n

visiem t ∈ [0, 1].

Teorçma 1. Donskera invariâcijas princips (Funkcionâlâ centrâlâ robeþteorçma). [2] Ne-

pârtrauktu funkciju telpâ C [0, 1] virkne {S∗n : n ≥ 1} pçc sadalîjuma konverìç uz standarta

Brauna kustîbu {B(t) : t ∈ [0, 1]}

Pieòemsim, ka funkciju f : D[0, 1] 7→ R definç kâ

f(x) = sup
0≤t≤1

(x(t)− tx(1))− inf
0≤t≤1

(x(t)− tx(1)) . (1.0.2)

Redzams, ka x = (x(t), 0 ≤ t ≤ 1) ∈ D[0, 1] ir nepârtraukta. Pielietosim ðo funkciju

parciâlo summu virknei ar vçrtîbâm no apgabala D[0, 1] - parciâlo summu procesam.

Pieòem, ka X1, X2, . . . ir stacionâra gadîjumu lielumu virkne ar ierobeþotu dispersiju un

vidçjo vçrtîbu µ. Parciâlo summu procesu definç

S(n)(t) = S[nt] − [nt]µ, (1.0.3)

visiem 0 ≤ t ≤ 1. Pçc FCLT varam secinât, ka, ja X1, X2, . . . ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti

gadîjuma lielumi, tad
1√
n
S(n) ⇒ σ∗B (1.0.4)

vâjâ nozîmç telpâ D[0, 1], kur σ2
∗ ir novçrojumu dispersija σ2 un B ir standarta Brauna

kustîba intervâlâ [0,1].

Tad formulas (1.0.1) skaitîtâju varam izteikt kâ f
(
S(n)

)
. Tâdçï, ja FCLT izpildâs, pçc

nepârtrauktâ attçlojuma teorçmas (Skat. pielikumu) iegûstam, ka

1√
n

(
max
0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
− min

0≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

))
= f

(
1√
n
S(n)

)
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⇒ f(σ∗B) = σ∗

[
sup

0≤t≤1
(B(t)− tB(1))− inf

0≤t≤1
(B(t)− tB(1))

]
:= σ∗

[
sup

0≤t≤1
B0(t)− inf

0≤t≤1
B0(t)

]
,

kur B0 apzîmç Brauna tiltu intervâlâ [0,1]. Turklât, ja stacionâra virkne X1, X2, . . . ir

ergodiska, tad izlases standratnovirze ir bûtisks populâcijas standartnovirzes novçrtçjums.

Tâdçï (
1

n

n∑
i=1

(
Xi −

1

n
Sn

)2
)1/2

→ σ

ar varbûtîbu 1. Visbeidzot varam secinât, ka

1√
n

R

S
(X1, . . . , Xn)⇒ σ∗

σ

[
sup

0≤t≤1
B0(t)− inf

0≤t≤1
B0(t)

]
. (1.0.5)

Tas nozîmç, ka R/S statistika pieaug kâ kvadrâtsakne no izlases apjoma. Tomçr, kad Ha-

rolds Hursts aprçíinâja R/S statistiku Nîlas datiem, atklâjâs, ka empîriskais pieaugums

ir tuvâks n0.74. Ðo fenomenu sauc par Hursta fenomenu. Izrâdîjâs, ka atrast piemçrotu

stohastisku modeli, kas izskaidrotu ðo parâdîbu, nav vienkârði. Tika izvirzîta hipotçze, ka

jâòem modelis, kuram korelâcijas dilst lçni un tâdçï nav spçkâ FCLT. Vienkârðâkais no

ðâdiem modeïiem ir frakcionâlais Gausa troksnis, kuram izpildâs

n−H
R

S
(X1, ..., Xn)⇒ 1

σ

[
sup

0≤t≤1
(BH(t)− tBH(1))− inf

0≤t≤1
(BH(t)− tBH(1))

]
,

redzams, ka R/S statistika aug kâ nH . Tâpçc, izvçloties atbilstoðu H, kuru dçvç par

Hursta parametru, beidzot bija iespçjams izskaidrot Hursta fenomenu. Nonâca pie seci-

nâjuma, ka pats svarîgâkais faktors ir neparasti lçnâ korelâciju dilðana, seviðíi pie lielâm

H vçrtîbâm - neparasti ilglaicîgâ atmiòa. Lîdz ar to tika ieviesti tâdi termini kâ ilglaicîgâ

atmiòa un ilglaicîgâ atkarîba.

Parametrs H pieòem vçrtîbas no 0.5 lîdz 1. Jebkuram gadîjuma procesam bez LRD

H = 0.5, tomçr praksç daudziem reâliem procesiem H ≈ 0.73. Jo Hursta parametrs

tuvâks 1, jo lielâka LRD pakâpe un sareþìîtâka procesa struktûra.
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2. Ilglaicîgâs atmiòas procesi

Ðajâ nodaïâ apskatîsim veidus, kâ definçt ilglaicîgo atmiòu un pierâdîsim teorçmu par

definîciju ekvivalenci pie îpaðiem nosacîjumiem, izmantojot W. Palmas grâmatu \Long -

Memory Time Series: Theory and Methods"[3].

Definîcija 2. Pieòem, ka γ(h) = 〈yt, yt+h〉 ir autokovariâciju funkcija stacionâram pro-

cesam {yt : t ∈ Z}. Ilglaicîgo atmiòu definç

∞∑
h=−∞

|γ(h)| =∞. (2.0.1)

Izmanto arî citas alternatîvas definîcijas. Lai tâs saprastu, vispirms definçsim daþus

jçdzienus.

Definîcija 3. Pozitîvu mçrojamu funkciju, definçtu kâdâ bezgalîbas apkârtnç [a,∞), sauc

par lçni variçjoðu Karamata izpratnç tad un tikai tad, ja katram c > 0 izpildâs
l(cx)

l(x)
→ 1,

kad x→∞.

Lçni variçjoðas funkcijas piemçri ir l(x) = log(x) un l(x) = b, kur b ir pozitîva konstante.

Funkcija l(x) = xβ nav lçni variçjoða nevienam reâlam β 6= 0.

Teorçma 2. Volda dekompozîcijas teorçma: Jebkuru stacionâru, nedeterminçtu procesu

var izteikt

yt =
∞∑
j=0

ψjεt−j = ψ(B)εt, (2.0.2)

kur ψ0 = 1,
∞∑
j=0

ψ2
j <∞ , εt ir baltais troksnis ar dispersiju σ2.

Ilglaicîgo atmiòu definç

γ(h) ∼ h2d−1l1(h), (2.0.3)

f(λ) ∼ |λ|−2dl2

(
1

|λ|

)
, (2.0.4)

ψj ∼ jd−1l3(j), (2.0.5)
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kur j > 0, λ ∈ 0 apkârtnei, l1(·), l2(·), l3(·) ir lçni variçjoðas funkcijas, d ir tâ dçvçtais

ilglaicîgâs atmiòas parametrs un apzîmçjums xn ∼ yn jâsaprot kâ xn/yn → 1, kad n →

∞. Parametru d un Hursta parametru saista sakarîba H = d + 1
2
. Definîcija (2.0.3)

balstâs uz autokovariâciju dilðanu, kad h→∞, plaði izmantotâ (2.0.4) izsaka LRD caur

spektrâlajâm îpaðîbâm un (2.0.5) balstâs uz procesa Volda dekompozîciju.

Definîcijas (2.0.1) - (2.0.5) ir ekvivalentas tikai pie îpaðiem nosacîjumiem, kurus apskatîsim

sekojoðâ teorçmâ. Definçsim divas lemmas, kas nepiecieðamas pierâdîjumam.

Lemma 3. Pieòemsim, ka r, s ∈ R un s < 1 < r + s; l1, l2 ir lçni variçjoðas funkcijas un

{fk} , {gk} ir divas virknes, kuras pieder kopai N , kuras apmierina fk ∼ k−rl1(k), gk ∼

k−sl2(k), kad k →∞. Jebkuram n ∈ N, virkne {fn+kgk} ir summçjama un

∞∑
k=0

fn+kgk ∼ n−(r+s−1)l1(n)l2(n)B(r + s− 1, 1− s),

kad n→∞ , kur B(·, ·) ir beta funkcija.

Lemma 4. (a) Ja l(·) ir lçni variçjoða un α > 0 , tad xαl(x)→∞, kad x→∞.

(b) Ja l(·) ir lçni variçjoða, m ir pietiekoði liels, tâds, ka l(x) ir lokâli ierobeþota apgabalâ

[m,∞) un α > −1, tad
n∑

k=m

kαl(k) ∼ nα+1l(n)

α + 1
,

kad n→∞.

(c) Ja l(·)ir kvazi - monotona lçni variçjoða, tad sekojoðâ rinda ir nosacîti konverìenta

∞∑
k=1

l(k) cos(kλ)k−µ ∼
πλµ−1l( 1

λ
)

2Γ(µ) cos(πµ
2

)
,

visiem λ→ 0+ un 0 < µ < 1.

Teorçma 5. Pieòem, ka {yt} ir stacionârs process Volda izteiksmç (2.0.2), 0 < d < 1
2
,

tad

(a) Ja procesam {yt} izpildâs (2.0.5), tad izpildâs arî (2.0.3).

(b) Ja procesam {yt} izpildâs (2.0.3), tad izpildâs arî (2.0.1).

(c) Ja l1(·) ir kvazi - monotona lçni variçjoða funkcija, tad (2.0.3) nozîmç (2.0.4).

Pierâdîjums. a) No Volda dekompozîcijas (2.0.2) seko, ka procesa {yt} autokovariâciju

funkciju var uzrakstît formâ

γ(h) = σ2

∞∑
k=0

ψkψk+|h|.
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Tâdçï, pçc nosacîjuma (2.0.5) un Lemmas 3, mçs varam secinât, ka

l1(h) = σ2l3(h)2B(1− 2d, d).

b) Jebkuram veselam skaitlim 0 < m < n

∞∑
h=−∞

|γ(h)| ≥
n∑

h=m

|γ(h)|.

Tagad, no un Lemmas 4 (b) pie lieliem n iegûsim

n∑
h=m

|γ(h)| ∼ n2dl1(n)

2d
.

Tâ kâ d > 0, tad no Lemmas 4 seko, ka n2dl1(n) → ∞, kad n → ∞. Tas nozîmç, ka

nosacîjums (2.0.3) apmierina nosacîjumu (2.0.1).

c) Tâ kâ l1 ir kvazi - monotona lçni variçjoða, tad no Lemmas 4 punkta (c) seko, ka (2.0.4):

l2(λ) =
l1(λ)

2Γ(1− 2d) sin(πd)
=

Γ(1− d)Γ(d)

2πΓ(1− 2d)
l1(λ)

visiem λ > 0.
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3. Frakcionâlâ Brauna kustîba

Saistîbâ ar LRD un Hursta parametru, apskatîsim procesu, kuru dçvç par frakcionâlo

Brauna kustîbu (turpmâk lietosim saîsinâjumu fBm). Materiâls no grâmatas \Theory

and Applications of Long Range Dependence" [4].

Definîcija 4. Stohastisku procesu Z = {Z(t)}t∈R, kas pieòem reâlas vçrtîbas, sauc par

sev lîdzîgu ar indeksu H > 0, visiem a > 0, ja

{Z(at)}t∈R =d
{
aHZ(t)

}
t∈R , (3.0.1)

kur ar =d apzîmç galîgi dimensionâlu sadalîjumu ekvivalenci. Procesu (3.0.1) turpmâk

dçvçsim par H - se procesu. Kaut arî tie nav stacionâri, starp sev lîdzîgiem un satcionâ-

riem procesiem pastâv zinâma sakarîba.

Apgalvojums 6. Ja process {X(t)}t>0 ir H - se, tad process Y (t) = e−tHX(et), t ∈ R,

ir stacionârs. Kâ arî otrâdi, ja {Y (t)}t∈R ir stacionârs, tad X(t) = tHY (ln t), t > 0, ir

H - se process.

Definîcija 5. Saka, ka procesam Z = {Z(t)}t∈R ir stacionâri pieaugumi, ja, visiem h ∈ R,

{Z(t+ h)− Z(h)}t∈R =d {Z(t)− Z(0)}t∈R .

Procesus H - se plaði izmanto, jo no tiem var izveidot virknes ar svarîgâm îpaðîbâm. Ja

{Z(t)}t∈R ir H - ss process, tad

Xj = 4Z(j) = Z(j + 1)− Z(j), j ∈ Z,

ir stacionâra virkne, saukta par laikrindâm. H - se procesam Z = {Z(t)}t∈R ar ierobeþotu

dispersiju piemît sekojoðas îpaðîbas:

• Z(0) = 0.

11



• Ja H 6= 1, tad EZ(t) = 0 visiem t ∈ R.

• Z(−t) = −Z(t).

• EZ2(t) = EZ2(|t| signt) = |t|2HEZ2(signt) = |t|2HEZ2(1) = |t|2Hσ2. Ja σ2 =

EZ2(1) = 1, tad procesu Z = {Z(t)}t∈R sauc par standarta.

• H-ss procesa Z kovariâciju funkcija ir

Cov(Z(s), Z(t)) =
1

2

{
EZ2(s) + EZ2(t)− E(Z(t)− Z(s))2

}
=
σ2

2

{
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

}
. (3.0.2)

• Procesa Z parametrs H ≤ 1.

Ja 0 < H ≤ 1, tad kovariâciju funkcija ir nenegatîvi definita.

Definîcija 6. Gausa H - se procesu {BH(t)}t∈R, kur 0 < H < 1, sauc par frakcionâlo

Brauna kustîbu. To dçvç par standarta fBm, ja σ2 = V arBH(1) = 1.

Piezîme 7. Ja H = 1
2
, tad fBm

{
B 1

2
(t)
}
t∈R

ir parastâ Brauna kustîba (Definîcija 1)

ar Cov(B(s), B(t)) = EB 1
2
(s)B 1

2
(t) = min(|s||t|), ja s un t ir ar vienâdâm zîmçm un

Cov(B(s), B(t)) = 0, ja zîmes ir pretçjas.

Apgalvojums 8. Pieòemsim, ka {X(t)}t∈R

1. ir Gausa process ar vidçjo vçrtîbu 0, X(0) = 0,

2. EX2(t) = σ2|t|2H kâdam σ > 0 un 0 < H < 1,

3. ir stacionâri pieaugumi;

tad {X(t)}t∈R ir frakcionâlâ Brauna kustîba. Frakcionâla Brauna kustîba ir vienîgais

Gausa H - se process.

Vçl viens labi zinâms LRD process ir frakcionâlais Gausa troksnis (turpmâk lietosim

saîsinâjumu fGn), kas bûtîbâ ir diskrçtu soïu pieaugumu process no fBm.

Definîcija 7. Ja {Z(t)}t∈R ir fBm, tad procesu {Xk}k∈Z sauc par frakcionâlo Gausa

troksni, kuram izpildâs

Xk = Z(k + 1)− Z(k), k ∈ Z.
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Apgalvojums 9. Augoðai virknei {Xk}k∈Z (Definîcija 7) piemît sekojoðas îpaðîbas:

1. {Xk}k∈Z ir stacionâra.

2. EXk = 0.

3. EX2
k = σ2 = EZ(1)2.

4. Procesa {Xk}k∈Z ACF ir dota ar

γ(k) = EXiXi+k =
σ2

2
(|k + 1|2H − 2|k|2H + |k − 1|2H) =

σ2

2
42|k|2H ,

kur 42 apzîmç otrâs kârtas diferenci.

5. Pieòem, ka k 6= 0. Tad γ(k) = 0, ja H = 1
2
, γ(k) < 0, ja 0 < H < 1

2
un γ(k) > 0,

ja 1
2
< H < 1.

6. Ja H 6= 1
2
, tad

γ(k) ∼ σ2H(2H − 1)|k|2H−2,

kad k →∞.
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4. FARIMA modeïi

Plaði pazîstama ilglaicîgâs atmiòas modeïu klase ir frakcionâlie autoregresîvie slîdoðâ

- vidçjâ jeb FARIMA (daþkârt arî - ARFIMA) modeïi. Bûtîbâ tie ir ARMA procesu

vispârinâjums, tikai FARIMA var piemist arî ilglaicîgâ atmiòa.

Definîcija 8. Procesu {yt} sauc par FARIMA (p, d, q) procesu, ja

φ(B)yt = θ(B)(1−B)−dεt, (4.0.1)

kur φ(B) = 1 + φ1B + . . .+ φpB
p un θ(B) = 1 + θ1B + . . .+ θqB

q ir attiecîgi autoregre-

sîvâ un slîdoðâ vidçjâ operatori,(1− B)−d ir frakcionâlais diferenèu operators definçts ar

binominâlo izvirzîjumu

(1−B)−d =
∞∑
j=0

ηjB
j = η(B),

kur

ηj =
Γ(j + d)

Γ(j + 1)Γ(d)
, (4.0.2)

visiem d < 1
2
, d 6= 0,−1,−2, . . ., un {εt} ir baltais troksnis ar ierobeþotu dispersiju.

Vispârîgâk varam definçt

η(z) = (1− z)−d,

tad ðî funkcija ir analîtiska vaïçjâ riòíî {z : |z| < 1}, kâ arî slçgtâ vienîbas riòíî {z : |z| ≤ 1}

negatîviem d. Ðo apstâkïu dçï varam uzrakstît η(·) ar Teilora rindas izvirzîjumu

η(z) =
∞∑
j=0

ηjz
j.

Teorçma 10. Pieòemam, ka process FARIMA definçts ar (4.0.1); polinomiem φ(·) un

θ(·) nav kopîgu sakòu un d ∈
(
−1, 1

2

)
. Tad

(a) Ja φ(·) saknes atrodas ârpus vienîbas riòía {z : |z| = 1}, tad eksistç viens vienîgs

(4.0.1) atrisinâjums

yt =
∞∑

j=−∞

ψjεt−j,
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kur ψz = (1− z)−d
θ(z)

φ(z)
.

(b) Ja θ(·) saknes atrodas ârpus slçgta vienîbas riòía {z : |z| ≤ 1}, tad atrisinâjums ir

apgrieþams.

Piezîme 11. Procesu FARIMA (p, d, q) mçdz uzdot arî kâ

φ(B)(1−B)dyt = θ(B)εt. (4.0.3)

Tomçr vienâdojuma (4.0.3) atrisinâjums var nebût viens vienîgs. Piemçram, ja {yt} ir

(4.0.3) stacionârs atrisinâjums ar d > 0 un pieòem, ka v ir gadîjuma lielums ar ierobeþotu

dispersiju, tad stacionârs process xt = yt + v arî ir (4.0.3) atrisinâjums.

Bezgalîga AR un MA reprezentâcija

Saskaòâ ar Teorçmu 11, òemot vçrâ, ka polinomu φ(B) un θ(B) saknes atrodas ârpus

slçgta vienîbas riòía {z : |z| ≤ 1} un d ∈
(
−1, 1

2

)
, process FARIMA (p, d, q) ir stacionârs

un apgrieþams. Tâdâ gadîjumâ varam pierakstît

yt = (1−B)−dφ(B)−1θ(B)εt = ψ(B)εt,

un

εt = (1−B)dφ(B)θ(B)−1yt = π(B)yt.

MA (∞) koeficienti, ψj, un AR (∞) koeficienti, πj, apmierina sekojoðas asimptotiskas

sakarîbas:

ψj =
θ(1)jd−1

φ(1)Γ(d)
+O(j−1), (4.0.4)

πj =
φ(1)j−d−1

θ(1)Γ(−d)
+O(j−1), (4.0.5)

kad j →∞.

Frakcionâliem trokðòa procesiem ar ilglaicîgâs atmiòas parametru d attiecîgie koeficienti

ir doti ar vienâdojumiem

ψj =

j∏
t=1

t− 1 + d

t
=

Γ(j + d)

Γ(d)Γ(j + 1)
, (4.0.6)

πj =

j∏
t=1

t− 1− d
t

=
Γ(j − d)

Γ(−d)Γ(j + 1)
, (4.0.7)
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visiem j ≥ 1 un ψ0 = π0 = 1.

Spektrâlais blîvums

Ja izpildâs Teorçmas 11 nosacîjumi, tad procesa (4.0.1) spektrâlo blîvumu var pierakstît

sekojoðâ veidâ

f(λ) =
σ2

2π
|1− e−iλ|−2d |θ(e−iλ)|2

|φ(e−iλ)|2
=
σ2

2π

[
2 sin

λ

2

]−2d |θ(e−iλ)|2

|φ(e−iλ)|2
, (4.0.8)

un tas ir

f(λ) ∼ σ2

2π

|θ(1)|2

|φ(1)|2
|λ|−2d, (4.0.9)

visiem |λ| → 0.

Autokovariâciju funkcija

Procesam FARIMA (0, d, 0) autokovariâciju funkcija ir

γ0(h) = σ2 Γ(1− 2d)

Γ(1− d)Γ(d)

Γ(h+ d)

Γ(1 + h− d)
, (4.0.10)

savukârt autokorelâciju funkcija izsakâma

ρ0(h) =
Γ(1− d)

Γ(d)

Γ(h+ d)

Γ(1 + h− d)
. (4.0.11)

Vispârîgâ gadîjumâ procesam FARIMA (p, d, q) ACF

γ(h) = σ2

q∑
i=−q

p∑
j=1

ψ(i)ξjC(d, p+ i− h, ρj), (4.0.12)

kur

ψ(i) =

min(q,q+i)∑
k=max(0,i)

θkθk−i,

ξj =

[
ρj

p∏
i=1

(1− ρiρj)
∏
m6=j

(ρj − ρm)

]−1

,

C(d, h, ρ) =
γ0(h)

σ2
[ρ2pβ(h) + β(−h)− 1],

β(h) = F (d+ h, 1, 1− d+ h, ρ)

un F (a, b, c, x) = 1 +
a · b
γ · 1

x+
a · (a+ 1) · b · (b+ 1)

γ · (γ + 1) · 1 · 2
x2 + . . ..

To varam izteikt

γ(h) ∼ cγ|h|2d−1, (4.0.13)
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kad |h| → ∞ un cγ =
σ2

π

|θ(1)|2

|φ(1)|2
Γ(1− 2d) sin(πd).

Izlases vidçjâ vçrtîba

Pieòam, ka y1, y2, . . . , yn ir izlase no procesa FARIMA(p, d, q) un ȳ ir izlases vidçjâ vçrtîba.

Tad lieluma ȳ dispersija ir

V ar(ȳ) =
1

n

[
2
n−1∑
j=1

(
1− j

n

)
γ(j) + γ(0)

]
.

No (4.0.13) seko, ka γ(j) ∼ cγj
2d−1 pie lieliem j. Tâdçï, pie lielâm n vçrtîbâm, iegûsim

V ar(ȳ) ∼ 2cγn
2d−1

n−1∑
j=1

(
1− j

n

)(
j

n

)2d−1
1

n

∼ 2cγn
2d−1

∫ 1

0

(1− t)t2d−1dt

∼ cγ
d(2d+ 1)

n2d−1.

Iegûtais rezultâts parâda FARIMA procesu izlases vidçjâs vçrtîbas asimptotisko uzvedîbu.

Parciâlâs autokorelâcijas

Precîzi formulçtas parciâlâs autokorelâcijas funkcijas (PACF) vispârîgam FARIMA mo-

delim atrast ir sareþìîti. Labâkâs lineârâs prognozes

ŷn+1 = φn1yn + . . .+ φnny1,

koeficienti frakcionâlam trokðòa procesam ir

φnj = −

 n

j

 Γ(j − d)Γ(n− d− j + 1)

Γ(−d)Γ(n− d+ 1)

visiem j = 1, . . . , n. Tâdçï varam vienkârði izteikt parciâlâs autokorelâcijas

φnn =
d

n− d
,

un φnn ∼ d
n
pie lieliem n. Neskatoties uz precîzas PACF formulas trûkumu vispârîgâ

FARIMA gadîjumâ, Inoue(2002) ir pierâdîjis, ka parciâlo autokorelâciju absolûtâ vçrtîba

asimptotiski uzvedas lîdzîgi kâ frakcionâlâ trokðòa gadîjumâ: Ja φnn ir procesa FARIMA,

kur d ∈
(
0, 1

2

)
, parciâlâs autokorelâcijas, tad

|φnn| ∼
d

n
,
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kad n→∞.

Ilglaicîgâs atmiòas procesu aproksimâcija

Jebkuru ilglaicîgâs atmiòas procesu, kas uzdots ar (2.0.4), var labi aproksimçt ar kâdu

FARIMA modeli, kâ redzams sekojoðâ teorçmâ:

Teorçma 12. Pieòem, ka {yt : t ∈ Z} ir lineârs process, kurð apmierina (2.0.2). fy ir

stingri pozitîvs spektrâlais blîvums, kas apmierina (2.0.4). Tad eksistç kâds FARIMA

process ar spektrâlo blîvumu f , tâdu, ka visiem ε > 0

|fy(λ)

f(λ)
− 1| < ε,

vienmçrîgi visiem λ ∈ [−π, π].
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5. Parametru novçrtçðanas metodes

Ðajâ nodaïâ gûsim vispârîgu priekðstatu par daþâm metodçm, ar kurâm iespçjams

novçrtçt LRD modeïu parametrus, kâ arî noteikt, vai modelis satur ilglaicîgo atmiòu.

5.1. Maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums

Pieòem, ka {yt} ir Gausa process ar vidçjo vçrtîbu nulle. Tad procesa log - ticamîbas

funkcija ir dota

L(θ) = −1

2
log det Γθ −

1

2
y′Γ−1

θ y, (5.1.1)

kur y = (y1, . . . , yn)′ ,Γθ = Var(y) un θ ir parametru vektors. Rezultâtâ vislielâkâs tica-

mîbas (ML) novçrtçjumu θ̂ iegûst maksimizçjot L(θ). Izmantojot log - ticamîbas funkciju

(5.1.1), nepiecieðams aprçíinât dispersiju - kovariâciju inverso matricu Γθ un determi-

nantu, to var izdarît ar Èoleskija dekompozîcijas metodi. Apakðnodaïas turpinâjumâ

apskatîsim metodes, ar kurâm aprçíinât funkciju (5.1.1).

Teorçma 13. Pieòemsim, ka θ̂n ir vçrtîba, kas maksimizç log - ticamîbas funkciju, kur

θ = (φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq, d)′

ir p+ q + 1 dimensionâls parametru vektors un ka θ0 ir parametra îstâ vçrtîba. Tad

(a) θ̂n → θ0 pçc varbûtîbas, kad n→∞.

(b) Centrâlâ robeþteorçma:
√
n(θ̂n−θ0)→ N (0,Γ−1(θ0)), kad n→∞, kur Γ(θ) = (Γij(θ))

ar

Γij(θ) =
1

4

∫ π

−π

[
∂ log fθ(λ)

∂θi

] [
∂ log fθ(λ)

∂θj

]
dλ,

kur fθ ir procesa spektrâlais blîvums.

(c) θ̂n ir efektîvs parametra θ0 novçrtçjums.
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Èoleskija dekompozîcijas metode

Tâ kâ matrica Γθ ir simetriski pozitîvi definita, varam rakstît

Γθ = U ′U,

kur U ir augðçjâ trijstûra matrica. Atsaucoties uz iepriekðminçto Èoleskija dekompozîci-

ju, matricas Γθ determinantu izsaka det Γθ = (detU)2 =
n∏
j=1

u2
jj, kur ujj ir matricas U j -

tâs diagonâles elements. Savukârt inverso matricu no Γθ var iegût Γ−1
θ = U−1 (U−1)

′, kur

U inverso matricu aprçíina no vidçjâm vçrtîbâm pçc kâdas ïoti vienkârðas procedûras.

Èoleskija algoritma aprçíinu kârta ir O (n3).

Durbina - Levina algoritms

Èoleskija dekompozîcijas metode pie garâm laikrindâm var bût neefektîva, tâdçï tika at-

tîstîtas âtrâkas metodes log - ticamîbas funkcijas aprçíinâðanai.

Pieòemsim, ka ŷ1 = 0 un ŷt+1 = φt1yt+. . .+φtty1, t = 1, . . . , n−1 ir procesa {yt} prognoze

vienam solim uz priekðu, balstîta uz galîga skaita pagâtni {y1, . . . , yt−1}, kur regresijas

koeficienti φtj doti ar vienâdojumiem

φtt = [νt−1]
−1

[
γ(t)−

t−1∑
i=1

φt−1,iγ(t− i)

]
,

φtj = φt−1,j − φttφt−1,t−j,

ν0 = γ(0),

νt = νt−1

[
1− φ2

tt

]
,

kur j = 1, . . . , t − 1. Turklât, ja et = yt − ŷt ir prognozes kïûda un e = (e1, . . . , en)′, tad

e = Ly, kur L ir apakðçjâ trijstûra matrica:

L =



1

−φ11 1

−φ22 −φ21 1

−φ33 −φ32 −φ31

...
... 1

−φn−1,n−1 −φn−1,n−2 −φn−1,n−3 · · · −φn−1,1 1


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Tâdçï varam rakstît Γθ = LDL′ , kur D =diag(ν0, . . . , νn−1). Tâpçc, det Γθ =
n∏
j=1

νj−1 un

y′Γ−1
θ y = e′D−1e. Rezultâtâ, log - ticamîbas funkciju (5.1.1) var izteikt

L(θ) = −1

2

n∑
t=1

log νt−1 −
1

2

n∑
t=1

e2t
νt−1

.

Durbina algoritma sareþìîtîbas pakâpe lineâram stacionâram procesam ir ar kârtu O (n2).

Daþiem Markova procesiem, piemçram ARMA modeïiem,Durbina - Levina algoritms ir

izpildâms ar O (n) darbîbâm. Diemþçl, FARIMA modeïi nav Markova procesi.

Autokovariâciju aprçíinâðana

Èoleskija un Durbina - Levina algoritmi balstâs uz FARIMA procesa ACF aprçíinâðanu.

Viena no pieejâm, kâ to izdarît, ir tâ sauktâ saðíelðanas (splitting) metode, kura balstâs

uz principu sadalît procesu FARIMA tâ ARMA un frakcionâli integrçtajâ (FI) daïâs.

Pieòem, ka γ1(·) ir ACF no komponentes ARMA, savukârt γ2(·) ir ACF no frakcionâlâ

trokðòa. Tad procesa FARIMA autokorelâciju funkcija

γ(h) =
∞∑

j=−∞

γ1(j)γ2(j − h).

Ja bezgalîgo summu noðíeïam lîdz m, tad iegûstam tuvinâjumu

γ(h) ≈
m∑

j=−m

γ1(j)γ2(j − h).

No iepriekðçjâs izteiksmes varam efektîvi aprçíinât ACF γ(·) ar augstu precizitâtes lîmeni.

5.2. Autoregresîvie novçrtçjumi

Lai paâtrinâtu parametru novçrtçjumu skaitïoðanas procesu, daudzi autori aplûko au-

toregresîvos novçrtçjumus. Pieòemsim, ka {yt : t ∈ Z} ir ilglaicîgâs atmiòas process, kas

definçts ar

yt = εt + π1(θ)yt−1 + π2(θ)yt−2 + π3(θ)yt−3 + . . . ,

kur πj(θ) ir φ(B)θ−1(B)(1 − B)d koeficienti. Tâ kâ praktiski pieejami ir tikai ierobeþots

skaits novçrojumu - {y1, . . . , yn}, tad varam apskatît saîsinâtu modeli

yt = ε̃t + π1(θ)yt−1 + π2(θ)yt−2 + . . .+ πm(θ)yt−m, (5.2.1)
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visiem m < t ≤ n. Aptuvenu ML novçrtçjumu θ̂n iegûst, minimizçjot funkciju

L1(θ) =
n∑

t=m+1

[yt − π1(θ)yt−1 − π2(θ)yt−2 − . . .− πm(θ)yt−m]2 . (5.2.2)

Apakðnodaïas turpinâjumâ apskatîsim uzlabotas metodes, kas, pamatojoties uz ðo struk-

tûru, dod precîzâkus novçrtçjumus.

Hasleta - Rafterija metode

Procesa FARIMA, kas definçts yt =
θ(B)

φ(B)
(1 − B)−dεt =

∞∑
j=0

ψjεt−j, aptuvena {yt} prog-

noze vienam solim ir

ŷt = φ(B)θ(B)−1

t−1∑
j=1

φtjyt−j, (5.2.3)

ar prognozes kïûdas dispersiju

vt = V ar(yt − ŷt) = σ2
yk

t−1∏
j=1

(1− φ2
jj),

kur σ2
y = V ar(yt), k ir jaunâs dispersijas attiecîba pret ARMA(p, q) procesa dispersiju un

φtj = −

 t

j

 Γ(j − d)Γ(t− d− j + 1)

Γ(−d)Γ(t− d+ 1)
, (5.2.4)

visiem j = 1, . . . , t.

Lai skaitïoðanâ izvairîtos no liela skaita koeficientu φtj, novçrtçjam

t−1∑
j=1

φtjyt−j ≈
M∑
j=1

φtjyt−j −
t−1∑

j=M+1

πjyt−j, (5.2.5)

pie lieliem j φtj ∼ −πj , vienkârðîbas dçï πj(θ) apzîmçts ar πj.

Tâlâk aproksimçjam

t−1∑
j=M+1

πjyt−j ≈MπMd
−1

[
1−

(
M

t

)d]
ȳM+1,t−1−M ,

kur ȳM+1,t−1−M = 1
t−1−2M

t−1−M∑
j=M+1

yj. Novçrtçjumu θ̂n iegûst, maksimizçjot

L2(θ) = konstante− 1

2
n log

[
σ̂2(θ)

]
,

kur

σ̂2(θ) =
1

n

n∑
t=1

(yt − ŷt)2

vt
.

22



Hastleta - Rafterija algoritma sareþìîtîbas pakâpe ir ar kârtu O(nM). Ja parametrs M ir

fiksçts, tad metodes kârta ir O(n), kas liecina par to, ka tâ ir daudz âtrâka kâ Èoleskija

vai Durbina - Levina pieeja. Pie M = 100 algoritms lielâkoties strâdâ labi, turklât, ja

M = n, iegûstam ML novçrtçjumu frakcionâlajam troksnim. Tâdâ gadîjumâ gan skaitïo-

ðanas pakâpe ir O(n2).

Berana pieeja

Citu autoregresîvo aproksimâcijas tehniku piedâvâja Berans. Aplûkosim sekojoðu Gausa

virkni

εt = yt −
∞∑
j=1

πj(θ)yt−j.

Tâ kâ netiek novçrotas vçrtîbas {yt, t ≤ 0}, varam pieòemt, ka yt = 0 visiem t ≤ 0 un

uzdot virkni

ut = yt −
t−1∑
j=1

πj(θ)yt−j,

visiem j = 2, . . . , n. Pieòemsim, ka rt(θ) =
ut(θ)

σ
un θ = (σ, φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq, d).Tad

θ novçrtçjumu iegûsim, minimizçjot

L2(θ) = 2n log(σ) +
n∑
t=2

r2
t (θ).

Òemot parciâlos atvasinâjumus pçc θ, minimizâcijas problçma ir ekvivalenta nelineâra

vienâdojumu atrisinâðanai
n∑
t=2

{rt(θ)ṙt(θ)− E [rt(θ)ṙt(θ)]} = 0, (5.2.6)

kur ṙt(θ) =
(
∂rt(θ)
∂θ1

, . . . , ∂rt(θ)
∂θr

)′
.

Berana pieejas aritmçtisko darbîbu komplicçtîba, lîdzîgi kâ Durbina - Levina algoritmam,

ir ar kârtu O(n2).

5.3. Citas metodes parametru novçrtçðanai

Parametru novçrtçðanai izmanto arî citas pieminçðanas vçrtas metodes, kuras sîkâk

ðajâ darbâ neapskatîsim:

• Slîdoðâ - vidçjâ (MA) apoksimâcija, kura izpauþas kâ Volda LRD procesa pieraksta

noðíelðana no MA(∞) uz MA(m). Tâdâ gadîjumâ iespçjams algoritma kârtu no

O(n3) reducçt uz O(n). Tajâ izmanto procesa MA(m) state space reprezentâciju.
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• Plaði pazîstama ir Vitla metode, kura balstâs uz periodigrammu aprçíiniem, kas ir

ïoti âtrs algoritms.

• Semiparametriskâs metodes, kurâs var izmantot datus bez îpaðiem nosacîjumiem,

tâs balstîtas uz pieòçmumu par laikrindas spektrâlâ blîvuma veidu.

• Mainîtâs amplitûdas metode, kura bûtîbâ ir pirmajâ nodaïâ apskatîtâ statistika

R/S (1.0.1). Ar ðîs pieejas palîdzîbu, iegûst novçrtçjumu LRD parametram d.

• Dispersiju shçmas. Metode paredzçta d novçrtçðanai. Izlasi no n novçrojumiem

sadala m izmçra k blokos, n = m× k, rezultâtâ iegûst:

d̂ =
1

2
−

k∑
j=1

(log j − a) [log V ar(ȳj)− b]

2
k∑
j=1

(log j − a)2

,

kur a =
(

1
k

) k∑
j=1

log j, b =
(

1
k

) k∑
j=1

log V ar(ȳj) un ȳj = 1
m

j×m∑
t=(j−1)×m+1

yt pie j =

1, . . . , k.

• Detrendçtâ svârstîbu, kâ arî citas metodes.
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6. Piemçri

Ðajâ nodaïâ, ar datorprogrammas R palîdzîbu, simulçsim procesus ARMA un ilglaicî-

gâs atmiòas procesus FARIMA ar daþâdiem parametriem φ un θ. Apskatîsim ðo modeïu

grafiskos attçlus un to ACF un PACF attçlus. Lai darbotos ar ilglaicîgâs atmiòas proce-

siem, ir izstrâdâta speciâla R pakete "fArma". Tajâ iebûvçtas daþâdas komandas LRD

modeïu simulâcijai un parametru novçrtçðanai.

Procesu FARIMA simulâcijai, lieto funkciju "farimaSim", norâdot vçlamo apjomu n un

MA, AR un d koeficientu vçrtîbas. Lai gûtu priekðstatu par ilglaicîgâs atmiòas izpaus-

mçm, simulçsim 3 veidu FARIMA(p, d, q) un ARMA(p, q):

1. FARIMA(1, d, 1) (attçls 6.1.) un ARMA (1, 1) (attçls 6.2.), kur d = 0.4, φ = 0.7, θ =

0.2.

 

 

0 200 400 600 800 1000

−
6

0
6

6.1. att. FARIMA(1, d, 1) 
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6.2. att. ARMA(1, 1)
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Attçls 6.3. ir procesa FARIMA(1, d, 1) ACF funkcija, savukârt attçls 6.4. - ARMA(1, 1)

ACF. Ïoti uzskatâmi izpauþas lçnâ korelâciju dilðana 6.3. salîdzinâjumâ ar 6.4..
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6.3. att. Procesa FARIMA(1, d, 1) ACF
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6.4. att. Procesa ARMA(1, 1) ACF
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6.5. att.: Procesa FARIMA(1, d, 1)

PACF
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6.6. att. Procesa ARMA(1, 1) PACF
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2. FARIMA(1, d, 0) (attçls 6.7.) un ARMA (1, 0) (attçls 6.8.), kur d = 0.4, φ =

−0.3, θ = 0.
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6.7. att. FARIMA(1, d, 0)
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6.8. att. ARMA(1, 0)
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Attiecîgi procesu 6.7. un 6.8. ACF un PACF
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6.9. att. Procesa FARIMA(1, d, 0) ACF
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6.10. att. Procesa ARMA(1, 0) ACF
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6.11. att.: Procesa FARIMA(1, d, 0)

PACF
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6.12. att. Procesa ARMA(1, 0) PACF
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3. FARIMA(2, d, 1) (attçls 6.13.) un ARMA (2, 1) (attçls 6.14.), kur φ1 = 0.3, φ2 =

−0.2, d = 0.4, θ = 0.1.
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6.13. att. FARIMA(2, d, 1)

 

 

 

0 200 400 600 800 1000

−
2

2
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Attiecîgi procesu 6.13. un 6.14. ACF un PACF
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6.15. att.: Procesa FARIMA(2, d, 1)

ACF
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6.16. att. Procesa ARMA(2, 1) ACF
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6.17. att.: Procesa FARIMA(2, d, 1)

PACF
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6.18. att. Procesa ARMA(2, 1) PACF

No iepriekð apskatîtajiem attçliem 6.3. - 6.18. bûtiskas atðíirîbas redzamas gan paðu

modeïu FARIMA un ARMA, gan to ACF grafikos. Pamanâms, ka procesa FARIMA

novçrojumos pat pçc liela laika intervâla (1000 novçrojumu) ir daudz izlecçju vçrtîbu,

kamçr procesam ARMA novçrojumi vairâk tiecas izlîdzinâties ap vidçjo vçrtîbu. Savukârt

ACF attçlos no FARIMA redzama nenoliedzama ilglaicîgâs atmiòas klâtbûtne.

30



Secinâjumi

Darbâ izdevies gût priekðstatu par to, kas ir ilglaicîgâ atmiòa un kâdçï tâ ir aktuâla.

Teorçtiskajâ daïâ vispârîgi apskatîti procesi, kas saistîti ar ilglaicîgo atmiòu - frakcionâlâ

Brauna kustîba, frakcionâlais Gausa troksnis, sev lîdzîgi procesi un pazîstamâkâ no LRD

modeïu klasçm FARIMA. Sniegts ieskats FARIMA parametru novçrtçðanas metodçs. Pie-

mçros simulçti daþâdi FARIMA procesi, kas satur ilglaicîgo atmiòu un ARMA procesi, kas

to nesatur. Grafiski labi redzams, kâ izpildâs ilglaicîgâs atmiòas pamatiezîme - neparasti

lçnâ korelâciju dilðana, salîdzinot ar ARMA procesiem.

Tçma ir plaða un prasa padziïinâtas zinâðanas statistikâ, tâdçï raksturota ïoti vispârîgi.

Turpinâðu ðo tçmu pçtît diplomdarbâ, kura mçríis bûs gût detalizçtâku izpratni.
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A Pielikums

Teorçma 14. Nepârtraukts attçlojums. Pieòem, ka {Xn}∞n=1 ir gadîjuma lielumu virkne

un X ir gadîjuma lielums, definçti vienâ metriskâ telpâ X . Pieòem, ka Xn
D−→ X. Pieòem,

ka Y ir metriska telpa un g : X → Y. Definç Cg = {x : g ir nepârtraukts uz x}. Pieòem,

ka P(X ∈ Cg) = 1. Tad g (Xn)
D−→ g (X).

Definîcija 9. [3] Stohastisku procesu {yt : t ∈ Z} sauc par otrâs kârtas jeb stacionâru

vâjâ nozîmç,ja eksistç simetriska autokovariâciju funkcija γ(·), kurai γ(0) = V ar(yt) <∞,

tâda, ka 〈yt, yt+h〉 = γ(h) visiem t, h ∈ Z.

Definîcija 10. [3] Otrâs kârtas procesa autokovariâciju funkcija γ(·)

γ(h) =

∫ π

−π
eihλdF (λ),

kur funkcija F ir no labâs puses nepârtraukta, nedilstoða, ierobeþota [−π, π] un izpildâs

nosacîjums F (−π) = 0. F sauc par γ(·) spektrâlo sadalîjumu. Turpmâk, ja

F (λ) =

∫ λ

−π
f(ω)d(ω),

tad f(·) sauc par γ(·) spektrâlo blîvumu.

Definîcija 11. Pieòem, ka {Xt : t ∈ T} ir stohastisks process, kuram V ar(Xt) < ∞

visiem t ∈ T . Tad {Xt} autokovariâciju funkcija ir

γX(r, s) := Cov(Xr, Xs) = E [(Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))]

visiem r, s ∈ T .

Definîcija 12. [4] Funkciju Γ(p) sauc par gamma funkciju, ja

Γ(p) =



∫ ∞
0

tp−1e−tdt, p > 0,

∞, p = 0,

p−1Γ(1 + p), p < 0
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Definîcija 13. Funkciju B(x, y) sauc par beta funkciju, ja

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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