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Anotacija

Darba tika apskatita vienlaicigo ticamibu joslu konstruésana neparametriskajai regresijai,
izmantojot San un Loader un rezidiju butstrapa metodes. Si darba meérkis ir paradit, ka
heteroskedastiska gadijuma (ja kludu dispersija ir atkariga no regresora), mezoniga rezi-
diju butstrapa metode strada labak neka klasiska metode, kas balstas uz parametriskiem

nosacijumiem par kladu sadalijjuma veidu.

Atslegas vardi: neparametriska regresija, vienlaicigas ticamibas joslas, mezonigais but-

straps



Abstract

In this work was investigated a constructing of the simultaneous confidence bands in
nonparametric regression, using Sun and Loader and residual bootstrap methods. The
purpose of this work is to show, that in case of heteroskedasticity (then errors depend on
exogenous variables) wild residual bootstrap method works better than classical method,

which is based on the type of error distribution.

Keywords: nonparametric regression, simultaneous confidence bands, wild bootstrap
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Ievads

Regresijas analizé svarigu vietu aiznem ticamibas joslas, lai gan loti svarigi konstruét
ari pasu regresijas funkcijas novertejumu. Eksiste divu veidu ticamibas joslas: punktveida
un vienlaicigas. Literatiira parsvara tiek apskatitas punktveida ticamibas joslas, kas tiek
saistitas ar vienlaicigo joslu konstruésanu sarezgitibu, tomeér vienlaicigas ticamibas jos-
las dod informaciju kada intervala pie noteikta nozimibas limena atrodas visa nezinama
regresijas funkcija.

San un Loader metode skaitas klasiska metode neparametriskaja regresija, kas balstas
uz parametriskiem piepemumiem par klidu normalitati. St metode tika pamatota sameéra
nesen, 1994. gada [1]. Si darba merkis ir izanalizet alternativu rezidiju butstrapu, kas saka
attistities no 1986. gada [2], ka arT salidzinat to ar klasisko San un Loader metodi. STtema
ir aktuala musdiends. Viens no pédéjiem darbiem ir Liu, Wei un Lin, Shan (2009) darbs
par vienlaicigajam ticamibas joslam daudzdimensiju linearaja regresija, ka ari Zhibio
Zhao un Wei Biao Wu (2008) darbs par vienlaicigajam ticamibas joslam neparametriskaja
laikrindu regresija.

Visbeidzot viens no darba mérkiem ir salidzinat metodes, analizéjot parklajuma pre-
cizitates ar simulaciju palidzibu, ka ari konstruet ticamibas joslas praktiskam datu pro-
blemam. Vienlaicigas ticamibas joslas tika konstruetas uz CMB (cosmic microwave back-
ground radiation) datiem no Larry Wassermana gramatas [3], ka arl uz veselibas apdrosi-
nasanas datiem, kas tika iegiiti no apdrosinasanas kompanijas “ERGO Latvija Dziviba”.

Darbs sastav no 6 nodalam un pielikuma. 1.nodala definéti dazi pamatjedzieni, kas
izmantoti darba. 2.nodala ir aprakstita neparametriska regresija, kurai tiek konstruetas
vienlaicigas ticamibas joslas. 3.nodala ir aprakstita butstrapa metode, taja skaita rezi-
diju butstraps, paru butstraps un rezidiju mezonigais butstraps. 4.nodala ir aprakstitas
vienlaicigo ticamibas joslu konstruesanas metodes. 5.nodala, izmantojot veiktas simulaci-
jas, ir salidzinatas mezoniga rezidiju butstrapa vienlaicigo ticamibas joslu konstruésanas
metode ar San un Loader metodi. 6.nodala darba apskatitas metodes ir pielietotas realai
datu problemai. Pedeja nodala ir aprakstiti galvenie darba iegutie rezultati un secinajumi.
[zmantotas literaturas saraksts ir ievietots pec pedéjas nodalas. Lai analizétu un peti-
tu minétas metodes vienlaicigo ticamibas joslu konstruésanai neparametriskaja regresija,
programma R tika uzrakstitas vairakas datorprogrammas, dazas no tam ir pievienotas

pielikuma.



Apziméjumu saraksts

X, = o(a,) lim % =
n—oo “m
X, = O(ay,) |X,/a,] ir ierobezots visiem lieliem n

X, % X konvergence péc varbutibas

X, 4 x konvergence pec sadalijuma

X, = o,(a,) 2= 20

an

Xn

ir ierobezots varbatiba visiem lieliem n

X, = Op(an)




1. Pamatjédzieni un definicijas

Saja nodala apskatisim dazus darba izmantotos pamatjédzienus. Jedzienu definesana
izmantoti literaturas avoti [3], [4].
Pienemsim, ka Xi,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi un f ir

blivuma funkcija.

Definicija 1. Ja f,(x) ir funkcijas f(z) novertejums punkta x, tad kvadratiskas kladas

zaudéejuma funkcija ir

Definicija 3. Integrétais risks tiek definéts sekojosi

R(f(2), ful()) = / R(f(x), fula))de.

Definicija 4. Krosvalidaciju riska novertéjums ir
. . 2 ;
i=1

kur f_i(XZ-) i blivuma funkcijas novértéjums, ko iegist péc i - ta noveérojuma atmesanas.

j(h) sauc par novertéto risku jeb krosvalidacijas skores funkciju.



2. Neparametriska regresija

Saja nodala tiek dots neparametriskas regresijas teorijas apskats, kas velak tiks iz-
mantots vienlaicigo ticamibas joslu konstruesanai. Neparametriskas metodes nodarbojas
ar standarta statistiskajam problemam gadijuma, ja nosacijumi par normalo populaci-
jas sadalfjumu ir aizvietoti ar visparéjiem nosacijumiem par populaciju vai populacijas
sadalijjumu.

Pienemsim, ka doti n neatkarigi un vienadi sadaliti noverojumu pari (X1, Y7), ..., (X,, Y,).
Starp rezultgjoso mainigo (atkarigo) Y un neatkarigo mainigo X ir sekojosa savstarpéja
sakariba

Yi=r(Xi) +e, Bg)=0, i=1,..n, (2.0.1)

kur r ir regresijas funkcija. Merkis neparametriskaja regresija ir novéertet pasu funkciju
r. r(z) novertejums tiek apzimets ar 7,(z). Tika pienemts, ka dispersija D(¢;) = 02 nav
atkariga no X. Regresijas likne tiek interpretéta ka Y videja vertiba pie dotas vértibas z ,
tas ir 7(z) = E(Y|X = x). Saja nodala tiek apskatitas tadas lokalas regresijas metodes ka
kodolu regresija un lokala polinomu regresija. Seit visi noverteéjumi ir linearie gludinataji.
Pirms iedzilinasimies neparametriskaja regresija, vispirms isi tiks apskatita parametriska

pieeja.

2.1. Linearas regresijas modelis

Tiek doti neatkarigi un vienadi sadaliti dati (X1,Y7),...,(X,,Ys), kur ¥V; € R un

X = (X1, ..., X;p)" € RP. Linearas regresijas modelis tiek definets ka

P
K:T(Xi)—FEi:Zﬁinj—i‘Gi, izl,...,n, (211)
j=1



kur E(¢;) =0, D(¢;) = 02 un X;; = 1. Dizaina matrica X ir n X p matrica

X11 X12 . le
X — X.21 X.22 . . AXV.Qp
X1 X2 .0 Xy

Vektoru kopa T sastav no matricas X linearam kombinacijam.

Pierakstisim linearas regresijas modela komponentes vektoru forma: Y = (Y1, ..., Y,)%,

€= (€1, 6,)T un B = (B, ..., B,)". Tatad modeli (2.1.1)) var parrakstit ka
Y =X +e

Mazako kvadratu novertéjums 8 = (Bl, ...,Bp)T ir vektors, kur$ minimizée kvadratu

atlikumu summu

1=

RSS = (Y = XB)T(Y - Xp) = i (Yz' - iXijﬁJ) :

[5] Ja matricai XX eksiste inversa matrica, tad labakais novertejums ir
A= (XTX)"'X"Y.
Tadejadi r(x) novertejums punkta z = (xy, ..., x,)7 ir

p
ro(x) = Zﬁjmj =21p.
=1

A

No ta seko, ka noverteto vertibu r = (7,(X1), ..., 7,(X,,))? var pierakstit ka
r=Xj3=1LY,

kur

L=X(X"X)"'XT.

Matricu L sauc par cepures (hat) matricu, bet vektora ¢ = Y —r elementus par rezidijiem.
Matrica L ir simetriska un idempotenta, tas ir, L = LT un L? = L. No ta seko, kar ir Y

projekcija uz telpu T , un parametru skaita p un matricas L attieciba ir tada, ka

p=tr(L).



Dotam punktam x = (z1, ..., 2,)"

n

() = 1(2)"Y =) Li(2)Y, (2.1.2)

i=1
kur

I(z)" = 27(XTX)1XT,

2.2. Linearie gludinataji

Definicija 5. Funkcijas r novértéjums v, ir linears gludinatays, ja katram x eksisté vek-

tors 1(z) = (l1(x), ..., L, ()T tads, ka

Linearas regresijas novertéjumi ari ir lineari gludinataji (skatit (2.1.2)).
Definésim noverteto vertibu vektoru ka

r = ((X1), s P (Xn))"

un Y = (vy,...,Y,)". Tad
r=1>1Y,
kur L ir n X n matrica, kur i—taja rindina ir I(X;)", tadejadi L;; = [;(X;). Un i—tas

rindinas elementi parada svarus, kas pieskirti Y;, veidojot 7, (X;).

Definicija 6. Matricu L sauc par gludinasanas vai cepures matricu. Matricas L i—to

rindinu sauc par efektivo kodolu r(X;) novertésanai. Efektivas brivibas pakapes ir
v =tr(L)

leverosim, ka Y [;(x) = 1. Ja V; = ¢ katram 14, tad 7,,(x) = c.
i=1

2.3. Lokala regresija

Pienemsim, ka x; € R un regresijas modelis ir forma ({2.0.1)). Saja sadala tiek apska-
tits r(x) novertejums, kas tika iegiits, nemot vidéjo svérto no Y; mainigajiem, pieskirot
lielakus svarus tiem punktiem, kuri ir blakus z. Vispirms apskatisim kodolu regresijas

novertejumu.



Definicija 7. Piepemsim, ka h > 0 pozitivs skaitlis, kuru sauc par joslas platumu.

Nadaraja-Watsona kodolu novertejums ir definéts ka
Falr) = ) L)Y,
i=1

kur K ir kodols un l;(x) ir svari, kas tiek defineti ka

o K
ZZ(X) o n z—X; '
Sk (52)
Definicija 8. Par kodolu sauksim jebkuru gludu funkciju K tadu, ka K(z) > 0, [ K(x)dz =
1, [2K(z)dz =0 un [2?K(x)dz > 0.

Visbiezak lietoti kodolu piemeéri: boxcar kodols

K 3 2l =1
x) = :
0, pretgja gadijuma

normalais jeb Gausa kodols

Epanecnikova kodols

3(1 _ 2 >
0, pretgja gadijuma

Definicija 9. Ja K ir kodols un joslas platums h ir pozitivs skaitlis, tad
R I &1 (z-X;
n - - -K
fo =1 Yok (S5

1 kodolu blivuma funkcijas novértejums.

Kodola K izvele nav tik svariga, ta ka skaitliski ar dazadiem kodoliem iegiitie noverté-
jumi ir loti lidzigi. Savukart joslas platuma h izvele ir butisks jautajums, jo $is parametrs
kontrole gludinasanas pakapi. Mazi joslas platumi dod loti negludus novertejums, bet
lielaki h dod gludakus novéertéjumus. Iustrativi pieméri tiek atspoguloti Attélos un
2.2]

Gludinataji, kuri tiek izmantoti $aja darba, ir atkarigi no gludinasanas parametra h,
tapéc ir nepiecieSsama kaut kada procediira joslas platuma izvélei. Definésim risku jeb

videjo kvadratisko kladu



0.7
0.7

2.1. att.: Datu blivuma funkcijas kodolu novertéjums ar dazadiem joslas platumiem h pie

vienada kodola
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2.2. att.: Datu blivuma funkcijas novértéjums ar dazadiem kodoliem pie vienada joslas

platuma A

Ideali butu izveleties h, minimizejot R(h), bet R(h) ir atkarigs no nezinamas funkcijas
r(x). Tapéec minimizesim R(h) novertéjumu R(h). Pirma ideja ir minimizet videjo kvad-
ratu atlikumu summu

S WX,

lai novertetu R(h). Bet tas nav labs riska novertejums, jo ir novirzits un nepietiekosi

nogludinats. Iemesls tam ir tads, ka dati tiek izmantoti divreiz: lai novertétu regresijas



funkciju un risku. Tapéc novertesim risku, pielietojot ”vienu-atstat-ara” krosvalidacijas

funkciju.

Definicija 10. ”Vienu-atstat-ara” krosvalidacijas funkcija (leave-one-out score function)

tiek defineta ka

=1

kur 7_; ir novertejums, kas iegustams, izlaizot pari (X;,Y;).

Definicija 11.
Plir) = Yilja(@),
i=1

kur
0, ja j=1
S i@ I # 1.

E(Y; — 7-i(X,))* = E(Yi — r(X5) + (X)) — 7-i(X3))* =

tadejadi

E(R) ~ R+ o>
Tada veida krosvalidacijas metode dod gandriz nenovirzitu novertejumu. Tas ir acimre-
dzams, ka R(h) apréekinasanas process bius laikietilpigs, jo naksies parrékinat novertéjumu
péc katra novérojuma atmesanas. Linearam gludinatajam eksisté vienkarsota formula R

aprekinasanai (skatit [3]).

Apgalvojums 1. Ja 7, ur linears gludinatays, tad

R(h) = %i (%"L(X))Q (2.3.1)

kur Li; = 1;(X;) ir i—tais diagonalais gludinasanas matricas L elements.

Tatad gludinasanas parametru h var izvéléties, minimizéjot funkciju R(h) Alternativa
metode krosvalidacijai joslas platuma izvelei ir plug-in novertejums [3], [6].

Nakama teoréma demonstre, ka joslas platums ietekmeé novertéjumu.

10



Teoréma 1. Risks Nadaraya- Watsona kodola novértéjumam ir

R(n,7) = hzi ( / xQK(x)dx)2 / (r”(:p) o)L /(””))Qdm (2.3.2)

/()
o? [ K*(z)dx 1 L .
- e / f(:zc)dx +o(nh,, ") + o(h,).

Turklat, ja h, — 0, nh, — oo, EY? < oo, f(z) > 0, tad 7,(X) & r(X).

Pirmais saskaitamais riska novertejuma izteiksmeé ir novirze kvadrata, un otrais sa-
skaitamais ir dispersija. Lielumu
/
() )
f(@)
kuru satur novirze, sauc par dizaina novirzi, jo tas ir atkarigs no X sadalijuma. Tas
nozime, ka novirze ir loti jutiga pret X izvietojumu. Kodolu novertejumiem ir lielas
novirzes no 1sta novértéjuma netalu no robezam, to sauc par robezu novirzi.
R(r,,r) visatrak konverge, kad abi divi saskaitamie, novirze kvadrata un dispersija

konverge vienadi, tas ir O(n”) = O(=;). Ta ir novirzes - dispersijas kompromisa proble-

matika. Tatad iegiitais optimalais joslas platums ir
1/5

h (1)1/5 o? [ K*(x)dz [ dx/f(x)
" ([ 22K?(z)dz)? [ (w(g;) + 2r’(x)%>2dx
Tadejadi h, = O(n~'/%). levietojot optimalo novértéjumu h, novertéjuma , var
redzet, ka risks samazinas ar atrumu O(n~%®). Parametriskajam metodem riska kon-
vergences atrums ir O(n™!) [3]. Neparametriskas metodes nedaudz sliktak strada neka
parametriskas metodes. Bet parametriskas metodes strada labi tikai tad, ja blivuma fun-

kcijas novertéjums ir labs, kamér neparametriskas metodes strada vienmer.

2.4. Lokala polinomu regresija

Kodolu novertejuma probléma ir dizaina un robezu novirze, bet to var atrisinat ar
lokalo polinomu regresiju.

Apskatisim novertejuma a = 7,(z) izveli, minimizejot kvadratu summu i(Y; —a)’.
Optimizacijas probléemas atrisindjums ir konstanta 7,(x) = Y, kura acimred;zt)lt nav labs
r(z) novertejums. Talak definesim funkcijas svarus w;(z) = K ((X;—2)/h) un minimizesim

sverto kvadratu summu

Zwi(x)(Yi —a)

11



Rezultata iegustam sekojoSo atrisinajumu

5 - > i wi(@)Yi
tn(r) = 25—+
> izt wilT)
Tatad Nadaraya-Watsona kodolu regresijas noverteéjums ir faktiski regresijas lokala ap-
roksimacija ar konstanti. Talak uzlabosim novertejumu, izmantojot lokalo polinomu ar

kartu p konstantes a vieta. Pienemsim, ka x ir fiksets punkts, kura tiks noverteta funkcija

r(z). Definésim polinomu vértibam u punkta x apkartneé:

a a
P.(u;a) = ag+ a1(u—x) + 2—?(u —z)? 4.+ p—f(u —x)P.
Nakamais solis ir a = (ag,...,a,)" aproksimesana, izveloties a = (do,...,a,) tadu, kas
minimizé lokali sverto kvadratu summu
> " wi@)(Y; — Po(Xia))2. (2.4.1)
i=1

Novertejums a ir atkarigs no fikseta punkta z. Tatad funkcijas r lokalais novertejums ir

Piezime 1. Ja p = 0, tad iegastam kodolu novertejumu. Ja p =1, tad to sauc par lokadlo

linearo regresiju.

Lai atrastu a, pardefinésim probléemu vektoru forma. Piepemsim, ka dizaina matrica

ir definéta ka

1 Xo—2 ... (lef!m)l’

1 Xo—2 (Xz2—2)?
X, = 2 c.. ol

1 Xn — X e (an_'x)p

Minimizejot izteiksmi (2.4.1]), iegistam svérto mazako kvadratu novertéjumu
a(r) = (XIW,X,) ' XIW,Y.

Specialaja gadijuma 7, (x) = ao(z) ir matricas (XZW, X, ) 'XTW, pirma rindina sareizi-

nata ar Y. Tadejadi var nodefinet sekojosu teoremu (skatit [3]).

12



Teoréma 2. Lokalas polinomu regresijas noveértéjums ir

() = Z li(x)Y;,

I(x)" = el (XIW,X,) ' XIW,,

er = (1,0,...,0)T. Sim novertejumam matematiska ceriba ir

E(fn(x)) = Z Li(@)r(Xi)

un dispersija ir
n

D(io(x)) = 0® ) li(2)* = o*|lU(2)].

i=1
Tatad sis novertéjums ir linears gludinatajs un joslas platumu var izvéléties, minimi-

zejot krosvalidacijas formulu ([2.3.1)).

n

Teoréma 3 (Lokala lineara gludinasana). [3/ Ja p =1, tad 7,(x) = > | Li(x)Y;, kur

W) =y

un
n

X _ ,
Sn,j(X):ZK( Zh x) (Xi_‘r)]v ]:1a2
i=1

Nakama teorema liecina par to, ka lokala lineara regresija ir labaka par kodolu regre-

siju.
Teoréma 4. [3] Piepemsim, ka'Y; = r(X;)+0(X,)e; katrami=1,...,n,a < X; <b, un
X1, ..., X, ir izlase no kada sadalijuma ar tadu blivuma funkeiju f, ka (1) f(x) >0, (i7)

2 ir nepartraukti punkta x apkartne, un (iii) h, — 0 un nh, — oo. Piepemsim,

f, " uno
ka x € (a,b). Dotiem Xi,...,X, iegistam, ka lokalajam linearajam novértéjumam un

kodolu novertejumam dispersija ir

%/K?@)du +op (nih) |

Nadaraya-Watsona kodolu novértéjumam novirze ir

02 (%r”(m) + —T/(?(i l)m) / WK (u)du + op(h?),

13



kamer lokalajam linearajam novertéjumam ir asimptoliska novirze

hi%r”(m) /uQK(u)du + op(h?).

Tadejadi lokalais linearais novértéjums ir brivs no dizaina novirzes. RobeZu punktos a
un b Nadaraya-Watson kodolu novertéjumam ir asimptotiska novirze ar kartu h,, kamér
lokalajam linearajam novertéjumam ir novirze ar kartu h2. Saja nozimé lokala lineara

novértésana novers robezu novirzi.

2.5. Dispersijas novertésana

Pienemsim, ka noverojumu pari (X1,Y)),..., (X,,Y,) ir neatkarigi un vienadi sadaliti

un apskatamais modelis ir
K:T(XZ)+U(XZ)6“ izl,...,n,

kur Fe; = 0 un De; = 1. Saja sadala tiek apskatitas dazas metodes dispersijas 02(XZ»)
noveértésanai gadijumos, kad ta ir atkariga no regresora un ir konstanta.
Nakamas divas teoremas dod nenovirzitus novertejumus parametram o*(X;) = o2

(skatit [3]).

Teoréma 5. Pienemsim, ka 7,(X) ir linears gludinatajs un

o XL (Y= A

N n—2w+o

)

kur

v=tr(L), v =tr(L"L) = an )17

Ja r ir pietiekami gluda, v = o(n), un v = o(n), tad 6% ir nenovirzits novertejums

parametram o>.

Teoréma 6. [Rice (1984)] Ja r ir pietiekami gluda, tad

—_

1«
72 =g ) (Y = Yi)?

X

.
Il

| /\

i nenovirzits novertéjums, kur X; < Xs ..

Ja 0(X;) = 0 < o0, t.i., nav atkariga no prediktora, tad doto modeli sauc par homos-

kedastisku regresijas modeli, pretéja gadijuma - par heteroskedastisku regresijas modeli.

14



Funkcijas novertejums 7, (X) nav jutigs pret heteroskedascitati. Tomer, pie ticamibas
joslu konstruesanas regresijas funkcijai r ir janem vera dispersijas mainigums. Yu un
Jones 2004. gada ieviesa sekojoSo procediru mainigas dispersijas novertésanai:
Definesim jauno mainigo Z; = In(Y; — r(X;))? un 6; = In(e?). Tad Z; = In(c*(X;)) + ;.
Tatad janoverte in(o?(X)), regresejot logaritmetus kvadratu atlikumus uz X.

1. Janoverte r(x) ar neparametrisko metodi, ieguistot 7(z).

2. Jaaprekina Z; = In(Y; — 7,(X;))%

3. Javeic neparametrisko regresiju Z pret X, iegustot in(c*(X)), novertejumu ¢(X). No
ta seko, ka

62(X) = €%,
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3. Butstrapa metode

Butstrapa datu parkartosanas metode ir neparametriska metode, kura aizvieto dau-
dzus tradicionalus sadalijumu nosacijumus un asimptotisku rezultatu aprekinus. Terminu
"butstraps” ieviesa Efrons 1979. gada.

Pienemsim, ka X, Xs,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar X; ~ Fun T =
T(Xy,...,X,, F) ir kada funkcija. Uzskatisim, ka X7, ..., X, labi reprezente isto popula-
cijas sadalijumu. Butstrapa ideja ir generet (simulet) daudz izlasu no dotas un aproksimet
statistikas 7" sadalijumu, t.i., izvéléties no dotas izlases jaunas neatkarigas un vienadi sa-
dalitas izlases no empiriskas sadalijjuma funkcijas F,. Visiem novérojumiem ir vienada
1/n varbutiba tikt atlasitiem. To ari sauc par neparametrisko butstrapu.

{ X5, X5 A X X, -, X, ) i legatas butstrapa izlases, kur B
apzimé butstrapoto izlagu skaitu. 7' sadalijumu punkta ¢, t.i., Pr(T < t), aproksimé ar {j
skaits : T7 <t}/B, kur T, ..., Th apzime statistikas T' vertibas B dazadajam butstrapa
izlasem.

Ja butstrapotas izlases izvelas no Fj, kur 6 ir parametra 6 novértéjums, to sauc par
parametrisko butstrapu.

Butstrapa metodei ir savas prieksrocibas. Sadalijumam nav nepiecieSsami ipasi no-
sacijumi (pieméram, lai kludas butu sadalitas pec Normala sadalijuma), butstraps var
nodrosinat precizakus rezultatus gadijuma, kad dati slikti uzvedas vai izlases apjoms nav
liels. Butstrapu var pielietot statistikai ar izlases sadalijumu, kuru ir gruti iegut pat
asimptotiski.

Regresijas gadijuma biezi vien lieto neparametrisko butstrapu. Bet, ja dati ir atkari-
gi, nepieciesamas citas sarezgitakas butstrapa metodes (bloku stacionaro butstrapu utt.)
St iemesla del regresijas modelos parasti tiek izmantots ta sauktais rezidiju butstraps,
kas parkarto atlikumus. Ka zinams, labam regresijas modelim atlikumi parasti ir neat-

karigi un vienadi sadaliti. Teorétisko pamatojumu rezidiju butstrapam deva Bickel un
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Freedman 1981. gada (skatit [7]). Tomer heteroskedastiskiem modeliem neparametriska
butstrapa metode nav isti piemerotaa (skatit [§]). Tapec siem modeliem tika ieviests para
un "mézonigd” butstrapa metodes (skatit [9],[10], [I1],[2], [8])-

Saja nodala butstrapa metodes apskatisim heteroskedastiska linearas regresijas modela

forma:

E=r¢+€i225y’X¢j+€i= it=1L...,n,
7j=1

kur Y = (Yy,..., V)", e = (e1,...,e0), B = (B1,...,5,)", X ir n x p dizaina matrica,
Ee; =0, De; = 02. 02 ir nezinama kludu dispersija. Apzimesim ar 7#; = X7 3 neparamet-
riskas regresijas funkcijas novértejumu, tad ¢; = Y; — 7; ir 1—tais rezidijs.

Saja nodala tiks apskatitas tris butstrapa metodes regresijas modeli: rezidiju butstra-

ps (residual bootstrap), paru butstraps (pairs bootstrap) un mezonigais butstraps (wild

bootstrap).

Rezidiju butstraps.[§], [2], [9], [11], [€]
Tiek genereti {e;}7, kas ir neatkarigi un vienadi sadaliti, no normeétu rezidiju izlases
{&/+/1 — pn—1}}. Tadejadi butstrapa noverojumi tiek defineti ka Y;* = 7; 4+ €. Butstrapa

mazako kvadratu novertejums ir
= (XTX)" I XTy* (3.0.1)

Gadijuma, kad ir nelinears novertéjums 6 = g(ﬁ), butstrapa dispersijas novértéjums ir

D(6*) = E(6* — 6)(0* — 6)T, kur 0* = g(3%), " ir definets ka (3.0.1). Ja 6 = 3, tad

EB* = B un D(*) = D(Bors) = 62(XTX)!, kur 62 = (n —p)~' > €. Tas nozime,
i=1

ka butstrapa dispersijas novertéjums ir vienads ar (prg dispersijas novertejumu. Tapéc,

2
%

gadijuma, kad ir homoskedastisks regresijas modelis, t.i., 0? = o2, D(3*) ir nenovirzits
novertejums. Bet, gadijuma, kad ir heteroskedastisks regresijas modelis, D(3*) parasti ir
novirzits novertéjums, jo
n
D(Bors) = (X"X)™ Y o? X X[ (XTX) 7
i=1
Gadijuma, ja ir rezidiju nehomogenitate, §1 informacija pazid datu generéSanas procesa

un vairs neietekmé novertéjumu D(5*).

Paru butstraps. [2], [9], [11], [6]
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Tiek genereti neatkarigi un vienadi sadaliti {Y;*, X/} no {(¥;, X;)}} . Butstrapa

mazako kvadratu novertejums ir

n -1 5
- (Z X;*X,L.*T) P an (3.0.2)
=1 i=1

un attiecigais butstrapa dispersijas novertejums ir D(3*) = E(6* — 0)(0* — )7, kur 6 =

9(B), 6" = g(8*), B* ir defincts ka (3.0.2).

Sis metodes trikums ir tads, ka tiek ignoréta datu {Y;, X;} nehomogenitate.

Mezonigais butstraps. [2], [9], [11], [10], [6]

leprieks apskatita rezidiju butstrapa metode nestrada labi heteroskedastiskajam reg-
resijas modelim. Tapec Seit tiek apskatits cits rezidiju butstrapoSanas panemiens, ta ir
mezoniga butstrapa metode. So metodi attistija R. Y. Liu 1988. gada, sekojot C. F. J.
Wu un R. Beran darbiem.

Butstrapoti dati ir forma
V= X'B+aets, i=1,...,n,

kur a; = 1/v/1 —w;, w; = XTI (XTX)71X; un t* = (¢7)7 tiek iegiits pec datu parkartosanas
metodes ar nosacijumu, ka
Et* =0 un D(t) = 1. (3.0.3)

Butstrapa mazako kvadratu novertéjums, kas balstas uz Y*, ir

g = (XTX)'XTY*, kur Y* = (Y7,..., V5.

n

Secinajumus par 3 vai 6 = g(3) var iegut no izkliedes ap §*. Piemeram, D(f) var novertet
ar D(5*) = E(0* — 0)(0* — )T, kur 6* = g(3*), = g(0). Ja parametrs [ ir linears, tad
E(3") =6 un

A

D(3*) = (XTX)~ Za EXXI(XTX)™

Eksiste vairakas datu parkartosanas metodes, kas apmierina nosacijumu (3.0.3). Sava

darba C. F. J. Wu (1986) [2] aprakstija divas tadas datu parkartosanas metodes:

1. Kludas ¢ tiek atlasitas no Hadamarda matricas (Hadamard matrix) [6(k)], 5% = 41,

2 K3

1 <1 <n,1< k<R, kura apmierina nosacijumus, ka
R
Z@(’“) =0 visiem ¢,
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%;iagk)aj(’“) =0, ja i#j.
Parasti n +1 < R < n+ 4. Butstrapotas vertibas Y% = (Y;(k))?:l tiek definetas ka
Y = XTB + a;6i6F, i=1,...,n, (3.0.4)
kur a; = 1/4/1 — w;. Butstrapa mazako kvadratu novertejums ir
B(k) _ (XTX)—IXTy(Ic)’

bet dispersijas novértéjums ir

R
D(H) = 2 (0% = 86V — )", 9% = (5.

Seit D(3®) ir nenovirzits novertéjums. Dotd metode tiek domata tadiem gadi-
jumiem, kad kludas ¢; ir simetriskas, jo katram rezidijam €; puse no R butstrapa

izlasem satur +¢;, bet otra puse satur —é;.

2. Kludas {t;}} ir butstrapa izlase no ierobezotas populacijas {c;}}1, ar

M 1 M
ZC]':O, MZC‘?Zl
j=1 Jj=1

Viens no veidiem, ka var izveleties {c;} ir

Mammens (1993) [9] uzskata, ka viens no popularakajiem veidiem ka var izveleties t*

sadalfjumu ir divu punktu sadalijums

—(v/5—1)/2 ar varbiittbu p = (v/5 4 1)/2V/5,

Fl : t;k =
(vV54+1)/2  ar varbiittbu 1 — p.

Davidsons un Flachaire (2001) [10] paradija, ka Radamacher sadalijums

1 ar varbiatibu 0,5
F2 ot =

(2

—1 ar varbutibu 0, 5.

vienmeér dod labakus rezultatus neka F; sadalijums.
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Dazos literaturas avotos paligfunkcijas a; = 1/4/1 — w; vieta izmanto ari citas funkci-
jas:
(1)

a;’ =1, a

1
( (2) n_e_

v ’ 7

n—op Sl —w;
Eksperimentu rezultata Davidsons un Flachaire (2001) ieguva, ka rezidiju transformaci-
ja az(g) ir labaka neka parejas tris versijas. Lidzigi rezultati tika ieguti Flachaire (1999),

Longa un Ervina (2000), Chestera un Jewitta(1987) un citu pétnieku darbos.

Mezonigais butstraps salidzinajuma ar paru butstrapu. [9], [2]

Salidzinasim mezonigo butstrapu ar paru butstrapu regresijas modeli. Paru butstrapa
regresori tiek generéti péc datu parkartosanas metodes ar atkartojumiem. Tatad Sie reg-
resori nav atkarigie mainigie. Ta ka mes generejam regresorus un rezidijus vienlaicigi, tad
E(e|X}) # 0. Tstaja datu generesanas procesa tiek pienemts, ka regresori X ir neatkarigi
un E(¢]X;) = 0. Tadejadi datu generesanas procesa ar paru butstrapu sie nosacijumi
neizpildas. Butstrapa metodes principi paredz, ka butstrapotu datu generésanas process
bus pec iespejas tuvak istajam datu genereSanas procesam. Musu gadijuma var uzlabot
paru butstrapa efektivitati ar sekojosas modifikacijas palidzibu:

1. Ja meés generésim (X, €*) no (X, ¢€), tad nosacijums, ka E(ef|X;) = 0, izpildisies. Un

attiecigais butstrapotu datu generejosais process bus
Y= Xi6+ €t

kur ¢} ir savstarpeji neatkarigas izlases no tada paligsadalijuma, ka E(t;) = 0 un E(t?) =
1.

2. Ja regresorus generét, neizmantojot datu parkartosanas metodi, tad X* bis neatka-
rigi. Nevar generet rezidijus ar datu parkartoSanas metodi neatkarigi no regresoriem, jo
heteroskedascitate var but funkcija no tiem pasiem regresoriem. Tada veida iegistam

sekojosu butstrapotu datu generésanas procesu
Y = Xif + &t

Tatad péc divu nosacijumu ievieSanas paru butstrapa datu generésanas procesa, lai
tas butu tuvak istajam datu genereSanas procesam, mes iegustam mezoniga butstrapa

datu generésanas procesu.
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4. Vienlaicigo ticamibas joslu
konstruésana neparametriskajai

regresijai

Vienlaicigas ticamibas joslas forma
7(x) £ w(x)
funkcijas r(x) novertejumam ar parklajuma varbiitibu 1 — o apmierina nosacijumu, ka

P (#(x) —w(z) < r(z) < #(z) +w(z) Vo)=1—a

4.1. San un Loader metode

Pienemsim, ka apskatamais modelis ir forma
Y; = T(Xz) + €is

kur ¢; ir neatkarigi un sadaliti pec Normala sadalijuma ar vidéjo véertibu 0 un dispersiju
o?. Saja nodala meés apskatisim ticamibas joslu konstruésanas regresijas funkcijai r(z)

klasisko neparametrisko pieeju. Parasti §is joslas ir forma
() + ¢ se(x), (4.1.1)

kur se(z) ir funkcijas 7,,(x) standartnovirzes novertéjums un ¢ > 0 ir konstante.
Biasa probléma.

Parasti ticamibas joslas veida tiek konstruetas funkcijai 7,(z) = E(7,(z)) ne-
vis funkcijai r(z). Ticamibas intervalu konstruesana istai regresijas funkcijai ir diezgan

komplicets darbs, tam iemesls tiek paskaidrots zemak.

21



Apzimesim 7, (x) videjo vertibu ar 7(x), bet standartnovirzi ar s, (z). Tad

Po(x) —r(x) _ Fu(@) —Tu(z) | Tulz) —r(2)
5n(7) sn() sn()
bias(rn(z))

kur Z,(X) = (fp.(x) — 7(x))/sp(z). Pirmais saskaitamais Z,(z) konverge uz standar-

= Zn(x) +

Y

tnormalu sadalijjumu, bet otrais - uz 0. Otrais saskaitamais paliks pat pie lieliem izlases
apjomiem. Rezultata ticamibas joslas nebus centrétas apkart istai funkcijai r.

Piepemsim, ka 7, (x) ir linears gludinatajs, ta ka 7,,(z) = > ., Y;l;(x). Tad

P(w) = E(fa(x) = Y L(X)r(X,),
i=1
Tatad apskatisim divus gadijumus, kad ir homoskedastisks un heteroskedastisks modelis.

1. 0%(X) = 0% = D(¢;) ir konstanta. Tad D(7,(x)) = o?||l(x)||*. Apskatisim ticamibas

joslas funkcijai 7,,(z) forma
Lsp(x) = (Pn(x) = co|l(z)[l; () + colli(z)]])

kadam ¢ > 0 un a < z < b. Sekojot San un Loader (1994)[1] pieejai, sakuma

pienemsim, ka o ir zinama. Tad

z€[a,b] O'HZ(ZL')“

:P(maXM>C):P<max|W(:B)|>C),

P () ¢ I(x), z€[ab]) =P (max [P =rl@) | c)

eelab]  o|[l(z)]| z€a,b]
kur W(z) = Y"1, zTi(z), z; = /o ~ N(0,1) un T;(z) = Li(z)/[|l(z)||. W(z) ir
Gausa process. Lai atrastu c, ir nepieciesams noteikt Gausa procesa maksimuma

sadalijumu. San un Loader (1994)[1] paradija, ka

P (max

Si formula ir speka lieliem ¢, kur

n

Z 2 Ti(x)

=1

> c> ~2(1— ®(c)) + %e—cz/? (4.1.2)

b
o= [ I17'(@)]ds,

T"(X)=(T7(X),...,T/(X)) un T}(X) = 0T;(X)/0X. Vienadojumu anglis-

ki sauc par "tube” formulu. Sis formulas pamatojums ir sekojoss.
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O Piepemsim, ka W (x) = >0 | z;Ti(x) un [|T(2)| = >, Ti(xz) = 1, vektors T'(z)
ir uz vienibas sferas katra punkta x. Ta ka z = (21, ..., z,) tiek sadalits pec daudz-

dimensiju Normala sadalijuma, tad

P (Sl;p W(z) > c> =P <Sl;p<z,T(x)> > c> -

-# (e (5 7) > 1) -

= /: P (Sl;p(U,T(X» > %) h(y)dy, (4.1.3)

kur U = (Uy, ..., U,) ir vienmerigi sadalits uz n — 1—dimensionalas vienibas sferas
S un h(y) ir ar n brivibas pakapem x? blivuma funkcija. Ta ka [|[U —T'(z)||? = 2(1—
(U, T(x))), var redzet, ka sup, (U, T (z)) > \/Lg tad un tikai tad, ja U € tube(r, M),
kur 7 = \/2(1 — ¢/\/y), M = {T(X): = € x} ir kopa uz sferas S,

tube(r, M) = {u: d(u, M) < r}

un

d(u, M) = inf ||u — T(z)]|].

rEX

No ta seko, ka

P (st;p(U,T(x)) > %) = P(U € tube(r, M)).

A, = 27?2 /T'(n/2) ir vienibas sferas laukums. Tatad

volume(tube(r, M))
A, '

P(U € tube(r,M)) =

Naimans (1990) [12] izveda kopas tube(r, M) apjoma formulu

A, c? A, c?
koA_QP <Bl7(n_2)/2 > Z) + A_1P <B1/2,(n—1)/2 > Z) 5

kur B, ir valeja lode ar centru ¢ un radiusu r. Ja ievietosim So formulu integrala

(4.1.3) un neieverosim tos izteiksmes loceklus, kas ir mazaki par ¢~ /2e~<*/2, tad

iegsim formulu (4.1.2). W

Piezime 2. Lekciju kursa netika apskatits konstantes ko aprékins, jo tas nav tri-
vials uzdevums. Saja darba dota konstante tiek aprékinata péc metodes, kas tiek

aprakstita Faraway un San (1995)[13] un San, Raz un Faraway (1999) darbos [1]].
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Tika piedavata ko aproksimacija, gadijuma, jo X = [a,b]. Sadalot intervalu |a,b] m

punktos a =ty < ... < t, = b, iegistam
m b m
ko= / IT" ()|l dw = Y "I T(t;) — T(tizr)||- (4.1.4)
=17 i=1

Ja c tiek aprekinats no vienadojuma

ko o
21— ®(c)) + —e 2 =q, (4.1.5)
™

tad iegustam prasitas vienlaicigas ticamibas joslas.
Ja o ir nezinama, tad lieto novértejumu &.

San un Loader [1] piedava aizvietot vienadojuma (4.1.2) labo pusi ar

k 2\ "2
P(|Tm|>c)+—0(1+—) :
s m

kur T, ir sadalits péc t—sadalijuma ar m = n — tr(L) brivibas pakapém.

. 0%(x) ir funkcija no x. Tad D(7,(x)) = Y. 0?(X;)i?(z). Saja gadijuma ticamibas
i=1
joslas ir forma

Isp(z) = 7p(x) £ cs(x),

@) = | S S X)B@).

d(z) ir o(z) novertejums un c ir konstanta, kas tiek rekinata pec formulas (4.1.5)).
Ja &(r) mainas leni péc z, tad o(X;) =~ o(x) tadiem 4, kuriem [;(x) ir liels, tapéc

(x) = o(z)||l(z)||. Tadejadi aptuvenas ticamibas joslas ir

V)

Isp(x) = Fu(w) + co(z)[[l(2)]]-

4.2. Mezoniga butstrapa metode

Saja nodala tiek apskatitas metodes asimptotisko vienlaicigo ticamibas joslu konstru-

esanai neparametriskajai regresijai. Apskatamais modelis ir heteroskedastisks un nove-

rojumi nav vienadi sadaliti. Vienlaicigu ticamibas joslu konstruesana balstas uz lokalo

polinomu novértéjumu, bet attieciga kvantile tiek iegfita ar mezoniga butstrapa metodi.
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Pienemsim, ka apskatamais modelis ir forma
Y; :7’<X1‘)—|—€i, 1= 1,...,71,

kur kludas ¢; ir neatkarigas, bet neobligati vienmerigi sadalitas, ar Fe; = 0, De; = 0%(X;),

kas apmierina nosacijumu

0 <o}, <o’(X;) <ol < 0, Ele|™ < C(M) < oo visiem 4 un M. (4.2.1)

sup

Ja X nav gadijuma dizains, tad uzskatam, ka eksisté konstantes 0 < C < Cy < oo tadas,
ka
Ci(n(b—a) —logn) < #{i|X; € [a,0)}

< Cy(n(b—a)+logn) visiem 0<a<b<l1. (4.2.2)

Pienemsim, ka

r(xz) € C[0,1]. (4.2.3)

#(z) ir p—tas kartas lokalais polinomu novertéjums funkcijai 7(z). Saja darba més apska-

tam vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskai regresijai forma
Iy = [P(x) — t(z),7(2) + t(x)].
t(z) vertibas tiek definetas tada veida, lai
P(r(z) € I, visiem X €[0,1]) —1—«

kadam uzdotam nozimibas limenim «, 0 < o < 1.

Specialaja gadijuma, kad ¢; ir neatkarigi un vienadi sadaliti, Eubanks un Speckmans
(1993)[15] aproksimaja procesu {(#(x) —7(x))//D(7(z)) }zcj01) ar kadu stacionaru Gausa
procesu un noteica procesa absoluto vertibu maksimuma asimptotisku (1 — a))—kvantili,
balstoties uz Bickela un Rosenblatta (1973)[16] rezultatiem. Situacija, kad pastav hete-
roskedascitate, nevar rikoties lidzigi. Tapéc izmantosim butstrapa metodes parasto ideju.
Izlaizot kada Gausa procesa maksimalas novirzes sadalijuma aproksimacijas soli, meés
gribam sagaidit labaku parklajuma precizitati vienlaicigajam ticamibas joslam. Heteros-
kedastisko kladu de] més izmantosim mezonigu butstrapu un neparametriskas regresijas
lokalo polinomu novértéjumu.

Tatad no sakuma iegustam rezidijus ¢; = Y; — 7(X;). Talak generejam neatkarigus

2

gadijuma lielumus €] ar videjo vertibu 0, dispersiju € un ierobezotiem augstakas kartas
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momentiem. Pielietosim mezoniga butstrapa vienkarsoto variantu
(i) € ~ N(0,€7)
vai
(ii) P(ef = —&) = P(ef = +&) = 5.
Nakamais solis ir procesa {7(z) — 7(x)}c(0,1) stohastiskas dalas 7o(z) = ) l;(x)e; simule-
sana ar 74(x) = > l;i(x)€}.

Ja mes salidzinasim divu gadijuma lielumu kumulativas sadalijjuma funkcijas, tad mes

varam gaidit, ka tas bus tuvas viena otrai, ja ar lielu varbutibu atskiribas starp gadijjuma

lielumiem ir mazas. Sakara ar to definésim sekojoso jedzienu.

Definicija 12. Piepemsim, ka {Y,} un {Z,} (Z, > 0 gandriz drosi) ir gadijuma lieluma
virknes, un {7y, } ir pozitivo realo skaitlu virkne. Ja P(|Y,| > CZ,) < Cv, ir spéka pie
n>1un C < oo, tad raksta

Y, = O(Zp, ).

Sekojosa lemma parada kada veida O var izmantot, lai pieraditu divu gadijuma lielumu

tuvumu.

Lemma 1. [17] Piepemsim, ka {X,} ir gadguma lielumu virkne ar P(X,, € la,b]) <

C((b— a)cy, + vn1) pie patvaligiem a un b un 'Y, = 5(%2, Yns). Tad
P(X,+Y,<t)=P(X, <t)+ O + cnVn2 + Vn3)
uzvedas vienmerigi pie t € (—oo, 00).

Tatad tika iegtts svarigs rezultats, kas balstas uz procesa {7(x) — r(x)},cp,1) aprok-
simaciju ar {7;(z)}zcp,1)- Tadejadi tika sasaistiti nosaciti sadalfjumi L(e;|Y") ar sada-
Ijumiem L(¢;). Turpmak ar § > 0 sapratisim patvaligu loti mazu konstanti, bet ar

A < oo—patvaligu loti lielu konstanti.

Teoréma 7. [I7] Pienemsim, ka izpildas nosacijumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) un €, i =

1,...,n tiek defineti pec ieprieks aprakstitas procedaras. Tad eksiste {¢;} un {€;} versijas
uz attiecigas kopéjas varbatibu telpas tadas, ka

sup {[(F(z) — r(x)) = 75(x)[} = O(n’(nh) ™ + 1¥,n ™),

z€[0,1]

kas ir speka uz kopas (e, ..., €,) € Qo ar P(Qy) > 1—0(n™?).
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Vienlaicigas ticamibas joslas ar vienmeérigo platumu.

Pienemsim, ka ¢7 ir lieluma

Uno = sup {|7G(2)[}
z€]0,1]
sadalfjuma (1 — a)—kvantile. Sis lielums tika ieviests, lai simulétu
Un = sup {|7A1<I> - 7”(1’)’}

z€[0,1]

No Teorémas [7|ir zinams, ka process 7(x) — r(z) ir lidzigs nosacitam procesam 7 ()
uz attiecigas varbitibu telpas. Nakama lemma define apaksejo robezu varbutibai, ka

sup,{|7§(z)|} iekrit mazos intervalos.

Lemma 2. [I7] Piepemsim, ka izpildas nosacijumi (4.2.1)), (4.2.2), (4.2.3). Tad

P ( sup {|7f5(z)[} € [a,b]) = O((b — a)(nh)?(logn)'? + n%; (nh)~/?).

z€[0,1]

Nakama teorema define kludas augséjo robezu parklajuma precizitatei vienlaicigam

ticamibas joslam ar vienmerigu platumu ¢} apkart 7(x).

Teoréma 8. Piepemsim, ka izpildas nosacijumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3)). Tad

P(r(z) € [r(x) —t.,7(x) + t] wvisiem x €10,1]) =
=1 —a+O0(n’(nh)~% 4+ (nh)*(logn)'/2n").
[0 Péec Teorémas [7] iegistam, ka

|Un = Upol < sup {[(7(x) — r(x)) — 75(2)]} =

z€[0,1]

= O(n’(nh)~' + hF,n=*1)

ir speka attieciga varbutibu telpa, kas nodrosina (pec Lemmam (1| un
sup{|P(U, < ) = P(U < tY)]} =
= O(n®(nh)~"? 4+ h*(nh)"?(logn)"/?, n )
vienmeérigi noteikta kopa Y € Qg ar P(€) = O(n™*). Tas nozime, ka
P(U, < )iz, = P(Uy < t5]Y) + O(n® (nh) ™%+
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+h*(nh) Y2 (logn)Y?, n=) =
=1—a+0m(nh)" 2+
+hF(nh)!?(log n)'/2,n %),

telpa Y € (). Integrejot pa t’, ieglistam izteiksmi, kuru vajadzeja pieradit. W

Vienlaicigas ticamibas joslas ar mainigo platumu.
Seit mes piedavasim lietderigo alternativu ieprieks aprakstitajam vienlaicigam ticami-
bas joslam. Ideja ir tada, ka joslu platums ir proporcionals 7(x) novertétai standartno-

virzei. Rezidiji ¢; tiek izmantoti, lai novertétu o?(z) = D(7(x)) ar

= Z 12(z)é

Piepemsim, ka ¢7* ir lieluma
To = Sl[lolbll{lfé(fﬂ)\ [V ()}
xe|0,
sadaltjuma (1 — a)—kvantile. Sis lielums simule
T, = sup {|f(z) —r(x)|/v/6*(x)}.
z€[0,1]

Lemma 3. Pienemsim, ka izpildas nosacyjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3). Tad

sup {|6%(2) — o®(2)|} = O(n’(nh) =/ n 7).

z€[0,1]

& = € = 26(F(X,) — (X)) + (F(X;) — r(X5))%.
No ta seko, ka pie fikséta punkta x

6% ()

ZF e —0

+ D) ER@)[(F(X) = (X)) = 26(P(X;) — T(Xi))}‘ =

= O(n®(nh) =32, n™).
Veicot procesa 62(x) —o?(x) aproksimaciju pietickami smalki saskelta intervala [0, 1], mes
pieradijam lemmas apgalvojumu. |
No sis lemmas seko, ka |7(x x)|/v/0%(x) un 7§(x)/\/6%(x) var labi aproksimet

attiecigi ar | z)|/\/o?(x) un 7§(z /\/02 x).
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Teoréma 9. Piepemsim, ka izpildas nosactjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3)). Tad

P (r(x) € [i(z) — /G2 (@)t 7 (x) + /G2 (@)t wvisiem x € [0, 1]) -
=1—a+ 0 (n’(nh)™"? + (nh)"*(logn)'/*h") .
Teoremas pieradijuma ideja ir tada, ka, izmantojot dotas aproksimacijas

7:(‘73) — T(J}) f(x) — T(ZE) + 5(n5(nh)*1, nf)\)

S5 @) o @)

un

fS(x) o 726(1‘) —l—é(n‘s(nh)_l,n_k),

NG RNE)

var pieradit teoremas apgalvojumu lidzigi ka Teorema 8| (skatit [17]).
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5. Simulacijas

Saja nodala, izmantojot parklajuma precizitati, salidzinasim mezoniga butstrapa vien-
laicigas ticamibas joslas, kas tiek konstruetas ar dazadu metozu palidzibu. Simulacijas

balstas uz fikseta dizaina modeli
Y; =r(i/n)+ e, Elg)=0, D(g)=07, i=1,...,n,

ar regresijas funkciju

r(z) = exp(—32(z — 0.5)?).

Tika genereti dati pie izlasu apjomiem n = 100, n = 200 un n = 300, un tika apskatitas
dazadas kludu dispersijas strukttiras: homogena dispersija o; = 0.1, vaja heteroskedasci-
tate o; = 0.05+0.1r(X;) un stipra heteroskedascitate o; = 0.01+0.2r(X;). Kludas ¢; tiek

simuletas pec normala sadalijuma ar videjo vertibu 0 un dispersiju o?.

(Genereto datu
vienas simulacijas piemers tiek atspogulots Attelos un Tiek salidzinatas cetras
metodes vienlaicigo ticamibas joslu konstruésanai neparametriskajai regresijai:

1. vienada platuma ticamibas joslas

2. mainiga platuma ticamibas joslas

- VR ) + I

‘3>

3. 1Y modifikacija
IV = [f(x) — Vw(@)tl ™, #(z) + Vw()tl ],

kur t%* ir lieluma W}, = s?p]{\ro z)|/y/w(x)} sadalijuma (1 — a)—kvantile un w(z) =
z€(0,1
> i 1]2 (x) ir faktors, kas ir proporcionals lokalas polinomu regresijas gludinataja dispersijai
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5.1. att.: Genereti dati ar pievienotu istas  9-2. att. Generéti dati ar pievienotu Is-

regresijas funkcijas modeli, o; = 0.1, n = 200  tas regresijas funkcijas modeli, o; = 0.01 +

0.2r(X;), n = 200

dizaina punkta x.

4. ticamibas joslas péc San un Loader metodes
" = [i(z) = co (@) [[i(x)]], 7(x) + eo(@)l|i(2)]]

Seit #*(x) ir r(z) novéertejums, kas tika iegiits, pielietojot lokalo linearu gludinataju ar Gau-
sa kodolu. Gludinasanas parametrs h tika izvelets, izmantojot krosvalidacijas proceduru.

Lai novertetu apskatito metozu efektivitati, 1000 reizu tiek simuléti dati pie daza-
du izlasu apjomiem. Katrai izlasei tika generétas 1000 butstrapotas izlases, lai noteiktu
attiecigu kvantili. Tiek konstruétas vienlaicigds ticamibas joslas neparametriskajai regre-
sijai pie nozimibas limeniem a = 0.10, 0.05 un 0.01. Programma R uzrakstita algoritma,
kas rekina parklajuma precizitati uzkonstruetajam ticamibas joslam, darbibas laiks ir loti
liels. Sakara ar to, ka netika atrasts risinajums, ka var optimizét doto uzdevumu, tika
pienemts lemums samazinat butstrapoto izlasu skaitu lidz 350, bet ka gludinasanas pa-
rametru h izmantot plug-in novertejumu, kas ir iebavéts R programma ka funkcija dpill.
Tada veida tika aprekinatas parklajuma precizitates ticamibas joslam. Rezultati tika

apkopoti Tabulas [5.1.5.2.| un 5.3

Gadijuma, kad dispersija ir konstanta, var noverot, ka parklajuma precizitates visam

ticamibas joslam ir loti tuvas parklajuma teoretiskajam varbtutibam. Tomer rezultati ir
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5.1. tabula: Parklajuma precizitate vienlaicigajam ticamibas joslam pie izlases apjoma

n = 100.

Ticamibas ITmenis v IT ISt

90% 0.831 0.850 0.863 0.870

o;=0.1 95% 0.900 0.887 0.902 0.935

99% 0.940 0.950 0.943 0.975

90% 0.845 0.860 0.843 0.610

o; =0.05+4 0.1r(X;) 95% 0.860 0.892 0.887 0.665
99% 0.910 0.965 0.939 0.685

90% 0.617 0.871 0.826 0.525

o; = 0.01 4+ 0.2r(X;) 95% 0.757 0.904 0.913 0.560
99% 0.896 0.957 0.956 0.655

5.2. tabula: Parklajuma precizitate vienlaicigajam ticamibas joslam pie izlases apjoma

n = 200.
Ticamibas limenis v st

90% 0.867 0.870 0.857 0.886

o, =0.1 95% 0.900 0.923 0.905 0.927

99% 0.966 0.971 0.971 0.979

90% 0.886 0.895 0.857 0.677

o; = 0.05 4 0.1r(X;) 95% 0.923 0.923 0914 0.713
99% 0.942 0971 0.962 0.795

90% 0.762 0.894 0.867 0.559

o; = 0.01 4+ 0.2r(X;) 95% 0.876 0.905 0.933 0.600
99% 0.914 0.971 0.981 0.668

nedaudz labaki ticamibas joslam I5% un I, kas ir vairak pielagotas homoskedastistis-
kajam gadijumam. Pieaugot heteroskedascitatei, butstrapa ticamibas joslam joprojam ir
laba parklajuma precizitate, kamer I5% joslu parklajuma klada ieverojami pieaug. Starp

butstrapa joslam sliktaki rezultati ir joslam I, jo geit tiek nemta vera dispersijas nover-
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5.3. tabula: Parklajuma precizitate vienlaicigajam ticamibas joslam pie izlases apjoma

n = 300.

Ticamibas ITmenis v IT ISt

90% 0.898 0.901 0.914 0.893

o;=0.1 95% 0.952 0.962 0.942 0.955

99% 0.981 0.994 0.991 0.987

90% 0.886 0.904 0.901 0.682

o; =0.05+4 0.1r(X;) 95% 0.953 0.962 0.952 0.732
99% 0.981 0.980 0.982 0.808

90% 0.866 0.914 0.905 0.587

o; = 0.01 4+ 0.2r(X;) 95% 0.895 0.962 0.952 0.615
99% 0.962 0.981 0.998 0.696

téjuma izkliede, lidz ar to notiek ticamibas joslu platuma sasaurinajums. Taja pasa laika
IV un I joslu platums ir ieverojami lielaks neka mainiga platuma ticamibas joslam.
Tlustrativais piemers vienai un tai pasai simulacijai tiek atspogulots attelos [5.3] un
b.5]
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5.5. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas IV neparametriskajai regresijai, o; = 0.05 +

0.17(X;), a = 0.05, n = 100
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6. Pielietojumi

Saja nodala konstruesim vienlaicigas ticamibas joslas realai datu problemai. Tiek
apskatiti divu veidu dati: ar homoskedastisku un heteroskedastisku struktaru. Un abos
gadijumos tiek parbaudita hipoteze par to, ka atlikumu dispersija ir atkariga no regresora,

izmantojot Goldfelda-Kvandta testu.

Goldfelda-Kvandta tests (Goldfeld-Quandt test).
Hy: o0, =Const

H1 L0 = O'(XZ)

Testa procedura ir sekojosa. No sakuma sakarto noverojumu parus (Xq,Y7),...,(X,,Ys)
péc prediktora vertibam. Un sadala datus divas grupas (X;, Y7) un (X7, Y;) ar attie-
cigiem izlases apjomiem n; un ns, kur n; + no = n. Nulles hipotéze tiek noraidita, ja
atlikumu dispersijas divos linearos regresijas modelos ir vienadas. Tatad pienemsim, ka
rezidiju vektori ir €; un é,, tad testa statistika ir sekojosa

€2T€2/(n2 — 1)

R % Flny—p),(na—p)» Ja Hg ir speka. SI testa procediira tiek domata dilstosai dispersijai.
Augosai dispersijai jamaina vietam indeksi testa statistika. Eksiste s1 testa modifikacija.
Jaizsledz aptuveni n/4 = d (dazos literaturas avotos piedava izslegt n/3 noverojumus)
videjas vertibas no sakartotas datu kopas. Péc tam javeic regresija péc pirmajiem n/2—d/2
novérojumiem un péc pédéjiem n/2 — d/2 noverojumiem, iegistot atlikumus é; un és.
Testa statistika ir sekojosa

éfe,

R > F(%_%_Q)v(%—%—Q)’ ja HO ir Spéka
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Ja mes izslegsim parak daudz noverojumu, tad kvadratu atlikumu summam RSS; un
RSS;y biis parak zemas brivibas pakapes. Ja més izslegsim parak maz novérojumu, tad
testa efektivitate bis loti zema, jo RSS; un RSS; salidzinaSana bis neefektiva. Sikak
par $o testu skatit [5].

Mes nelietosim $1 testa modifikaciju, jo isti nav skaidrs ka izveleties izslégto noverojumu
skaitu. Goldfelda-Kvandta tests tiek iebuvets programma R ka funkcija ggtest.

Tatad no sakuma apskatisim heteroskedastisko datu pieméru, kas pilna meéra ilustrés

§1 darba rezultatus.

Heteroskedastisko datu piemérs

Tiek analizeti CMB(cosmic microwave background radiation) dati - noverotais fluktu-
aciju speks atkariba no temperatiras fluktuacijas frekvences no Larry Wassermana gra-
matas [3]. Datus var brivi lejupladet no majaslapas http://www.stat.cmu.edu/larry /all-
of-nonpar/data.htm. Noverojumu skaits ir pietiekosi liels, n = 899. CMB dati tika
atspoguloti Attéla[6.1.

10000 20000
| |

0
|

-10000

0 200 400 600 800

6.1. att. Fluktuaciju speks atkariba no temperatiras fluktuacijas frekvences

Pec CMB datu grafika var redzet, ka dispersija klust lielaka, pieaugot mainiga X;
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6.4. att. Lokala regresija Z; pret X; 6.5. att. Dispersijas novertejums

vértibai. Veicot Goldfelda-Kvandta testu pie nozimibas limena a = 0.05, tika noraidita
nulles hipoteze par analizejamo datu homogenitati, ta ka p—vertiba ir mazaka par 2.2e —
16.
Lai novertétu regresijas funkciju, sakuma jaizvélas gludinasanas parametru h. Jami-
nimize krosvalidacijas funkcija (2.3.1). Attela tika atspogulots §is funkcijas grafiks.
Tatad ar krosvalidacijas palidzibu iegiutais optimalais joslas platums ir h = 39, kas
kontrolé gludinasanas pakapi.

Izmantojot doto optimalo joslas platumu un pielietojot lokalo linearu gludinataju ar
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6.6. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas 157 neparametriskajai regresijai, o = 0.05, CMB

dati

o °

8 -4 | — r(x) novertejums|

Q — bootl "9
—— boot2 D

o —— boot3 ° ep°

3 s

o —

8 .

-

o —

o

o

S _|

o

- B

6.7. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot mezonigo

butstrapu, a = 0.05, CMB dati
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6.8. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot nepara-

metrisko rezidiju butstrapu, a = 0.05, CMB dati

Gausa kodolu, tika ieguts regresijas novertejums 7(z).

Ta ka San un Loadera modelim ir pienemums par atlikumu normalitati, japarbauda
vai tie ir normali sadaliti.

Attela redzamais Q-Q grafiks liecina par to, ka atlikumiem nav normalais sada-
Ijjums. Ar1 veicot datu normalitates parbaudi ar Kolmogorova-Smirnova testa palidzibu,
jasecina, ka, ta ka p—vertiba ir mazaka par 2.2e — 16 tad, pie nozimibas limena o = 0.05
janoraida hipotéze par analizéjamo datu normalitati.

Nakamais solis ir dispersijas o(X;) novertesana. Tapec tiek aprekinatas vertibas Z; =
In(Y; — #(X;))? un veikta lokala regresija Z; pret X;. Sis regresijas funkcijas grafiks tiek
atspogulots Attela [6.4]

Ar &is regresijas palidzibu tiek ieguts novertejums ¢(x). Savukart, izmantojot iepriek-
$ejo novertejumu, tiek aprekinats dispersijas novertejums 62(x) = exp(G(z)). Attela m
var redzet dispersijas novértéjumu atkariba no regresora.

Dispersija tiesam nav konstants lielums, jo, pieaugot mainiga X veértibai, variacija
klust tikai lielaka.

Tadejadi uz doto bridi ir visa nepieciesama informacija, lai uzkonstruétu vienlaicigas
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[SL

ticamibas joslas 151, IT IV un I kas tika definetas 6.nodala. Sakuma aprekinasim
konstantes kg un ¢, kas tiek izmantotas San un Loader joslu konstruésanai. Péec formulas
tiek aprekinata konstante kg = 36.11. Ar iegnitas konstantes palidzibu pec formulas
tiek aprekinats ¢ = 3.30571. Uzkonstruetas vienlaicigas ticamibas joslas 151 pie
nozimibas limena a = 0.05 tiek atspogulotas Attelal6.6.) Savukart joslas 17, IV un I}V (uz

x

grafika attiecigi bootl, boot2, boot3) tiek konstruétas, izmantojot 1000 bustrapa izlases,
Attels [6.7]

Analizejot uzkonstrueto vienlaicigo ticamibas joslu grafikus, var secinat, ka San un
Loader un boot1 joslas ir jutigas pret datu izkliedi, kamer boot2 un boot3 joslas ir plasakas
un ar vienmeérigu joslas platumu.

Uzkonstruesim ticamibas joslas bootl, boot2 un boot3, pielietojot rezidiju butstrapu
(Attels

Analizgjot ar rezidiju butstrapu uzkonstruétas joslas, var secinat, ka tiesam rezidiju
butstraps slikti strada uz heteroskedastiskiem datiem. Bootl un boot2 joslas ir parak

sauras. Savukart bootl klust parak jutigs pret datu izlecejiem.

Homoskedastisko datu piemérs

Dati ar homoskedastisku strukttiru tika iegtiti no apdrosinasanas kompanijas “ERGO
Latvija Dziviba”. Ta ka datu izmantoSsana arpus kompanijas nav atlauta, sakotnejiem
datiem tika mainita skala.

Apskatisim grupas klienta veselibas apdrosinasana pieteikto atlidzibu skaitu atkariba
no polises lietosanas ilguma. Parasti sada tipa dati tiek izmantoti apdrosinasanas produk-
ta tarifu noteiksana. Laiks tiek merits nedelas. Novérojumu skaits ir neliels, n = 66. Dati
tika atspoguloti Attéela Veicot Goldfelda-Kvanda testu, nulles hipotéze par analizéja-
mo datu homogenitati netiek noraidita pie nozimibas limena o = 0.05, ta ka p—vertiba
ir vienada ar 0.6884.

Talak ar krosvalidacijas metodes palidzibu izvélésimies gludinasanas parametru h.
legiitais optimalais joslas platums ir h = 0.75. Izmantojot doto optimalo joslas platumu
un pielietojot lokalu linearu gludinataju, tika ieguts regresijas novertejums 7(z). Nakamais
solis ir konstantas dispersijas novertésana péc Teoréemas @ Tegiistam, ka 62 = 0.06289096.
Talak tiek parbaudita atlikumu normalitate.

Pec Attela var iedomaties, ka atlikumi tiek sadaliti normali. Veicot Kolmogorova-

40



1.0

0.6

0.4

0.2

6.9. att. Pieteikto atlidzibu skaits atkariba no polises lietosanas ilguma

0.014
|
20000
|

0.012
|

10000
|
8

0.010
|
0
|

0.008
|

0.006
|

-20000 -10000

6.10. att. R(h) atkariba no joslas platuma 6.11. att. Q-Q grafiks

Smirnova testu, jasecina, ka, ta ki p—veértiba ir vienada ar 0.1099, tad pie nozimibas
limena o = 0.05, hipotéze par analizéjamo datu normalitati netiek noraidita.

Aprekinot konstantes ko (kg = 48.63) un ¢ (¢ = 3.39), ar San un Loader metodes
palidzibu tika konstruétas vienlaicigas ticamibas joslas (Attels . Un, izmantojot
1000 mezoniga butstrapa izlases, tika iegfitas ticamibas joslas I, IV, IV (Attels [6.13).

Analizejot uzkonstrueto vienlaicigo ticamibas joslu grafikus, var secinat, ka I°F, boot2
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6.12. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas I°F neparametriskajai regresijai, o« = 0.05, ERGO

kompanijas dati
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6.13. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot mezonigo

butstrapu, a = 0.05, ERGO kompanijas dati
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un boot3 joslas pec platuma un uzvedibas ir loti lidzigas. Ticamibas joslas bootl ir loti
jutigas pret izlecéjiem, tapéec var secinat, ka ST metode labak strada pie hereskedastiskas
struktiras. Salidzinajumam uzkonstruésim vienlaicigas ticamibas joslas bootl, boot2 un

boot3, izmantojot rezidiju butstrapu. Analizéjot ar rezidiju butstrapu uzkonstruetas jos-
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_— bootl
boot2
boot3
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|
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6.14. att.: Vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot nepara-

metrisko rezidiju butstrapu, a = 0.05, ERGO kompanijas dati

las, var secinat, ka rezidiju butstraps dod diezgan plasas ticamibas joslas boot2 un boot2
gadijumos. Un kartéjo reizi var parliecinaties, ka bootl japieméro heteroskedastiskiem
datiem, it 1pasi, ja izlases apjoms nav liels, ka art ir Saja gadijuma. Homoskedastiskiem

datiem joslas boot1 praktiski nav pielietojamas.
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Secinajumi

Vienlaicigo ticamibas joslu konstruésanai neparametriskaja regresija tika apskatitas di-
vas pieejas: klasiska San un Loader un rezidiju butstrapa metodes. Sakotnéjais uzdevums
bija veikt San un Loader metodes detalizetaku analizi. Pats gritakais posms vienlaicigo
ticamibas joslu konstruésana neparametriskajai regresijai ir konstantes ky aprékins. No
ko ir atkarigs konstantes ¢ apréekins, kas ietekmé ticamibas joslu konstruesanu. Konstante
ko tika uzprogrammeta programpakete R.

Literatura ir zinams, ka eksisté rezidiju butstrapa dazadi veidi. Darba tika veikta
butstrapa metozu analize un salidzinajums. No ta tika secinats, ka mezonigais butstraps
vislabak ir piemerots heteroskedastiskiem datiem. Un turpmak regresijas modelos tika ap-
skatits rezidiju mezonigais butstraps. Nakamais solis bija ar rezidiju mezoniga butstrapa
palidzibu uzkonstruét vienlaicigas ticamibas joslas neparametriskajai regresijai.

Lai apstiprinatu iegiitos teorétiskos rezultatus, tika salidzinatas vienlaicigas ticamibas
joslas ar simulaciju metodes palidzibu. Simuléjot datus pie dazadas dispersijas strukti-
ras, tika uzkonstruetas vienlaicigas ticamibas joslas un, izmantojot parklajuma precizitati,
tika analizéta metozu efektivitate. Simulacijas iegtitie rezultati liecina, ka heteroskedastis-
ko datu gadijuma, klasiska pieeja dod Saurakas joslas neka mezoniga butstrapa metode.
Savukart homoskedastisko datu gadijuma, San un Loader metode dod nedaudz labakus
rezultatus. Palielinoties izlases apjomam, visam c¢etram ticamibas joslam parklajuma
precizitates konvergé uz teorétiskajam, tomér sameéra léeni.

Viens no darba uzdevumiem bija pielietot apskatitas metodes realai problematikai.
Tika apskatiti heteroskedastiskie un homoskedastiskie dati. Heteroskedastisko datu gadi-
juma tika izmantoti CMB (cosmic microwave background radiation) dati, iegiitie no Larry
Wassermanna majas lapas. Ar mezoniga butstrapa metodi konstruetas ticamibas joslas
neparametriskajai regresijai pie nozimibas limena o = 0.05 ir plasakas un labak pielagotas
datu struktarai neka joslas, kas tika iegtitas ar San un Loader palidzibu. Konstrugjot tas
pasas ticamibas joslas, bet tikai pielietojot neparametrisko rezidiju butstrapu nevis mezo-
nigu butstrapu, tika secinats, ka tieSam neparametriskais rezidiju butstraps dod saurakas
ticamibas joslas, kas mazak ievero datu heteroskedastisku dabu.

Homoskedastisko datu gadijuma tika izmantoti dati no apdrosinasanas kompanija “Er-
go Latvija Dziviba” par viena grupas klienta, kam ir veselibas apdrosinasana, pieteikto

atlidzibu skaitu atkariba no apdroginasanas polises lietoganas ilguma. Saja gadijuma ar
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San un Loader metodes palidzibu uzkonstruetas joslas ir loti plasas, tam viens no iemes-
liem ir neliels izlases apjoms. Ar mezonigo butstrapu uzkonstruétas ticamibas joslas ir
Saurakas. Savukart ar neparametrisko bustrapu uzkonstruétas joslas ir plasakas neka ar

mezonigo bustrapu uzkonstruetas joslas.
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A Pielikums

Al. Programmas kods vienlaicigo ticamibas joslu kon-
struésanai neparametriskajai regresijai ar San un

Loader metodes palidzibu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)
x.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),1]
y.data<-visi.dati[l:length(visi.dati[,1]),2]
n<-length(x.data)

y.data

x.data

library(KernSmooth)

h<-38.57

#lokala regresija( rn(x).n=sum(1li(x)*Yi); 1j(x)=bj(x)/sum bj; bi(x)=K(xi-x/h)*(Sn,2(x)-(xi-x)Sn,1(x))
## Sn,j=sum(K(xi-x/h)*(xi-x)"j )

#H# Gausa kodols
kod<-function(x){

1/sqrt (2*pi)*exp(-x~2/2)

}

i Funkcija Snj

Snj<-function(x,j,dati,h){
sum(kod((dati-x)/h)*(dati-x)"j)

}

#i4 Funkcija bi(x)
bi<-function(x,i,dati,h){
kod((dati[i]l-x)/h)*(Snj(x,2,dati,h)-(dati[i]-x)*Snj(x,1,dati,h))
}

##4 Funkcija 1i(x)
li<-function(x,i,dati,h){
n<-length(dati)
bi(x,i,dati,h)/sum(bi(x,1:n,dati,h))
}

#it# Funkcija Ti(x)
Ti<-function(x,i,dati,h){

kk<-sum(bi(x,1:n,dati,h))
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1.norma<-sqrt(sum(li(x,1:n,dati,h)"2))
1i(x,i,dati,h)/1.norma
}
### Zi punkti
k<-10000
min.x<-min(x.data)
max .x<-max(x.data)
m<-(max.x-min.x)/k
z<-seq(min.x,max.x,by=m)
mm<-length(z)
mm

Matrica T
T.matr<-matrix(0,length(z),n)

for (i in 1:length(z))

{

T.matr[i,1:n]1<-Ti(z[i],1:n,x.data,h)

}

##4 Matrica T(i)-T(i-1)

matr.pedeja<-T.matr[2:mm,1:n]-T.matr[1: (mm-1),1:n]
matr.st<-matrix(0,length(z),n)

for (i in 2:length(z))

{
matr.st[i,1:n]J<-(T.matr[i,1:n]-T.matr[i-1,1:n])"2
}

normas<-matrix(0,1,n)

for(i in 1:n)

{

normas[1:1,i]<-sqrt(sum(matr.st[1:length(z),i]))

}

kO<-sum(normas[1,1:n])

### Gausa kodola atvasinajums
kod_atv<-function(x){

(-1/sqrt(2#pi))*x*exp(-x"2/2)

Y

### c0 aprekins
alfa<-0.05

k_n<-k0

g<-function(x){
alfa-2*(1-pnorm(x,0,1))-(k_n/pi)*exp(-x~2/2)
}
cc<-uniroot(g,c(-100,100))
c_const<-cc$root
##4 Lokalas regresijas novertejums rn(x)
rn.loc<-function(x,xdat,ydat,h){
rn.vec<-c()
n<-length(xdat)

for(j in 1:length(x)){
rn.vec[jl<-sum(1i(x[j],1:n,xdat,h)*ydat)
}



rn.vec

by

i Dispersijas novért&jums ka funkcijas
Zi<-log((y.data-rn.loc(x.data,x.data,y.data,h))"2)

xx<-seq(min(x.data) ,max(x.data),len=100)

h.rez<-dpill(x.data,Zi)

plot(x.data,Zi,xlab="apgabals",ylab="Zi", main="Regresija Zi pret Xi",bcex=0.5)

points(xx,rn.loc(xx,x.data,Zi,h.rez),type="1",1lwd=2,col="red")

#### VienlaicIigas ticamIbas joslas (dispersija NAV konstanta)
bands.loc<-function(x,xdat,ydat,h,cc,zdat)q{

n<-length(xdat)

1l.norm<-sqrt(sum(li(x,1:n,xdat,h)"2))

h.rez<-dpill(xdat,zdat)

sigma<-sqrt(exp(rn.loc(x,xdat,zdat,h.rez)))
saknite<-sqrt(sum((1li(x,1:n,xdat,h)*sigma)"~2))
c(rn.loc(x,xdat,ydat,h)-ccksigma*l.norm,rn.loc(x,xdat,ydat,h)+cc*sigma*l.norm)
}

bands<-matrix(rep(0,1*n),2,n) #salikam nulles iek?? matric?, ir 2 rindas un nn kolonnas liela matrica ar null?m
for(j in 1:n){

bands[1:2,j]1<-bands.loc(x.datal[j],x.data,y.data,h,c_const,Zi)

}

A2. Programmas kods vienlaicigo ticamibas joslu kon-
struésanai neparametriskajai regresijai ar mezo-

niga butstrapa metodes palidzibu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)
x.data<-visi.dati[l:length(visi.dati[,1]),1]
y.data<-visi.dati[1l:length(visi.dati[,1]),2]
n<-length(x.data)

library(KernSmooth)

## Gausa kodols
kod<-function(x){

1/sqrt (2*pi)*exp(-x~2/2)

by
i Lokala regresija
### Funkcija Snj

Snj<-function(x,j,dati,h){
sum(kod((dati-x)/h)*(dati-x)"j)

}

#it# Funkcija bi(x)
bi<-function(x,i,dati,h){

kod((dati[i]-x)/h)*(Snj(x,2,dati,h)-(dati[i]-x)*Snj(x,1,dati,h))
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}
#it# Funkcija wi(x)
wi<-function(x,i,dati,h){
n<-length(dati)
bi(x,i,dati,h)/sum(bi(x,1:n,dati,h))
}
it Lokalas regresijas novertejums rn(x)
m_n<-function(x,xdat,ydat,h){
rn.vec<-c()
n<-length(xdat)
for(j in 1:length(x)){
rn.vec[jl<-sum(wi(x[j],1:n,xdat,h)*ydat)
}
rn.vec
}
##it Novert. epsiloni= Yi-m_nov
en<-y.data-m_n(x.data,x.data,y.data,h)
###  sqrt( mi~(x))
mi.n<-function(x)q{
mi.vec<-c()
for(j in 1:length(x)){
mi.vec[jl<-sqrt(sum((wi(x[j],1:n,x.data,h) 2)*(en~2)))
}
mi.vec
}
alpha<-0.05
R Bootstrapping_parametric “rbinom
B1<-1000
m_n.bi<-matrix(0,n,Bl,byrow=FALSE)
for (i in 1:B1){
bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)
zimes<-c()
for(k in 1:mn){
if (bin[k]<=0){zimes[k]<--1}
else {zimes[k]<-1}
¥
residuals<-en*zimes
for(j in 1:n){
m_n.b1[j,i]<-abs(sum(wi(x.datal[j],1:n,x.data,h)*residuals))
}
}
### Ux
U.b1<-c()
for(i in 1:B1){
U.bl[i]l<-max(m_n.b1[1:n,i]/mi.n(x.data))
}
t.bi<-quantile(U.bl,1-alpha)
##Confidence bands (1.example)

bands.bl<-function(x){

o1



c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.bl*mi.n(x),m_n(x,x.data,y.data,h)+t.bl*mi.n(x))
}
bandsi<-matrix(rep(0,1*n),2,n)
for(j in 1:n){
bands1[1:2,j]<-bands.bl(x.dataljl)
}
m_n.b2<-matrix(0,n,B1,byrow=FALSE)
for (i in 1:B1){
bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)
zimes<-c()
for(k in 1:n){
if (bin[k]<=0){zimes[k]<--1}
else {zimes[k]<-1}
¥
residuals<-en*zimes
for(j in 1:n){
m_n.b2[j,i]<-abs(sum(wi(x.data[j],1:n,x.data,h)*residuals))
}
}
#i## Ux
U.b2<-c()
for(i in 1:B1){
U.b2[i]<-max(abs(m_n.b2[1:n,i]))
}
t.b2<-quantile(U.b2,1-alpha)
#Confidence bands (2.example)
bands .b2<-function(x){
c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.b2,m_n(x,x.data,y.data,h)+t.b2)
}
bands2<-matrix(rep(0,1#*n),2,n)
for(j in 1:n){
bands2[1:2,j]<-bands.b2(x.datal[jl)
}
##Ht  sqrt( w(x))
w<-function(x){
w.vec<-c()
for(j in 1:length(x)){
w.vec[jl<-sqrt(sum((wi(x[j],1:n,x.data,h)"2)))
}
w.vec
}
m_n.b3<-matrix(0,n,Bl,byrow=FALSE)
for (i in 1:B1){
bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)
zimes<-c()
for(k in 1:mn){
if (bin[k]<=0){zimes[k]<--1}
else {zimes[k]<-1}
¥

52



residuals<-en*zimes

for(j in 1:n){
m_n.b3[j,i]l<-abs(sum(wi(x.data[j],1:n,x.data,h)*residuals))

}

}

### Ux

U.b3<-c()

for(i in 1:B1){

U.b3[i]<-max(m_n.b3[1:n,i]/w(x.data))

}

t.b3<-quantile(U.b3,1-alpha)

##Confidence bands (3.example)

bands .b3<-function(x){
c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.b3*w(x),m_n(x,x.data,y.data,h)+t.b3*w(x))
}

bands3<-matrix(rep(0,1#*n),2,n)

for(j in 1:n){

bands3[1:2,j]<-bands.b3(x.dataljl)

}

plot(x.data,y.data,col="black",xlab=" ", ylab="", cex=0.5)
points(x.data,bands1[2,],type="1",col="red",lwd=3,1ty=2)
points(x.data,bands1[1,],type="1",col="red",1lwd=3,1ty=2)
points(x.data,m_n(x.data,x.data,y.data,h),type="1",1wd=2, lty=1)
points(x.data,bands2[2,],type="1",col="green",lud=2,1ty=1)
points(x.data,bands2[1,],type="1",col="green",lud=2,1ty=1)
points(x.data,bands3[2,],type="1",col="blue",lwd=2,1ty=1)
points(x.data,bands3[1,],type="1",col="blue",lwd=2,1ty=1)
legend(0.65,23000,c("r(x) novertejums","bootl","boot2","boot3"),lwd=2,col=c("black","red","darkgreen","blue"))

A3. Programmas kods joslas platuma aprékinam ar

krosvalidacijas palidzibu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)
x.data<-visi.dati[l:length(visi.dati[,1]),1]
y.data<-visi.datil[1:length(visi.dati[,1]),2]

n<-length(x.data)

RS Nadaraya-Watson kodolu novértéjums

nad.fun<- function(x){sum(dnorm((x-x.data)/h)*y.data)/sum(dnorm((x-x.data)/h))}
i Krosvalidacija
1.nad<-function(x,i,h){dnorm((x-x.datal[i])/h)/sum(dnorm((x-x.data)/h))}
rez<-c()

hh<-seq(0,50,by=0.01)

for (j in 1:length(hh)){

h<-hh[j]

ss<-0

for (i in 1:n){
ss<-ss+((y.datal[i]l-nad.fun(x.data[i]))/(1-1.nad(x.datal[i],i,h)))"2
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}

rez[jl<-ss/n

}

plot(hh,rez,type="1",1wd=2,xlab="",ylab="" )
index<-order(rez) [1]

order(rez)

h.opt<-hh[index] ### minimiz&joSais h

h.opt
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