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Anotâcija

Darbâ tika apskatîta vienlaicîgo ticamîbu joslu konstruçðana neparametriskajai regresijai,

izmantojot San un Loader un rezidiju butstrapa metodes. Ðî darba mçríis ir pârâdît, ka

heteroskedastiskâ gadîjumâ (ja kïûdu dispersija ir atkarîga no regresora), meþonîgâ rezi-

diju butstrapa metode strâdâ labâk nekâ klasiskâ metode, kas balstâs uz parametriskiem

nosacîjumiem par kïûdu sadalîjuma veidu.

Atslçgas vârdi: neparametriskâ regresija, vienlaicîgâs ticamîbas joslas, meþonîgais but-

straps



Abstract

In this work was investigated a constructing of the simultaneous confidence bands in

nonparametric regression, using Sun and Loader and residual bootstrap methods. The

purpose of this work is to show, that in case of heteroskedasticity (then errors depend on

exogenous variables) wild residual bootstrap method works better than classical method,

which is based on the type of error distribution.

Keywords: nonparametric regression, simultaneous confidence bands, wild bootstrap



Saturs

Ievads 2

Apzîmçjumu saraksts 3

1. Pamatjçdzieni un definîcijas 4

2. Neparametriskâ regresija 5

2.1. Lineâras regresijas modelis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2. Lineârie gludinâtâji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3. Lokâlâ regresija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4. Lokâlâ polinomu regresija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.5. Dispersijas novçrtçðana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3. Butstrapa metode 16

4. Vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðana neparametriskajai regresijai 21

4.1. San un Loader metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.2. Meþonîgâ butstrapa metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5. Simulâcijas 30

6. Pielietojumi 35

Secinâjumi 44

Izmantotâ literatûra un avoti 46

A Pielikums 48

A1. Programmas kods vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai neparametris-

kajai regresijai ar San un Loader metodes palîdzîbu . . . . . . . . . . . . . 48

A2. Programmas kods vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai neparametris-

kajai regresijai ar meþonîgâ butstrapa metodes palîdzîbu . . . . . . . . . . 50

A3. Programmas kods joslas platuma aprçkinam ar krosvalidâcijas palîdzîbu . . 53

1



Ievads

Regresijas analîzç svarîgu vietu aizòem ticamîbas joslas, lai gan ïoti svarîgi konstruçt

arî paðu regresijas funkcijas novçrtçjumu. Eksistç divu veidu ticamîbas joslas: punktveida

un vienlaicîgâs. Literatûrâ pârsvarâ tiek apskatîtas punktveida ticamîbas joslas, kas tiek

saistîtas ar vienlaicîgo joslu konstruçðanu sareþìîtîbu, tomçr vienlaicîgâs ticamîbas jos-

las dod informâciju kâdâ intervâlâ pie noteiktâ nozîmîbas lîmeòa atrodas visa nezinâmâ

regresijas funkcija.

San un Loader metode skaitâs klasiskâ metode neparametriskajâ regresijâ, kas balstâs

uz parametriskiem pieòçmumiem par kïûdu normalitâti. Ðî metode tika pamatota samçrâ

nesen, 1994. gadâ [1]. Ðî darba mçríis ir izanalizçt alternatîvu rezidiju butstrapu, kas sâka

attîstîties no 1986. gada [2], kâ arî salîdzinât to ar klasisko San un Loader metodi. Ðî tçma

ir aktuâla mûsdienâs. Viens no pçdçjiem darbiem ir Liu, Wei un Lin, Shan (2009) darbs

par vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm daudzdimensiju lineârajâ regresijâ, kâ arî Zhibio

Zhao un Wei Biao Wu (2008) darbs par vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm neparametriskajâ

laikrindu regresijâ.

Visbeidzot viens no darba mçríiem ir salîdzinât metodes, analizçjot pârklâjuma pre-

cizitâtes ar simulâciju palîdzîbu, kâ arî konstruçt ticamîbas joslas praktiskâm datu pro-

blçmâm. Vienlaicîgâs ticamîbas joslas tika konstruçtas uz CMB (cosmic microwave back-

ground radiation) datiem no Larry Wassermana grâmatas [3], kâ arî uz veselîbas apdroði-

nâðanas datiem, kas tika iegûti no apdroðinâðanas kompânijas \ERGO Latvija Dzîvîba".

Darbs sastâv no 6 nodaïâm un pielikuma. 1.nodaïâ definçti daþi pamatjçdzieni, kas

izmantoti darbâ. 2.nodaïâ ir aprakstîta neparametriskâ regresija, kurai tiek konstruçtas

vienlaicîgâs ticamîbas joslas. 3.nodaïâ ir aprakstîta butstrapa metode, tajâ skaitâ rezi-

diju butstraps, pâru butstraps un rezidiju meþonîgais butstraps. 4.nodaïâ ir aprakstîtas

vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanas metodes. 5.nodaïâ, izmantojot veiktâs simulâci-

jas, ir salîdzinâtas meþonîgâ rezidiju butstrapa vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanas

metode ar San un Loader metodi. 6.nodaïâ darbâ apskatîtâs metodes ir pielietotas reâlai

datu problçmai. Pçdçjâ nodaïâ ir aprakstîti galvenie darbâ iegûtie rezultâti un secinâjumi.

Izmantotâs literatûras saraksts ir ievietots pçc pçdçjâs nodaïas. Lai analizçtu un pçtî-

tu minçtâs metodes vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai neparametriskajâ regresijâ,

programmâ R tika uzrakstîtas vairâkas datorprogrammas, daþas no tâm ir pievienotas

pielikumâ.
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Apzîmçjumu saraksts

Xn = o(an) lim
n→∞

Xn
an

= 0

Xn = O(an) |Xn/an| ir ierobeþots visiem lieliem n

Xn
p−→ X konverìence pçc varbûtîbas

Xn
d−→ X konverìence pçc sadalîjuma

Xn = op(an) Xn
an

p−→ 0

Xn = Op(an)
∣∣∣Xnan ∣∣∣ ir ierobeþots varbûtîbâ visiem lieliem n
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1. Pamatjçdzieni un definîcijas

Ðajâ nodaïâ apskatîsim daþus darbâ izmantotos pamatjçdzienus. Jçdzienu definçðanâ

izmantoti literatûras avoti [3], [4].

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi un f ir

blîvuma funkcija.

Definîcija 1. Ja f̂n(x) ir funkcijas f(x) novçrtçjums punktâ x, tad kvadrâtiskâs kïûdas

zaudçjuma funkcija ir

L(f(x), f̂n(x)) = (f(x)− f̂n(x))2.

Definîcija 2. Zaudçjuma funkcijas vidçjo vçrtîbu sauc par risku

R(f(x), f̂n(x)) = E(L(f(x), f̂n(x))) = (E(f̂n(x))− f(x))2 +D(f̂n(x)).

Definîcija 3. Integrçtais risks tiek definçts sekojoði

R(f(x), f̂n(x)) =

∫
R(f(x), f̂n(x))dx.

Definîcija 4. Krosvalidâciju riska novçrtçjums ir

Ĵ(h) =

∫
f̂ 2
n(x)dx− 2

n

n∑
i=1

f̂−i(Xi),

kur f̂−i(Xi) ir blîvuma funkcijas novçrtçjums, ko iegûst pçc i - tâ novçrojuma atmeðanas.

Ĵ(h) sauc par novçrtçto risku jeb krosvalidâcijas skores funkciju.
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2. Neparametriskâ regresija

Ðajâ nodaïâ tiek dots neparametriskâs regresijas teorijas apskats, kas vçlâk tiks iz-

mantots vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai. Neparametriskâs metodes nodarbojas

ar standarta statistiskajâm problçmâm gadîjumâ, ja nosacîjumi par normâlo populâci-

jas sadalîjumu ir aizvietoti ar vispârçjiem nosacîjumiem par populâciju vai populâcijas

sadalîjumu.

Pieòemsim, ka doti n neatkarîgi un vienâdi sadalîti novçrojumu pâri (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn).

Starp rezultçjoðo mainîgo (atkarîgo) Y un neatkarîgo mainîgo X ir sekojoða savstarpçja

sakarîba

Yi = r(Xi) + εi, E(εi) = 0, i = 1, ..., n, (2.0.1)

kur r ir regresijas funkcija. Mçríis neparametriskajâ regresijâ ir novçrtçt paðu funkciju

r. r(x) novçrtçjums tiek apzîmçts ar r̂n(x). Tika pieòemts, ka dispersija D(εi) = σ2 nav

atkarîga no X. Regresijas lîkne tiek interpretçta kâ Y vidçjâ vçrtîba pie dotas vçrtîbas x ,

tas ir r(x) = E(Y |X = x). Ðajâ nodaïâ tiek apskatîtas tâdas lokâlas regresijas metodes kâ

kodolu regresija un lokâlâ polinomu regresija. Ðeit visi novçrtçjumi ir lineârie gludinâtâji.

Pirms iedziïinâsimies neparametriskajâ regresijâ, vispirms îsi tiks apskatîta parametriskâ

pieeja.

2.1. Lineâras regresijas modelis

Tiek doti neatkarîgi un vienâdi sadalîti dati (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn), kur Yi ∈ R un

Xi = (Xi1, ..., Xip)
T ∈ Rp. Lineâras regresijas modelis tiek definçts kâ

Yi = r(Xi) + εi =

p∑
j=1

βjXij + εi, i = 1, . . . , n, (2.1.1)
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kur E(εi) = 0, D(εi) = σ2 un Xi1 = 1. Dizaina matrica X ir n× p matrica

X =


X11 X12 . . . X1p

X21 X22 . . . X2p

...
...

...
...

Xn1 Xn2 . . . Xnp

 .

Vektoru kopa Υ sastâv no matricas X lineârâm kombinâcijâm.

Pierakstîsim lineârâs regresijas modeïa komponentes vektoru formâ: Y = (Y1, ..., Yn)T ,

ε = (ε1, ..., εn)T un β = (β1, ..., βp)
T . Tâtad modeli (2.1.1) var pârrakstît kâ

Y = Xβ + ε.

Mazâko kvadrâtu novçrtçjums β̂ = (β̂1, ..., β̂p)
T ir vektors, kurð minimizç kvadrâtu

atlikumu summu

RSS = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) =
n∑
i=1

(
Yi −

p∑
j=1

Xijβj

)2

.

[5] Ja matricai XTX eksistç inversâ matrica, tad labâkais novçrtçjums ir

β̂ = (XTX)−1XTY.

Tâdçjâdi r(x) novçrtçjums punktâ x = (x1, ..., xp)
T ir

r̂n(x) =

p∑
j=1

β̂jxj = xT β̂.

No tâ seko, ka novçrtçto vçrtîbu r = (r̂n(X1), ..., r̂n(Xn))T var pierakstît kâ

r = Xβ̂ = LY,

kur

L = X(XTX)−1XT .

Matricu L sauc par cepures (hat) matricu, bet vektora ε̂ = Y −r elementus par rezidijiem.

Matrica L ir simetriska un idempotenta, tas ir, L = LT un L2 = L. No tâ seko, ka r ir Y

projekcija uz telpu Υ , un parametru skaita p un matricas L attiecîba ir tâda, ka

p = tr(L).
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Dotam punktam x = (x1, ..., xp)
T

r̂n(x) = l(x)TY =
n∑
i=1

li(x)Yi, (2.1.2)

kur

l(x)T = xT (XTX)−1XT .

2.2. Lineârie gludinâtâji

Definîcija 5. Funkcijas r novçrtçjums r̂n ir lineârs gludinâtâjs, ja katram x eksistç vek-

tors l(x) = (l1(x), ..., ln(x))T tâds, ka

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi.

Lineârâs regresijas novçrtçjumi arî ir lineâri gludinâtâji (skatît (2.1.2)).

Definçsim novçrtçto vçrtîbu vektoru kâ

r = (r̂n(X1), ..., r̂n(Xn))T ,

un Y = (Y1, ..., Yn)T . Tad

r = LY,

kur L ir n × n matrica, kur i−tajâ rindiòa ir l(Xi)
T , tâdçjâdi Lij = lj(Xi). Un i−tâs

rindiòas elementi parada svarus, kas pieðíirti Yi, veidojot r̂n(Xi).

Definîcija 6. Matricu L sauc par gludinâðanas vai cepures matricu. Matricas L i−to

rindiòu sauc par efektîvo kodolu r(Xi) novçrtçðanai. Efektîvas brîvîbas pakâpes ir

ν = tr(L)

Ievçrosim, ka
n∑
i=1

li(x) = 1. Ja Yi = c katram i, tad r̂n(x) = c.

2.3. Lokâlâ regresija

Pieòemsim, ka xi ∈ R un regresijas modelis ir formâ (2.0.1). Ðajâ sadaïâ tiek apska-

tîts r(x) novçrtçjums, kas tika iegûts, òemot vidçjo svçrto no Yi mainîgajiem, pieðíirot

lielâkus svarus tiem punktiem, kuri ir blakus x. Vispirms apskatîsim kodolu regresijas

novçrtçjumu.
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Definîcija 7. Pieòemsim, ka h > 0 pozitîvs skaitlis, kuru sauc par joslas platumu.

Nadaraja-Watsona kodolu novçrtçjums ir definçts kâ

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur K ir kodols un li(x) ir svari, kas tiek definçti kâ

li(X) =
K
(
x−Xi
h

)∑n
j=1K

(
x−Xj
h

) .
Definîcija 8. Par kodolu sauksim jebkuru gludu funkciju K tâdu, ka K(x) ≥ 0,

∫
K(x)dx =

1,
∫
xK(x)dx = 0 un

∫
x2K(x)dx > 0.

Visbieþâk lietoti kodolu piemçri: boxcar kodols

K(x) =

 1
2
, |x| ≥ 1

0, pretçjâ gadîjumâ
.

normâlais jeb Gausa kodols

K(x) =
1√
2π
e−x

2/2,

Epaòeèòikova kodols

K(x) =

 3
4
(1− x2), |x| ≥ 1

0, pretçjâ gadîjumâ
.

Definîcija 9. Ja K ir kodols un joslas platums h ir pozîtîvs skaitlis, tad

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
ir kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums.

Kodola K izvçle nav tik svarîga, tâ kâ skaitliski ar daþâdiem kodoliem iegûtie novçrtç-

jumi ir ïoti lîdzîgi. Savukârt joslas platuma h izvçle ir bûtisks jautâjums, jo ðis parametrs

kontrolç gludinâðanas pakâpi. Mazi joslas platumi dod ïoti negludus novçrtçjums, bet

lielâki h dod gludâkus novçrtçjumus. Ilustratîvi piemçri tiek atspoguïoti Attçlos 2.1. un

2.2.

Gludinâtâji, kuri tiek izmantoti ðajâ darbâ, ir atkarîgi no gludinâðanas parametra h,

tâpçc ir nepiecieðama kaut kâda procedûra joslas platuma izvçlei. Definçsim risku jeb

vidçjo kvadrâtisko kïûdu

R(h) = E

(
1

n

n∑
i=1

(r̂n(Xi)− r(Xi))
2

)
.
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2.1. att.: Datu blîvuma funkcijas kodolu novçrtçjums ar daþâdiem joslas platumiem h pie

vienâda kodola

−2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

Gauss
Epanechnikova
Rectangular
Triangular

2.2. att.: Datu blîvuma funkcijas novçrtçjums ar daþâdiem kodoliem pie vienâda joslas

platuma h

Ideâli bûtu izvçlçties h, minimizçjot R(h), bet R(h) ir atkarîgs no nezinâmâs funkcijas

r(x). Tâpçc minimizçsim R(h) novçrtçjumu R̂(h). Pirmâ ideja ir minimizçt vidçjo kvad-

râtu atlikumu summu
1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂n(Xi))
2,

lai novçrtçtu R(h). Bet tas nav labs riska novçrtçjums, jo ir novirzîts un nepietiekoði

nogludinâts. Iemesls tam ir tâds, ka dati tiek izmantoti divreiz: lai novçrtçtu regresijas
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funkciju un risku. Tâpçc novçrtçsim risku, pielietojot "vienu-atstât-ârâ" krosvalidâcijas

funkciju.

Definîcija 10. "Vienu-atstât-ârâ" krosvalidâcijas funkcija (leave-one-out score function)

tiek definçta kâ

CV = R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − r̂−i(Xi))
2,

kur r̂−i ir novçrtçjums, kas iegûstams, izlaiþot pâri (Xi, Yi).

Definîcija 11.

r̂−i(x) =
n∑
i=1

Yjlj,(−i)(x),

kur

lj,(−i)(x) =

 0, ja j = i

lj(x)∑
k 6=i lk(x)

, ja j 6= i.

Ievçrosim, ka

E(Yi − r̂−i(Xi))
2 = E(Yi − r(Xi) + r(Xi)− r̂−i(Xi))

2 =

= σ2 + E(r(Xi)− r̂−i(Xi))
2 ≈ σ2 + E(r(Xi)− r̂n(Xi))

2,

tâdçjâdi

E(R̂) ≈ R + σ2.

Tâdâ veidâ krosvalidâcijas metode dod gandrîz nenovirzîtu novçrtçjumu. Tas ir acîmre-

dzams, ka R̂(h) aprçíinâðanas process bûs laikietilpîgs, jo nâksies pârrçíinât novçrtçjumu

pçc katra novçrojuma atmeðanas. Lineâram gludinâtâjam eksistç vienkârðotâ formula R̂

aprçíinâðanai (skatît [3]).

Apgalvojums 1. Ja r̂n ir lineârs gludinâtâjs, tad

R̂(h) =
1

n

n∑
i=1

(
Yi − r̂n(Xi)

1− Lii

)2

, (2.3.1)

kur Lii = li(Xi) ir i−tais diagonâlais gludinâðanas matricas L elements.

Tâtad gludinâðanas parametru h var izvçlçties, minimizçjot funkciju R̂(h). Alternatîva

metode krosvalidâcijai joslas platuma izvçlei ir plug-in novçrtçjums [3], [6].

Nâkamâ teorçma demonstrç, kâ joslas platums ietekmç novçrtçjumu.
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Teorçma 1. Risks Nadaraya-Watsona kodola novçrtçjumam ir

R(r̂n, r) =
h4
n

4

(∫
x2K(x)dx

)2 ∫ (
r′′(x) + 2r′(x)

f ′(x)

f(x)

)2

dx+ (2.3.2)

+
σ2
∫
K2(x)dx

nhn

∫
1

f(x)
dx+ o(nh−1

n ) + o(h4
n).

Turklât, ja hn → 0, nhn →∞, EY 2 <∞, f(x) > 0, tad r̂n(X)
p−→ r(X).

Pirmais saskaitâmais riska novçrtçjuma izteiksmç ir novirze kvadrâtâ, un otrais sa-

skaitâmais ir dispersija. Lielumu

2r′(x)
f ′(x)

f(x)
,

kuru satur novirze, sauc par dizaina novirzi, jo tas ir atkarîgs no X sadalîjuma. Tas

nozîmç, ka novirze ir ïoti jûtîga pret X izvietojumu. Kodolu novçrtçjumiem ir lielas

novirzes no îstâ novçrtçjuma netâlu no robeþâm, to sauc par robeþu novirzi.

R(r̂n, r) visâtrâk konverìç, kad abi divi saskaitâmie, novirze kvadrâtâ un dispersija

konverìç vienâdi, tas ir O(n5) = O( 1
nh

). Tâ ir novirzes - dispersijas kompromisa proble-

mâtika. Tâtad iegûtais optimâlais joslas platums ir

h∗ =

(
1

n

)1/5

 σ2
∫
K2(x)dx

∫
dx/f(x)

(
∫
x2K2(x)dx)2

∫ (
r′′(x) + 2r′(x)f

′(x)
f(x)

)2

dx


1/5

.

Tâdçjâdi h∗ = O(n−1/5). Ievietojot optimâlo novçrtçjumu h∗ novçrtçjumâ (2.3.2), var

redzçt, ka risks samazinâs ar âtrumu O(n−4/5). Parametriskajâm metodçm riska kon-

verìences âtrums ir O(n−1) [3]. Neparametriskâs metodes nedaudz sliktâk strâdâ nekâ

parametriskâs metodes. Bet parametriskâs metodes strâdâ labi tikai tad, ja blîvuma fun-

kcijas novçrtçjums ir labs, kamçr neparametriskâs metodes strâdâ vienmçr.

2.4. Lokâlâ polinomu regresija

Kodolu novçrtçjuma problçma ir dizaina un robeþu novirze, bet to var atrisinât ar

lokâlo polinomu regresiju.

Apskatîsim novçrtçjuma a ≡ r̂n(x) izvçli, minimizçjot kvadrâtu summu
n∑
i=1

(Yi − a)2.

Optimizâcijas problçmas atrisinâjums ir konstanta r̂n(x) = Y , kura acîmredzot nav labs

r(x) novçrtçjums. Tâlâk definçsim funkcijas svarus wi(x) = K((Xi−x)/h) un minimizçsim

svçrto kvadrâtu summu
n∑
i=1

wi(x)(Yi − a)2.
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Rezultâtâ iegûstam sekojoðo atrisinâjumu

r̂n(x) ≡
∑n

i=1wi(x)Yi∑n
i=1wi(x)

.

Tâtad Nadaraya-Watsona kodolu regresijas novçrtçjums ir faktiski regresijas lokâlâ ap-

roksimâcija ar konstanti. Tâlâk uzlabosim novçrtçjumu, izmantojot lokâlo polinomu ar

kârtu p konstantes a vietâ. Pieòemsim, ka x ir fiksçts punkts, kurâ tiks novçrtçta funkcija

r(x). Definçsim polinomu vçrtîbâm u punkta x apkârtnç:

Px(u; a) = a0 + a1(u− x) +
a2

2!
(u− x)2 + . . .+

ap
p!

(u− x)p.

Nâkamais solis ir a = (a0, . . . , ap)
T aproksimçðana, izvçloties â = (â0, . . . , âp) tâdu, kas

minimizç lokâli svçrto kvadrâtu summu

n∑
i=1

wi(x)(Yi − Px(Xi; a))2. (2.4.1)

Novçrtçjums â ir atkarîgs no fiksçta punkta x. Tâtad funkcijas r lokâlais novçrtçjums ir

r̂n(u) = Px(u; â).

Speciâlajâ gadîjumâ, kad u = x, iegûstam

r̂n(x) = Px(x; â) = â0(x).

Piezîme 1. Ja p = 0, tad iegûstam kodolu novçrtçjumu. Ja p = 1, tad to sauc par lokâlo

lineâro regresiju.

Lai atrastu â, pârdefinçsim problçmu vektoru formâ. Pieòemsim, ka dizaina matrica

ir definçta kâ

Xx =


1 X1 − x . . . (X1−x)p

p!

1 X2 − x . . . (X2−x)p
p!

...
...

...
...

1 Xn − x . . . (Xn−x)p
p!

 .

Minimizçjot izteiksmi (2.4.1), iegûstam svçrto mazâko kvadrâtu novçrtçjumu

â(x) = (XT
xWxXx)

−1XT
xWxY.

Speciâlajâ gadîjumâ r̂n(x) = â0(x) ir matricas (XT
xWxXx)

−1XT
xWx pirmâ rindiòa sareizi-

nâta ar Y . Tâdçjâdi var nodefinçt sekojoðu teorçmu (skatît [3]).
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Teorçma 2. Lokâlâs polinomu regresijas novçrtçjums ir

r̂n(x) =
n∑
i=1

li(x)Yi,

kur l(x)T = (l1(x), ..., ln(x)),

l(x)T = eT1 (XT
xWxXx)

−1XT
xWx,

e1 = (1, 0, ..., 0)T . Ðim novçrtçjumam matemâtiskâ cerîba ir

E(r̂n(x)) =
n∑
i=1

li(x)r(Xi)

un dispersija ir

D(r̂n(x)) = σ2

n∑
i=1

li(x)2 = σ2‖l(x)‖2.

Tâtad ðis novçrtçjums ir lineârs gludinâtâjs un joslas platumu var izvçlçties, minimi-

zçjot krosvalidâcijas formulu (2.3.1).

Teorçma 3 (Lokâlâ lineârâ gludinâðana). [3] Ja p = 1, tad r̂n(x) =
∑n

i=1 li(x)Yi, kur

li(x) =
bi(x)∑n
j=1 bj(x)

,

bi(x) = K

(
Xi − x
h

)
(Sn,2(x)− (Xi − x)Sn,1(x))

un

Sn,j(X) =
n∑
i=1

K

(
Xi − x
h

)
(Xi − x)j, j = 1, 2.

Nâkamâ teorçma liecina par to, ka lokâlâ lineârâ regresija ir labâka par kodolu regre-

siju.

Teorçma 4. [3] Pieòemsim, ka Yi = r(Xi)+σ(Xi)εi katram i = 1, . . . , n , a ≤ Xi ≤ b, un

X1, . . . , Xn ir izlase no kâda sadalîjuma ar tâdu blîvuma funkciju f , ka (i) f(x) > 0, (ii)

f , r′′ un σ2 ir nepârtraukti punkta x apkârtnç, un (iii) hn → 0 un nhn →∞. Pieòemsim,

ka x ∈ (a, b). Dotiem X1, . . . , Xn iegûstam, ka lokâlajam lineârajam novçrtçjumam un

kodolu novçrtçjumam dispersija ir

σ2(x)

f(x)nhn

∫
K2(u)du+ oP

(
1

nhn

)
.

Nadaraya-Watsona kodolu novçrtçjumam novirze ir

h2
n

(
1

2
r′′(x) +

r′(x)f ′(x)

f(x)

)∫
u2K(u)du+ oP (h2),
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kamçr lokâlajam lineârajam novçrtçjumam ir asimptotiskâ novirze

h2
n

1

2
r′′(x)

∫
u2K(u)du+ oP (h2).

Tâdçjâdi lokâlais lineârais novçrtçjums ir brîvs no dizaina novirzes. Robeþu punktos a

un b Nadaraya-Watson kodolu novçrtçjumam ir asimptotiskâ novirze ar kârtu hn, kamçr

lokâlajam lineârajam novçrtçjumam ir novirze ar kârtu h2
n. Ðajâ nozîmç lokâlâ lineârâ

novçrtçðana novçrð robeþu novirzi.

2.5. Dispersijas novçrtçðana

Pieòemsim, ka novçrojumu pâri (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti

un apskatâmais modelis ir

Yi = r(Xi) + σ(Xi)εi, i = 1, . . . , n,

kur Eεi = 0 un Dεi = 1. Ðajâ sadaïâ tiek apskatîtas daþas metodes dispersijas σ2(Xi)

novçrtçðanai gadîjumos, kad tâ ir atkarîga no regresora un ir konstanta.

Nâkamâs divas teorçmas dod nenovirzîtus novçrtçjumus parametram σ2(Xi) = σ2

(skatît [3]).

Teorçma 5. Pieòemsim, ka r̂n(X) ir lineârs gludinâtâjs un

σ2 =

∑n
i=1(Yi − r̂(Xi))

2

n− 2ν + ν̃
,

kur

ν = tr(L), ν̃ = tr(LTL) =
n∑
i=1

‖ l(Xi) ‖2 .

Ja r ir pietiekami gluda, ν = o(n), un ν̃ = o(n), tad σ̂2 ir nenovirzîts novçrtçjums

parametram σ2.

Teorçma 6. [Rice (1984)] Ja r ir pietiekami gluda, tad

σ̂2 =
1

2(n− 1)

n−1∑
i=1

(Yi+1 − Yi)2

ir nenovirzîts novçrtçjums, kur X1 ≤ X2 . . . ≤ Xn.

Ja σ(Xi) = σ <∞, t.i., nav atkarîga no prediktora, tad doto modeli sauc par homos-

kedastisku regresijas modeli, pretçjâ gadîjumâ - par heteroskedastisku regresijas modeli.
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Funkcijas novçrtçjums r̂n(X) nav jûtîgs pret heteroskedascitâti. Tomçr, pie ticamîbas

joslu konstruçðanas regresijas funkcijai r ir jâòem vçrâ dispersijas mainîgums. Yu un

Jones 2004. gadâ ieviesa sekojoðo procedûru mainîgâs dispersijas novçrtçðanai:

Definçsim jauno mainîgo Zi = ln(Yi − r(Xi))
2 un δi = ln(ε2i ). Tad Zi = ln(σ2(Xi)) + δi.

Tâtad jânovçrtç ln(σ2(X)), regresçjot logaritmçtus kvadrâtu atlikumus uz X.

1. Jânovçrtç r(x) ar neparametrisko metodi, iegûstot r̂(x).

2. Jâaprçíina Zi = ln(Yi − r̂n(Xi))
2.

3. Jâveic neparametrisko regresiju Z pret X, iegûstot ln(σ2(X)), novçrtçjumu q̂(X). No

tâ seko, ka

σ̂2(X) = eq̂(X).
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3. Butstrapa metode

Butstrapa datu pârkârtoðanas metode ir neparametriskâ metode, kura aizvieto dau-

dzus tradicionâlus sadalîjumu nosacîjumus un asimptotisku rezultâtu aprçíinus. Terminu

"butstraps" ieviesa Efrons 1979. gadâ.

Pieòemsim, ka X1, X2, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti ar X1 ∼ F un T =

T (X1, . . . , Xn, F ) ir kâda funkcija. Uzskatîsim, ka X1, . . . , Xn labi reprezentç îsto populâ-

cijas sadalîjumu. Butstrapa ideja ir ìenerçt (simulçt) daudz izlaðu no dotâs un aproksimçt

statistikas T sadalîjumu, t.i., izvçlçties no dotâs izlases jaunas neatkarîgas un vienâdi sa-

dalîtas izlases no empîriskâs sadalîjuma funkcijas F̂n. Visiem novçrojumiem ir vienâda

1/n varbûtîba tikt atlasîtiem. To arî sauc par neparametrisko butstrapu.

{X∗11, . . . , X
∗
1n}, {X∗21, . . . , X

∗
2n},. . . ,{X∗B1, . . . , X

∗
Bn} ir iegûtâs butstrapa izlases, kur B

apzîmç butstrapoto izlaðu skaitu. T sadalîjumu punktâ t, t.i., PF (T ≤ t), aproksimç ar {j

skaits : T ∗j ≤ t}/B, kur T ∗1 , . . . , T ∗B apzîmç statistikas T vçrtîbas B daþâdajâm butstrapa

izlasçm.

Ja butstrapotâs izlases izvçlas no Fθ̂, kur θ̂ ir parametra θ novçrtçjums, to sauc par

parametrisko butstrapu.

Butstrapa metodei ir savas priekðrocîbas. Sadalîjumam nav nepiecieðami îpaði no-

sacîjumi (piemçram, lai kïûdas bûtu sadalîtas pçc Normâlâ sadalîjuma), butstraps var

nodroðinât precîzâkus rezultâtus gadîjumâ, kad dati slikti uzvedâs vai izlases apjoms nav

liels. Butstrapu var pielietot statistikai ar izlases sadalîjumu, kuru ir grûti iegût pat

asimptotiski.

Regresijas gadîjumâ bieþi vien lieto neparametrisko butstrapu. Bet, ja dati ir atkarî-

gi, nepiecieðamas citas sareþìîtâkas butstrapa metodes (bloku stacionâro butstrapu utt.)

Ðî iemesla dçï regresijas modeïos parasti tiek izmantots tâ sauktais rezidiju butstraps,

kas pârkârto atlikumus. Kâ zinâms, labam regresijas modelim atlikumi parasti ir neat-

karîgi un vienâdi sadalîti. Teorçtisko pamatojumu rezidiju butstrapam deva Bickel un
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Freedman 1981. gadâ (skatît [7]). Tomçr heteroskedastiskiem modeïiem neparametriskâ

butstrapa metode nav îsti piemçrotâa (skatît [8]). Tâpçc ðiem modeïiem tika ieviests pâra

un "mçþonîgâ" butstrapa metodes (skatît [9],[10], [11],[2], [8]).

Ðajâ nodaïâ butstrapa metodes apskatîsim heteroskedastiskâ lineârâs regresijas modeïa

formâ:

Yi = ri + εi =
n∑
j=1

βjXij + εi, i = 1, . . . , n,

kur Y = (Y1, . . . , Yn)T , ε = (ε1, . . . , εn)T , β = (β1, . . . , βp)
T , X ir n × p dizaina matrica,

Eεi = 0, Dεi = σ2
i . σ

2
i ir nezinâmâ kïûdu dispersija. Apzîmçsim ar r̂i = XT

i β̂ neparamet-

riskâs regresijas funkcijas novçrtçjumu, tad ε̂i = Yi − r̂i ir i−tais rezidijs.

Ðajâ nodaïâ tiks apskatîtas trîs butstrapa metodes regresijas modelî: rezidiju butstra-

ps (residual bootstrap), pâru butstraps (pairs bootstrap) un meþonîgais butstraps (wild

bootstrap).

Rezidiju butstraps.[8], [2], [9], [11], [6]

Tiek ìenerçti {ε∗i }n1 , kas ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti, no normçtu rezidiju izlases

{ε̂i/
√

1− pn−1}n1 . Tâdçjâdi butstrapa novçrojumi tiek definçti kâ Y ∗i = r̂i+ε
∗
i . Butstrapa

mazâko kvadrâtu novçrtçjums ir

β∗ = (XTX)−1XTY ∗ (3.0.1)

Gadîjumâ, kad ir nelineârs novçrtçjums θ̂ = g(β̂), butstrapa dispersijas novçrtçjums ir

D(β∗) = E(θ∗ − θ̂)(θ∗ − θ̂)T , kur θ∗ = g(β∗), β∗ ir definçts kâ (3.0.1). Ja θ = β, tad

Eβ∗ = β̂ un D(β∗) = D(β̂OLS) = σ̂2(XTX)−1, kur σ̂2 = (n − p)−1
n∑
i=1

ε̂2i . Tas nozîmç,

ka butstrapa dispersijas novçrtçjums ir vienâds ar β̂OLS dispersijas novçrtçjumu. Tâpçc,

gadîjumâ, kad ir homoskedastisks regresijas modelis, t.i., σ2
i = σ2, D(β∗) ir nenovirzîts

novçrtçjums. Bet, gadîjumâ, kad ir heteroskedastisks regresijas modelis, D(β∗) parasti ir

novirzîts novçrtçjums, jo

D(β̂OLS) = (XTX)−1

n∑
i=1

σ2
iXiX

T
i (XTX)−1.

Gadîjumâ, ja ir rezidiju nehomogenitâte, ðî informâcija pazûd datu ìenerçðanas procesâ

un vairs neietekmç novçrtçjumu D(β∗).

Pâru butstraps. [2], [9], [11], [6]
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Tiek ìenerçti neatkarîgi un vienâdi sadalîti {Y ∗i , X∗i }n1 no {(Yi, Xi)}n1 . Butstrapa

mazâko kvadrâtu novçrtçjums ir

β∗ =

(
n∑
i=1

X∗iX
∗T
i

)−1 n∑
i=1

X∗i Y
∗
i (3.0.2)

un attiecîgais butstrapa dispersijas novçrtçjums ir D(β∗) = E(θ∗ − θ̂)(θ∗ − θ̂)T , kur θ̂ =

g(β̂), θ∗ = g(β∗), β∗ ir definçts kâ (3.0.2).

Ðis metodes trûkums ir tâds, ka tiek ignorçta datu {Yi, Xi} nehomogenitâte.

Meþonîgais butstraps. [2], [9], [11], [10], [6]

Iepriekð apskatîtâ rezidiju butstrapa metode nestrâdâ labi heteroskedastiskajam reg-

resijas modelim. Tâpçc ðeit tiek apskatîts cits rezidiju butstrapoðanas paòçmiens, tâ ir

meþonîgâ butstrapa metode. Ðo metodi attîstîja R. Y. Liu 1988. gadâ, sekojot C. F. J.

Wu un R. Beran darbiem.

Butstrapoti dati ir formâ

Y ∗i = XT
i β̂ + aiε̂it

∗
i , i = 1, . . . , n,

kur ai = 1/
√

1− wi, wi = XT
i (XTX)−1Xi un t∗ = (t∗i )

n
1 tiek iegûts pçc datu pârkârtoðanas

metodes ar nosacîjumu, ka

Et∗ = 0 un D(t∗) = I. (3.0.3)

Butstrapa mazâko kvadrâtu novçrtçjums, kas balstâs uz Y ∗i , ir

β̂∗ = (XTX)−1XTY ∗, kur Y ∗ = (Y ∗1 , . . . , Y
∗
n ).

Secinâjumus par β vai θ = g(β) var iegût no izkliedes ap β̂∗. Piemçram, D(θ̂) var novçrtçt

ar D(β̂∗) = E(θ̂∗ − θ̂)(θ̂∗ − θ̂)T , kur θ̂∗ = g(β̂∗), θ̂ = g(β̂). Ja parametrs β ir lineârs, tad

E(β̂∗) = β̂ un

D(β̂∗) = (XTX)−1

n∑
i=1

a2
i ε̂

2
iXiX

T
i (XTX)−1.

Eksistç vairâkâs datu pârkârtoðanas metodes, kas apmierina nosacîjumu (3.0.3). Savâ

darbâ C. F. J. Wu (1986) [2] aprakstîja divas tâdas datu pârkârtoðanas metodes:

1. Kïûdas t∗i tiek atlasîtas no Hadamarda matricas (Hadamard matrix) [δ
(k)
i ], δ(k)

i = ±1,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ R, kura apmierina nosacîjumus, ka

R∑
k=1

δ
(k)
i = 0 visiem i,
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1

R

R∑
k=1

δ
(k)
i δ

(k)
j = 0, ja i 6= j.

Parasti n+ 1 ≤ R ≤ n+ 4. Butstrapotâs vçrtîbas Y (k) = (Y
(k)
i )ni=1 tiek definçtas kâ

Y
(k)
i = XT

i β̂ + aiε̂iδ
k
i , i = 1, . . . , n, (3.0.4)

kur ai = 1/
√

1− wi. Butstrapa mazâko kvadrâtu novçrtçjums ir

β̂(k) = (XTX)−1XTY (k),

bet dispersijas novçrtçjums ir

D(β̂(k)) =
1

R

R∑
k=1

(θ̂(k) − θ̂)(θ̂(k) − θ̂)T , θ̂(k) = g(β̂(k)).

Ðeit D(β̂(k)) ir nenovirzîts novçrtçjums. Dotâ metode tiek domâta tâdiem gadî-

jumiem, kad kïûdas εi ir simetriskas, jo katram rezidijam ε̂i puse no R butstrapa

izlasçm satur +ε̂i, bet otrâ puse satur −ε̂i.

2. Kïûdas {t∗i }n1 ir butstrapa izlase no ierobeþotâs populâcijas {cj}Mj=1 ar

M∑
j=1

cj = 0,
1

M

M∑
j=1

c2j = 1.

Viens no veidiem, kâ var izvçlçties {cj} ir

cj = (ε̂j − ¯̂ε)

/[
1

n

n∑
j=1

(ε̂j − ¯̂ε)2

]1/2

, j = 1, . . . , n.

Mammens (1993) [9] uzskata, ka viens no populârâkajiem veidiem kâ var izvçlçties t∗

sadalîjumu ir divu punktu sadalîjums

F1 : t∗i =

 −(
√

5− 1)/2 ar varbûtîbu p = (
√

5 + 1)/2
√

5,

(
√

5 + 1)/2 ar varbûtîbu 1− p.

Davidsons un Flachaire (2001) [10] parâdîja, ka Radamacher sadalîjums

F2 : t∗i =

 1 ar varbûtîbu 0, 5

−1 ar varbûtîbu 0, 5.

vienmçr dod labâkus rezultâtus nekâ F1 sadalîjums.
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Daþos literatûras avotos palîgfunkcijas ai = 1/
√

1− wi vietâ izmanto arî citas funkci-

jas:

a
(1)
i = 1, a

(2)
i =

√
n

n− p
, a

(3)
i =

1

1− wi
.

Eksperimentu rezultâtâ Davidsons un Flachaire (2001) ieguva, ka rezidiju transformâci-

ja a(3)
i ir labâka nekâ pârçjâs trîs versijas. Lîdzîgi rezultâti tika iegûti Flachaire (1999),

Longa un Ervina (2000), Chestera un Jewitta(1987) un citu pçtnieku darbos.

Meþonîgais butstraps salîdzinâjumâ ar pâru butstrapu. [9], [2]

Salîdzinâsim meþonîgo butstrapu ar pâru butstrapu regresijas modelî. Pâru butstrapa

regresori tiek ìenerçti pçc datu pârkârtoðanas metodes ar atkârtojumiem. Tâtad ðie reg-

resori nav atkarîgie mainîgie. Tâ kâ mçs ìenerçjam regresorus un rezidijus vienlaicîgi, tad

E(ε∗i |X∗i ) 6= 0. Îstajâ datu ìenerçðanas procesâ tiek pieòemts, ka regresori X ir neatkarîgi

un E(εi|Xi) = 0. Tâdçjâdi datu ìenerçðanas procesâ ar pâru butstrapu ðie nosacîjumi

neizpildâs. Butstrapa metodes principi paredz, ka butstrapotu datu ìenerçðanas process

bûs pçc iespçjas tuvâk îstajam datu ìenerçðanas procesam. Mûsu gadîjumâ var uzlabot

pâru butstrapa efektivitâti ar sekojoðas modifikâcijas palîdzîbu:

1. Ja mçs ìenerçsim (X∗, ε∗) no (X, ε̂), tad nosacîjums, ka E(ε∗i |X∗i ) = 0, izpildîsies. Un

attiecîgais butstrapotu datu ìenerçjoðais process bûs

Y ∗i = X∗i β̂ + ε∗i t
∗
i ,

kur t∗i ir savstarpçji neatkarîgas izlases no tâda palîgsadalîjuma, ka E(t∗i ) = 0 un E(t∗2i ) =

1.

2. Ja regresorus ìenerçt, neizmantojot datu pârkârtoðanas metodi, tad X∗ bûs neatka-

rîgi. Nevar ìenerçt rezidijus ar datu pârkârtoðanas metodi neatkarîgi no regresoriem, jo

heteroskedascitâte var bût funkcija no tiem paðiem regresoriem. Tâdâ veidâ iegûstam

sekojoðu butstrapotu datu ìenerçðanas procesu

Y ∗i = Xiβ̂ + ε̂it
∗
i .

Tâtad pçc divu nosacîjumu ievieðanas pâru butstrapa datu ìenerçðanas procesâ, lai

tas bûtu tuvâk îstajam datu ìenerçðanas procesam, mçs iegûstam meþonîga butstrapa

datu ìenerçðanas procesu.
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4. Vienlaicîgo ticamîbas joslu

konstruçðana neparametriskajai

regresijai

Vienlaicîgâs ticamîbas joslas formâ

r̂(x)± w(x)

funkcijas r(x) novçrtçjumam ar pârklâjuma varbûtîbu 1− α apmierina nosacîjumu, ka

P (r̂(x)− w(x) ≤ r(x) ≤ r̂(x) + w(x) ∀x) = 1− α

.

4.1. San un Loader metode

Pieòemsim, ka apskatâmais modelis ir formâ

Yi = r(Xi) + εi, ,

kur εi ir neatkarîgi un sadalîti pçc Normâlâ sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju

σ2. Ðajâ nodaïâ mçs apskatîsim ticamîbas joslu konstruçðanas regresijas funkcijai r(x)

klasisko neparametrisko pieeju. Parasti ðîs joslas ir formâ

r̂n(x)± c se(x), (4.1.1)

kur se(x) ir funkcijas r̂n(x) standartnovirzes novçrtçjums un c > 0 ir konstante.

Biasa problçma.

Parasti ticamîbas joslas veidâ (4.1.1) tiek konstruçtas funkcijai r̄n(x) = E(r̂n(x)) ne-

vis funkcijai r(x). Ticamîbas intervâlu konstruçðana îstai regresijas funkcijai ir diezgan

komplicçts darbs, tam iemesls tiek paskaidrots zemâk.
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Apzîmçsim r̂n(x) vidçjo vçrtîbu ar r̄(x), bet standartnovirzi ar sn(x). Tad

r̂n(x)− r(x)

sn(x)
=
r̂n(x)− r̄n(x)

sn(x)
+
r̄n(x)− r(x)

sn(x)

= Zn(x) +
bias(r̂n(x))√
D(r̂n(x))

,

kur Zn(X) = (r̂n(x) − r̄n(x))/sn(x). Pirmais saskaitâmais Zn(x) konverìç uz standar-

tnormâlu sadalîjumu, bet otrais - uz 0. Otrais saskaitâmais paliks pat pie lieliem izlases

apjomiem. Rezultâtâ ticamîbas joslas nebûs centrçtas apkârt îstai funkcijai r.

Pieòemsim, ka r̂n(x) ir lineârs gludinâtâjs, tâ ka r̂n(x) =
∑n

i=1 Yili(x). Tad

r̄(x) = E(r̂n(x)) =
n∑
i=1

li(X)r(Xi).

Tâtad apskatîsim divus gadîjumus, kad ir homoskedastisks un heteroskedastisks modelis.

1. σ2(X) = σ2 = D(εi) ir konstanta. Tad D(r̂n(x)) = σ2‖l(x)‖2. Apskatîsim ticamîbas

joslas funkcijai r̄n(x) formâ

ISL(x) = (r̂n(x)− cσ̂‖l(x)‖, r̂n(x) + cσ̂‖l(x)‖)

kâdam c > 0 un a ≤ x ≤ b. Sekojot San un Loader (1994)[1] pieejai, sâkumâ

pieòemsim, ka σ ir zinâma. Tad

P (r̄(x) /∈ I(x), x ∈ [a, b]) = P

(
max
x∈[a,b]

| r̂(x)− r̄(x) |
σ‖l(x)‖

> c

)

= P

(
max
x∈[a,b]

|
∑

i εili(x) |
σ‖l(x)‖

> c

)
= P

(
max
x∈[a,b]

| W (x) |> c

)
,

kur W (x) =
∑n

i=1 ziTi(x), zi = εi/σ ∼ N(0, 1) un Ti(x) = li(x)/‖l(x)‖. W (x) ir

Gausa process. Lai atrastu c, ir nepiecieðams noteikt Gausa procesa maksimuma

sadalîjumu. San un Loader (1994)[1] parâdîja, ka

P

(
max
x

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ziTi(x)

∣∣∣∣∣ > c

)
≈ 2(1− Φ(c)) +

k0

π
e−c

2/2. (4.1.2)

Ðî formula ir spçkâ lieliem c, kur

k0 =

∫ b

a

‖T ′(x)‖dx,

T ′(X) = (T ′1(X), . . . , T ′n(X)) un T ′i (X) = ∂Ti(X)/∂X. Vienâdojumu (4.1.2) anglis-

ki sauc par "tube" formulu. Ðis formulas pamatojums ir sekojoðs.
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� Pieòemsim, ka W (x) =
∑n

i=1 ziTi(x) un ‖T (x)‖ =
∑n

i=1 Ti(x) = 1, vektors T (x)

ir uz vienîbas sfçras katrâ punktâ x. Tâ kâ z = (z1, . . . , zn) tiek sadalîts pçc daudz-

dimensiju Normâlâ sadalîjuma, tad

P

(
sup
x
W (x) > c

)
= P

(
sup
x
〈z, T (x)〉 > c

)
=

= P

(
sup
x

〈
z

‖z‖
, T (x)

〉
>

c

‖z‖

)
=

=

∫ ∞
c2

P

(
sup
x
〈U, T (X)〉 > c

√
y

)
h(y)dy, (4.1.3)

kur U = (U1, . . . , Un) ir vienmçrîgi sadalîts uz n− 1−dimensionâlâs vienîbas sfçras

S un h(y) ir ar n brîvîbas pakâpçm χ2 blîvuma funkcija. Tâ kâ ‖U−T (x)‖2 = 2(1−

〈U, T (x)〉), var redzçt, ka supx〈U, T (x)〉 > c√
y
tad un tikai tad, ja U ∈ tube(r,M),

kur r =
√

2(1− c/√y), M = {T (X) : x ∈ x} ir kopa uz sfçras S,

tube(r,M) = {u : d(u,M) 6 r}

un

d(u,M) = inf
x∈x
‖u− T (x)‖.

No tâ seko, ka

P

(
sup
x
〈U, T (x)〉 > c

√
y

)
= P (U ∈ tube(r,M)).

An = 2πn/2/Γ(n/2) ir vienîbas sfçras laukums. Tâtad

P (U ∈ tube(r,M)) =
volume(tube(r,M))

An
.

Naimans (1990) [12] izveda kopas tube(r,M) apjoma formulu

k0
An
A2

P

(
B1,(n−2)/2 ≥

c2

y

)
+
An
A1

P

(
B1/2,(n−1)/2 ≥

c2

y

)
,

kur Bε,r ir vaïçjâ lode ar centru ε un râdiusu r. Ja ievietosim ðo formulu integrâlâ

(4.1.3) un neievçrosim tos izteiksmes locekïus, kas ir mazâki par c−1/2e−c
2/2, tad

iegûsim formulu (4.1.2). �

Piezîme 2. Lekciju kursâ netika apskatîts konstantes k0 aprçíins, jo tas nav tri-

viâls uzdevums. Ðajâ darbâ dotâ konstante tiek aprçíinâta pçc metodes, kas tiek

aprakstîta Faraway un San (1995)[13] un San, Raz un Faraway (1999) darbos [14].
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Tika piedâvâta k0 aproksimâcija, gadîjumâ, ja X = [a, b]. Sadalot intervâlu [a, b] m

punktos a = t0 < . . . < tm = b, iegûstam

k0 =
m∑
i=1

ti∫
ti−1

‖T ′(x)‖dx ≈
m∑
i=1

‖T (ti)− T (ti−1)‖. (4.1.4)

Ja c tiek aprçíinâts no vienâdojuma

2(1− Φ(c)) +
k0

π
e−c

2/2 = α, (4.1.5)

tad iegûstam prasîtâs vienlaicîgâs ticamîbas joslas.

Ja σ ir nezinâma, tad lieto novçrtçjumu σ̂.

San un Loader [1] piedâvâ aizvietot vienâdojuma (4.1.2) labo pusi ar

P (| Tm |> c) +
k0

π

(
1 +

c2

m

)−m/2
,

kur Tm ir sadalîts pçc t−sadalîjuma ar m = n− tr(L) brîvîbas pakâpçm.

2. σ2(x) ir funkcija no x. Tad D(r̂n(x)) =
n∑
i=1

σ2(Xi)l
2
i (x). Ðajâ gadîjumâ ticamîbas

joslas ir formâ

ISL(x) = r̂n(x)± cs(x),

kur

s(x) =

√√√√ n∑
i=1

σ̂2(Xi)l2i (x).

σ̂(x) ir σ(x) novçrtçjums un c ir konstanta, kas tiek rçíinâta pçc formulas (4.1.5).

Ja σ̂(x) mainâs lçni pçc x, tad σ(Xi) ≈ σ(x) tâdiem i, kuriem li(x) ir liels, tâpçc

s(x) ≈ σ̂(x)‖l(x)‖. Tâdçjâdi aptuvenâs ticamîbas joslas ir

ISL(x) = r̂n(x)± cσ̂(x)‖l(x)‖.

4.2. Meþonîgâ butstrapa metode

Ðajâ nodaïâ tiek apskatîtas metodes asimptotisko vienlaicîgo ticamîbas joslu konstru-

çðanai neparametriskajai regresijai. Apskatâmais modelis ir heteroskedastisks un novç-

rojumi nav vienâdi sadalîti. Vienlaicîgu ticamîbas joslu konstruçðana balstâs uz lokâlo

polinomu novçrtçjumu, bet attiecîgâ kvantile tiek iegûta ar meþonîgâ butstrapa metodi.
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Pieòemsim, ka apskatâmais modelis ir formâ

Yi = r(Xi) + εi, i = 1, . . . , n,

kur kïûdas εi ir neatkarîgas, bet neobligâti vienmçrîgi sadalîtas, ar Eεi = 0, Dεi = σ2(Xi),

kas apmierina nosacîjumu

0 < σ2
inf ≤ σ2(Xi) ≤ σ2

sup <∞, E|εi|M ≤ C(M) <∞ visiem i un M. (4.2.1)

Ja X nav gadîjuma dizains, tad uzskatâm, ka eksistç konstantes 0 < C1 ≤ C2 <∞ tâdas,

ka

C1(n(b− a)− log n) ≤ #{i|Xi ∈ [a, b)}

≤ C2(n(b− a) + log n) visiem 0 ≤ a < b ≤ 1. (4.2.2)

Pieòemsim, ka

r(x) ∈ C[0, 1]. (4.2.3)

r̂(x) ir p−tâs kârtas lokâlais polinomu novçrtçjums funkcijai r(x). Ðajâ darbâ mçs apska-

tâm vienlaicîgâs ticamîbas joslas neparametriskai regresijai formâ

Ix = [r̂(x)− t(x), r̂(x) + t(x)].

t(x) vçrtîbas tiek definçtas tâdâ veidâ, lai

P (r(x) ∈ Ix visiem X ∈ [0, 1]) −→ 1− α

kâdam uzdotam nozîmîbas lîmenim α, 0 < α < 1.

Speciâlajâ gadîjumâ, kad εi ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti, Eubanks un Speckmans

(1993)[15] aproksimçja procesu {(r̂(x)−r(x))/
√
D(r̂(x))}x∈[0,1] ar kâdu stacionâru Gausa

procesu un noteica procesa absolûto vçrtîbu maksimuma asimptotisku (1 − α)−kvantili,

balstoties uz Bickela un Rosenblatta (1973)[16] rezultâtiem. Situâcijâ, kad pastâv hete-

roskedascitâte, nevar rîkoties lîdzîgi. Tâpçc izmantosim butstrapa metodes parasto ideju.

Izlaiþot kâda Gausa procesa maksimâlas novirzes sadalîjuma aproksimâcijas soli, mçs

gribam sagaidît labâku pârklâjuma precizitâti vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm. Heteros-

kedastisko kïûdu dçï mçs izmantosim meþonîgu butstrapu un neparametriskâs regresijas

lokâlo polinomu novçrtçjumu.

Tâtad no sâkuma iegûstam rezidijus ε̂i = Yi − r̂(Xi). Tâlâk ìenerçjam neatkarîgus

gadîjuma lielumus ε∗i ar vidçjo vçrtîbu 0, dispersiju ε̂2i un ierobeþotiem augstâkâs kârtas

25



momentiem. Pielietosim meþonîgâ butstrapa vienkârðoto variantu

(i) ε∗i ∼ N(0, ε̂2i )

vai

(ii) P (ε∗i = −ε̂i) = P (ε∗i = +ε̂i) = 1
2
.

Nâkamais solis ir procesa {r̂(x)− r(x)}x∈[0,1] stohastiskâs daïas r̂0(x) =
∑
li(x)εi simulç-

ðana ar r̂∗0(x) =
∑
li(x)ε∗i .

Ja mçs salîdzinâsim divu gadîjuma lielumu kumulatîvâs sadalîjuma funkcijas, tad mçs

varam gaidît, ka tâs bûs tuvas viena otrai, ja ar lielu varbûtîbu atðíirîbas starp gadîjuma

lielumiem ir mazas. Sakarâ ar to definçsim sekojoðo jçdzienu.

Definîcija 12. Pieòemsim, ka {Yn} un {Zn} (Zn ≥ 0 gandrîz droði) ir gadîjuma lieluma

virknes, un {γn} ir pozitîvo reâlo skaitïu virkne. Ja P (|Yn| > CZn) ≤ Cγn ir spçkâ pie

n ≥ 1 un C <∞, tad raksta

Yn = Õ(Zn, γn).

Sekojoðâ lemma parâda kâdâ veidâ Õ var izmantot, lai pierâdîtu divu gadîjuma lielumu

tuvumu.

Lemma 1. [17] Pieòemsim, ka {Xn} ir gadîjuma lielumu virkne ar P (Xn ∈ [a, b]) ≤

C((b− a)cn + γn1) pie patvaïîgiem a un b un Yn = Õ(γn2, γn3). Tad

P (Xn + Yn < t) = P (Xn < t) +O(γn1 + cnγn2 + γn3)

uzvedas vienmçrîgi pie t ∈ (−∞,∞).

Tâtad tika iegûts svarîgs rezultâts, kas balstâs uz procesa {r̂(x) − r(x)}x∈[0,1] aprok-

simâciju ar {r̂∗0(x)}x∈[0,1]. Tâdçjâdi tika sasaistîti nosacîti sadalîjumi L(ε∗i |Y ) ar sada-

lîjumiem L(εi). Turpmâk ar δ > 0 sapratîsim patvaïîgu ïoti mazu konstanti, bet ar

λ <∞−patvaïîgu ïoti lielu konstanti.

Teorçma 7. [17] Pieòemsim, ka izpildâs nosacîjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) un ε∗i , i =

1, . . . , n tiek definçti pçc iepriekð aprakstîtâs procedûras. Tad eksistç {εi} un {ε∗i } versijas

uz attiecîgâs kopçjâs varbûtîbu telpas tâdas, ka

sup
x∈[0,1]

{|(r̂(x)− r(x))− r̂∗0(x)|} = Õ(nδ(nh)−1 + hk, n−λ),

kas ir spçkâ uz kopas (ε1, . . . , εn) ∈ Ω0 ar P (Ω0) ≥ 1−O(n−λ).
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Vienlaicîgâs ticamîbas joslas ar vienmçrîgo platumu.

Pieòemsim, ka t∗α ir lieluma

U∗n0 = sup
x∈[0,1]

{|r̂∗0(x)|}

sadalîjuma (1− α)−kvantile. Ðis lielums tika ieviests, lai simulçtu

Un = sup
x∈[0,1]

{|r̂(x)− r(x)|}.

No Teorçmas 7 ir zinâms, ka process r̂(x) − r(x) ir lîdzîgs nosacîtam procesam r̂∗0(x)

uz attiecîgâs varbûtîbu telpas. Nâkamâ lemma definç apakðçjo robeþu varbûtîbai, ka

supx{|r̂∗0(x)|} iekrît mazos intervâlos.

Lemma 2. [17] Pieòemsim, ka izpildâs nosacîjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3). Tad

P

(
sup
x∈[0,1]

{|r̂∗0(x)|} ∈ [a, b]

)
= O((b− a)(nh)1/2(log n)1/2 + nδ; (nh)−1/2).

Nâkamâ teorçma definç kïûdas augðçjo robeþu pârklâjuma precizitâtei vienlaicîgâm

ticamîbas joslâm ar vienmçrîgu platumu t∗α apkârt r̂(x).

Teorçma 8. Pieòemsim, ka izpildâs nosacîjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3). Tad

P (r(x) ∈ [r̂(x)− t∗α, r̂(x) + t∗α] visiem x ∈ [0, 1]) =

= 1− α +O(nδ(nh)−1/2 + (nh)1/2(log n)1/2hk).

� Pçc Teorçmas 7 iegûstam, ka

|Un − U∗n0| ≤ sup
x∈[0,1]

{|(r̂(x)− r(x))− r̂∗0(x)|} =

= Õ(nδ(nh)−1 + hk, n−λ−1)

ir spçkâ attiecîgâ varbûtîbu telpâ, kas nodroðina (pçc Lemmâm 1 un 2)

sup
t
{|P (Un < t)− P (U∗n0 < t|Y )|} =

= Õ(nδ(nh)−1/2 + hk(nh)1/2(log n)1/2, n−λ)

vienmçrîgi noteiktâ kopâ Y ∈ Ω0 ar P (Ω0) = O(n−λ). Tas nozîmç, ka

P (Un < t)|t=t∗α = P (U∗n0 < t∗α|Y ) + Õ(nδ(nh)−1/2+
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+hk(nh)1/2(log n)1/2, n−λ) =

= 1− α + Õ(nδ(nh)−1/2+

+hk(nh)1/2(log n)1/2, n−λ),

telpâ Y ∈ Ω0. Integrçjot pa t∗α, iegûstam izteiksmi, kuru vajadzçja pierâdît. �

Vienlaicîgâs ticamîbas joslas ar mainîgo platumu.

Ðeit mçs piedâvâsim lietderîgo alternatîvu iepriekð aprakstîtajâm vienlaicîgâm ticamî-

bas joslâm. Ideja ir tâda, ka joslu platums ir proporcionâls r̂(x) novçrtçtai standartno-

virzei. Rezidiji ε̂i tiek izmantoti, lai novçrtçtu σ2(x) = D(r̂(x)) ar

σ̂2(x) =
∑
i

l2i (x)ε̂2i .

Pieòemsim, ka t∗∗α ir lieluma

T ∗n0 = sup
x∈[0,1]

{|r̂∗0(x)| /
√
σ̂2(x)}

sadalîjuma (1− α)−kvantile. Ðis lielums simulç

Tn = sup
x∈[0,1]

{|r̂(x)− r(x)|/
√
σ̂2(x)}.

Lemma 3. Pieòemsim, ka izpildâs nosacîjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3). Tad

sup
x∈[0,1]

{|σ̂2(x)− σ2(x)|} = Õ(nδ(nh)−3/2, n−λ).

� ε̂i = Yi − r̂(Xi) = r(Xi) + εi − r̂(Xi), tad

ε̂2i = ε2i − 2εi(r̂(Xi)− r(Xi)) + (r̂(Xi)− r(Xi))
2.

No tâ seko, ka pie fiksçtâ punkta x

σ̂2(x)− σ2(x) ≤

∣∣∣∣∣∑
i

l2i (x)[ε2i − σ2
i ]

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∑
i

l2i (x)[(r̂(Xi)− r(Xi))
2 − 2εi(r̂(Xi)− r(Xi))]

∣∣∣∣∣ =

= Õ(nδ(nh)−3/2, n−λ).

Veicot procesa σ̂2(x)−σ2(x) aproksimâciju pietiekami smalki saðíeltâ intervâlâ [0, 1], mçs

pierâdîjâm lemmas apgalvojumu. �

No ðis lemmas seko, ka |r̂(x) − r(x)|/
√
σ̂2(x) un r̂∗0(x)/

√
σ̂2(x) var labi aproksimçt

attiecîgi ar |r̂(x)− r(x)|/
√
σ2(x) un r̂∗0(x)/

√
σ2(x).
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Teorçma 9. Pieòemsim, ka izpildâs nosacîjumi (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3). Tad

P
(
r(x) ∈ [r̂(x)−

√
σ̂2(x)t∗∗α , r̂(x) +

√
σ̂2(x)t∗∗α ] visiem x ∈ [0, 1]

)
=

= 1− α +O
(
nδ(nh)−1/2 + (nh)1/2(log n)1/2hk

)
.

Teorçmas pierâdîjuma ideja ir tâda, ka, izmantojot dotâs aproksimâcijas

r̂(x)− r(x)√
σ̂2(x)

=
r̂(x)− r(x)√

σ2(x)
+ Õ(nδ(nh)−1, n−λ)

un
r̂∗0(x)√
σ̂2(x)

=
r̂∗0(x)√
σ2(x)

+ Õ(nδ(nh)−1, n−λ),

var pierâdît teorçmas apgalvojumu lîdzîgi kâ Teorçmâ 8 (skatît [17]).
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5. Simulâcijas

Ðajâ nodaïâ, izmantojot pârklâjuma precizitâti, salîdzinâsim meþonîgâ butstrapa vien-

laicîgâs ticamîbas joslas, kas tiek konstruçtas ar daþâdu metoþu palîdzîbu. Simulâcijas

balstâs uz fiksçta dizaina modeli

Yi = r(i/n) + εi, E(εi) = 0, D(εi) = σ2
i , i = 1, . . . , n,

ar regresijas funkciju

r(x) = exp(−32(x− 0.5)2).

Tika ìenerçti dati pie izlaðu apjomiem n = 100, n = 200 un n = 300, un tika apskatîtas

daþâdas kïûdu dispersijas struktûras: homogçna dispersija σi = 0.1, vâja heteroskedasci-

tâte σi = 0.05+0.1r(Xi) un stipra heteroskedascitâte σi = 0.01+0.2r(Xi). Kïûdas εi tiek

simulçtas pçc normâla sadalîjuma ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju σ2
i . Ìenerçto datu

vienas simulâcijas piemçrs tiek atspoguïots Attçlos 5.1. un 5.2. Tiek salîdzinâtas èetras

metodes vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai neparametriskajai regresijai:

1. vienâdâ platuma ticamîbas joslas

IUx = [r̂(x)− t∗α, r̂(x) + t∗α],

2. mainîgâ platuma ticamîbas joslas

ITx = [r̂(x)−
√
σ̂2(x)t∗∗α , r̂(x) +

√
σ̂2(x)t∗∗α ],

3. IUx modifikâcija

IWx = [r̂(x)−
√
w(x)tW∗α , r̂(x) +

√
w(x)tW∗α ],

kur tW∗α ir lieluma W ∗
n0 = sup

x∈[0,1]

{|r̂∗0(x)|/
√
w(x)} sadalîjuma (1− α)−kvantile un w(x) =∑

j l
2
j (x) ir faktors, kas ir proporcionâls lokâlâs polinomu regresijas gludinâtâja dispersijai
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5.1. att.: Ìenerçti dati ar pievienotu îstâs

regresijas funkcijas modeli, σi = 0.1, n = 200

●●●
●
●●●

●●●●●●
●
●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●

●●
●●

●
●

●
●
●

●

●
●

●

●
●

●
●●

●
●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●●●●

●
●

●●
●
●

●

●

●
●●

●

●
●
●

●

●
●
●●●

●
●

●●●●
●●●●●●●

●
●●

●●
●
●
●
●●

●●●●
●
●
●
●
●
●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

5.2. att.: Ìenerçti dati ar pievienotu îs-

tâs regresijas funkcijas modeli, σi = 0.01 +

0.2r(Xi), n = 200

dizaina punktâ x.

4. ticamîbas joslas pçc San un Loader metodes

ISLx = [r̂(x)− cσ̂(x)‖l(x)‖, r̂(x) + cσ̂(x)‖l(x)‖].

Ðeit r̂(x) ir r(x) novçrtçjums, kas tika iegûts, pielietojot lokâlo lineâru gludinâtâju ar Gau-

sa kodolu. Gludinâðanas parametrs h tika izvçlçts, izmantojot krosvalidâcijas procedûru.

Lai novçrtçtu apskatîto metoþu efektivitâti, 1000 reiþu tiek simulçti dati pie daþâ-

du izlaðu apjomiem. Katrai izlasei tika ìenerçtas 1000 butstrapotâs izlases, lai noteiktu

attiecîgu kvantili. Tiek konstruçtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas neparametriskajai regre-

sijai pie nozîmîbas lîmeòiem α = 0.10, 0.05 un 0.01. Programmâ R uzrakstîtâ algoritma,

kas rçíina pârklâjuma precizitâti uzkonstruçtajâm ticamîbas joslâm, darbîbas laiks ir ïoti

liels. Sakarâ ar to, ka netika atrasts risinâjums, kâ var optimizçt doto uzdevumu, tika

pieòemts lçmums samazinât butstrapoto izlaðu skaitu lîdz 350, bet kâ gludinâðanas pa-

rametru h izmantot plug-in novçrtçjumu, kas ir iebûvçts R programmâ kâ funkcija dpill.

Tâdâ veida tika aprçíinâtas pârklâjuma precizitâtes ticamîbas joslâm. Rezultâti tika

apkopoti Tabulâs 5.1.,5.2. un 5.3.

Gadîjumâ, kad dispersija ir konstanta, var novçrot, ka pârklâjuma precizitâtes visâm

ticamîbas joslâm ir ïoti tuvas pârklâjuma teorçtiskajâm varbûtîbâm. Tomçr rezultâti ir
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5.1. tabula: Pârklâjuma precizitâte vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm pie izlases apjoma

n = 100.

Ticamîbas lîmenis IUx ITx IWx ISLx

σi = 0.1

90% 0.831 0.850 0.863 0.870

95% 0.900 0.887 0.902 0.935

99% 0.940 0.950 0.943 0.975

σi = 0.05 + 0.1r(Xi)

90% 0.845 0.860 0.843 0.610

95% 0.860 0.892 0.887 0.665

99% 0.910 0.965 0.939 0.685

σi = 0.01 + 0.2r(Xi)

90% 0.617 0.871 0.826 0.525

95% 0.757 0.904 0.913 0.560

99% 0.896 0.957 0.956 0.655

5.2. tabula: Pârklâjuma precizitâte vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm pie izlases apjoma

n = 200.

Ticamîbas lîmenis IUx ITx IWx ISLx

σi = 0.1

90% 0.867 0.870 0.857 0.886

95% 0.900 0.923 0.905 0.927

99% 0.966 0.971 0.971 0.979

σi = 0.05 + 0.1r(Xi)

90% 0.886 0.895 0.857 0.677

95% 0.923 0.923 0.914 0.713

99% 0.942 0.971 0.962 0.795

σi = 0.01 + 0.2r(Xi)

90% 0.762 0.894 0.867 0.559

95% 0.876 0.905 0.933 0.600

99% 0.914 0.971 0.981 0.668

nedaudz labâki ticamîbas joslâm ISLx un IWx , kas ir vairâk pielâgotas homoskedastistis-

kajâm gadîjumam. Pieaugot heteroskedascitâtei, butstrapa ticamîbas joslâm joprojâm ir

laba pârklâjuma precizitâte, kamçr ISLx joslu pârklâjuma kïûda ievçrojami pieaug. Starp

butstrapa joslâm sliktâki rezultâti ir joslâm ITx , jo ðeit tiek òemta vçrâ dispersijas novçr-
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5.3. tabula: Pârklâjuma precizitâte vienlaicîgajâm ticamîbas joslâm pie izlases apjoma

n = 300.

Ticamîbas lîmenis IUx ITx IWx ISLx

σi = 0.1

90% 0.898 0.901 0.914 0.893

95% 0.952 0.962 0.942 0.955

99% 0.981 0.994 0.991 0.987

σi = 0.05 + 0.1r(Xi)

90% 0.886 0.904 0.901 0.682

95% 0.953 0.962 0.952 0.732

99% 0.981 0.980 0.982 0.808

σi = 0.01 + 0.2r(Xi)

90% 0.866 0.914 0.905 0.587

95% 0.895 0.962 0.952 0.615

99% 0.962 0.981 0.998 0.696

tçjuma izkliede, lîdz ar to notiek ticamîbas joslu platuma saðaurinâjums. Tajâ paða laikâ

IUx un IWx joslu platums ir ievçrojami lielâks nekâ mainîga platuma ticamîbas joslâm.

Ilustratîvais piemçrs vienai un tai paðai simulâcijai tiek atspoguïots attçlos 5.3., 5.4. un

5.5.

33



●

●

●

●●

●

●
●●

●

●
●

●

●●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

Ista funkcija
r(x) novertejums
boot1

5.3. att.: Vienlaicîgâs ticamîbas joslas ITx

neparametriskajai regresijai, σi = 0.05 +

0.1r(Xi), α = 0.05, n = 100
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5.4. att.: Vienlaicîgâs ticamîbas joslas IUx

neparametriskajai regresijai, σi = 0.05 +

0.1r(Xi), α = 0.05, n = 100
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5.5. att.: Vienlaicîgâs ticamîbas joslas IWx neparametriskajai regresijai, σi = 0.05 +

0.1r(Xi), α = 0.05, n = 100
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6. Pielietojumi

Ðajâ nodaïâ konstruçsim vienlaicîgas ticamîbas joslas reâlai datu problçmai. Tiek

apskatîti divu veidu dati: ar homoskedastisku un heteroskedastisku struktûru. Un abos

gadîjumos tiek pârbaudîta hipotçze par to, ka atlikumu dispersija ir atkarîga no regresora,

izmantojot Goldfelda-Kvandta testu.

Goldfelda-Kvandta tests (Goldfeld-Quandt test).

H0 : σi = Const

H1 : σi = σ(Xi).

Testa procedûra ir sekojoða. No sâkuma sakârto novçrojumu pârus (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)

pçc prediktora vçrtîbâm. Un sadala datus divâs grupâs (XI , YI) un (XII , YII) ar attie-

cîgiem izlases apjomiem n1 un n2, kur n1 + n2 = n. Nulles hipotçze tiek noraidîta, ja

atlikumu dispersijas divos lineâros regresijas modeïos ir vienâdas. Tâtad pieòemsim, ka

rezidiju vektori ir ε̂1 un ε̂2, tad testa statistika ir sekojoða

R =
ε̂T1 ε̂1/(n1 − 1)

ε̂T2 ε̂2/(n2 − 1)
.

R
d−→ F(n1−p),(n2−p), ja H0 ir spçkâ. Ðî testa procedûra tiek domâta dilstoðai dispersijai.

Augoðai dispersijai jâmaina vietâm indeksi testa statistikâ. Eksistç ðî testa modifikâcija.

Jâizslçdz aptuveni n/4 = d (daþos literatûras avotos piedâvâ izslçgt n/3 novçrojumus)

vidçjâs vçrtîbas no sakârtotâs datu kopas. Pçc tam jâveic regresija pçc pirmajiem n/2−d/2

novçrojumiem un pçc pçdçjiem n/2 − d/2 novçrojumiem, iegûstot atlikumus ε̂1 un ε̂2.

Testa statistika ir sekojoða

R =
ε̂T1 ε̂1
ε̂T2 ε̂2

.

R > F(n
2
− d

2
−2),(n

2
− d

2
−2), ja H0 ir spçkâ.
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Ja mçs izslçgsim pârâk daudz novçrojumu, tad kvadrâtu atlikumu summâm RSS1 un

RSS2 bûs pârâk zemas brîvîbas pakâpes. Ja mçs izslçgsim pârâk maz novçrojumu, tad

testa efektivitâte bûs ïoti zema, jo RSS1 un RSS2 salîdzinâðana bûs neefektîva. Sîkâk

par ðo testu skatît [5].

Mçs nelietosim ðî testa modifikâciju, jo îsti nav skaidrs kâ izvçlçties izslçgto novçrojumu

skaitu. Goldfelda-Kvandta tests tiek iebûvçts programmâ R kâ funkcija gqtest.

Tâtad no sâkuma apskatîsim heteroskedastisko datu piemçru, kas pilnâ mçrâ ilustrçs

ðî darba rezultâtus.

Heteroskedastisko datu piemçrs

Tiek analizçti CMB(cosmic microwave background radiation) dati - novçrotais fluktu-

âciju spçks atkarîbâ no temperatûras fluktuâcijas frekvences no Larry Wassermana grâ-

matas [3]. Datus var brîvi lejuplâdçt no mâjaslapas http://www.stat.cmu.edu/larry/all-

of-nonpar/data.htm. Novçrojumu skaits ir pietiekoði liels, n = 899. CMB dati tika

atspoguïoti Attçlâ 6.1.
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6.1. att. Fluktuâciju spçks atkarîbâ no temperatûras fluktuâcijas frekvences

Pçc CMB datu grafika var redzçt, ka dispersija kïûst lielâka, pieaugot mainîgâ Xi
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6.3. att. Q-Q grafiks
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6.4. att. Lokâlâ regresija Zi pret Xi
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6.5. att. Dispersijas novçrtçjums

vçrtîbai. Veicot Goldfelda-Kvandta testu pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05, tika noraidîta

nulles hipotçze par analizçjamo datu homogenitâti, tâ kâ p−vçrtîba ir mazâka par 2.2e−

16.

Lai novçrtçtu regresijas funkciju, sâkumâ jâizvçlas gludinâðanas parametru h. Jâmi-

nimizç krosvalidâcijas funkcija (2.3.1). Attçlâ 6.2. tika atspoguïots ðîs funkcijas grafiks.

Tâtad ar krosvalidâcijas palîdzîbu iegûtais optimâlais joslas platums ir h = 39, kas

kontrolç gludinâðanas pakâpi.

Izmantojot doto optimâlo joslas platumu un pielietojot lokâlo lineâru gludinâtâju ar

37
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6.6. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas ISLx neparametriskajai regresijai, α = 0.05, CMB

dati

●
●●
●
●●●●●
●
●●●●●
●●●●●●●

●●●●
●
●●●
●
●●●●
●●●
●
●●●●●●
●
●
●●
●
●
●●
●●●●●
●●●●●●●●

●
●
●●●

●
●●●●●●
●●
●

●●
●●●
●
●●●●
●
●●
●●
●

●
●
●●●●
●●
●
●
●
●
●●
●
●

●●

●

●●
●

●

●●●●
●●●●
●
●●●
●●
●
●●
●●●●●
●

●

●●●
●

●●●
●
●
●
●
●
●
●●●●●●●●

●●●
●●
●●●
●●●●

●

●

●

●●

●●
●●
●●
●●
●
●
●
●
●
●●
●

●

●●
●
●●
●
●●●

●
●
●●
●

●

●
●

●
●
●
●
●●
●●
●●
●●
●
●●●

●

●●

●
●●
●
●
●●●

●
●●
●

●

●
●

●

●●
●
●●
●
●
●
●

●
●
●●
●
●
●
●
●

●
●

●●
●●

●
●
●
●●

●●
●
●

●

●●
●●

●

●●
●●●
●
●●
●

●

●

●
●●
●●
●
●

●

●●
●

●

●●

●●
●●

●

●
●
●
●
●
●
●●●●●●
●

●
●
●
●●
●

●
●
●
●

●
●●
●

●●●
●
●
●
●●●●●●

●
●
●●
●
●●
●●●
●
●●●
●●
●

●●
●●●●●●●

●
●●●●
●

●
●●
●
●●

●●●
●
●

●
●●●●
●●
●●●●

●
●●
●
●
●●●●
●
●●●

●

●●

●●●

●
●
●

●

●●●●

●
●

●

●●
●
●●●
●
●●
●●

●●●●●
●

●●
●●
●
●
●●

●
●

●●●●●

●
●
●●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●
●

●
●●
●

●
●

●

●
●

●●
●

●

●
●

●
●

●

●●

●●
●●

●

●●
●
●
●
●
●●●
●

●
●
●
●

●
●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●
●

●●
●

●●

●

●●

●

●
●
●
●
●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●
●

●●
●●

●
●

●

●●

●

●

●●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●
●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●
●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0 200 400 600 800

−
10

00
0

0
10

00
0

20
00

0

 

r(x) novertejums
boot1
boot2
boot3

6.7. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot meþonîgo

butstrapu, α = 0.05, CMB dati
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6.8. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot nepara-

metrisko rezidiju butstrapu, α = 0.05, CMB dati

Gausa kodolu, tika iegûts regresijas novçrtçjums r̂(x).

Tâ kâ San un Loadera modelim ir pieòçmums par atlikumu normalitâti, jâpârbauda

vai tie ir normâli sadalîti.

Attçlâ 6.3. redzamais Q-Q grafiks liecina par to, ka atlikumiem nav normâlais sada-

lîjums. Arî veicot datu normalitâtes pârbaudi ar Kolmogorova-Smirnova testa palîdzîbu,

jâsecina, ka, tâ kâ p−vçrtîba ir mazâka par 2.2e− 16 tad, pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05

jânoraida hipotçze par analizçjamo datu normalitâti.

Nâkamais solis ir dispersijas σ(Xi) novçrtçðana. Tâpçc tiek aprçíinâtas vçrtîbas Zi =

ln(Yi − r̂(Xi))
2 un veikta lokâla regresija Zi pret Xi. Ðîs regresijas funkcijas grafiks tiek

atspoguïots Attçlâ 6.4.

Ar ðîs regresijas palîdzîbu tiek iegûts novçrtçjums q̂(x). Savukârt, izmantojot iepriek-

ðçjo novçrtçjumu, tiek aprçíinâts dispersijas novçrtçjums σ̂2(x) = exp(q̂(x)). Attçlâ 6.5.

var redzçt dispersijas novçrtçjumu atkarîbâ no regresora.

Dispersija tieðâm nav konstants lielums, jo, pieaugot mainîgâ X vçrtîbai, variâcija

kïûst tikai lielâka.

Tâdçjâdi uz doto brîdi ir visa nepiecieðamâ informâcija, lai uzkonstruçtu vienlaicîgas
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ticamîbas joslas ISLx , ITx , I
U
x un IWx , kas tika definçtas 6.nodaïâ. Sâkumâ aprçíinâsim

konstantes k0 un c, kas tiek izmantotas San un Loader joslu konstruçðanai. Pçc formulas

(4.1.4) tiek aprçíinâta konstante k0 = 36.11. Ar iegûtâs konstantes palîdzîbu pçc formulas

(4.1.5) tiek aprçíinâts c = 3.30571. Uzkonstruçtâs vienlaicîgas ticamîbas joslas ISLx pie

nozîmîbas lîmeòa α = 0.05 tiek atspoguïotâs Attçlâ 6.6.. Savukârt joslas ITx , I
U
x un IWx (uz

grafika attiecîgi boot1, boot2, boot3) tiek konstruçtas, izmantojot 1000 bustrapa izlases,

Attçls 6.7.

Analizçjot uzkonstruçto vienlaicîgo ticamîbas joslu grafikus, var secinât, ka San un

Loader un boot1 joslas ir jûtîgas pret datu izkliedi, kamçr boot2 un boot3 joslas ir plaðâkas

un ar vienmçrîgu joslas platumu.

Uzkonstruçsim ticamîbas joslas boot1, boot2 un boot3, pielietojot rezidiju butstrapu

(Attçls 6.8.)

Analizçjot ar rezidiju butstrapu uzkonstruçtâs joslas, var secinât, ka tieðâm rezidiju

butstraps slikti strâdâ uz heteroskedastiskiem datiem. Boot1 un boot2 joslas ir pârâk

ðauras. Savukârt boot1 kïûst pârâk jûtîgs pret datu izlecçjiem.

Homoskedastisko datu piemçrs

Dati ar homoskedastisku struktûru tika iegûti no apdroðinâðanas kompânijas \ERGO

Latvija Dzîvîba". Tâ kâ datu izmantoðana ârpus kompânijas nav atïauta, sâkotnçjiem

datiem tika mainîta skala.

Apskatîsim grupas klienta veselîbas apdroðinâðanâ pieteikto atlîdzîbu skaitu atkarîbâ

no polises lietoðanas ilguma. Parasti ðâda tipa dati tiek izmantoti apdroðinâðanas produk-

ta tarifu noteikðanâ. Laiks tiek mçrîts nedçïâs. Novçrojumu skaits ir neliels, n = 66. Dati

tika atspoguïoti Attçlâ 6.9. Veicot Goldfelda-Kvanda testu, nulles hipotçze par analizçja-

mo datu homogenitâti netiek noraidîta pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05, tâ kâ p−vçrtîba

ir vienâda ar 0.6884.

Tâlâk ar krosvalidâcijas metodes palîdzîbu izvçlçsimies gludinâðanas parametru h.

Iegûtais optimâlais joslas platums ir h = 0.75. Izmantojot doto optimâlo joslas platumu

un pielietojot lokâlu lineâru gludinâtâju, tika iegûts regresijas novçrtçjums r̂(x). Nâkamais

solis ir konstantas dispersijas novçrtçðana pçc Teorçmas 6. Iegûstam, ka σ̂2 = 0.06289096.

Tâlâk tiek pârbaudîta atlikumu normalitâte.

Pçc Attçla 6.11. var iedomâties, ka atlikumi tiek sadalîti normâli. Veicot Kolmogorova-
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6.9. att. Pieteikto atlîdzîbu skaits atkarîbâ no polises lietoðanas ilguma
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6.10. att. R̂(h) atkarîba no joslas platuma
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6.11. att. Q-Q grafiks

Smirnova testu, jâsecina, ka, tâ kâ p−vçrtîba ir vienâda ar 0.1099, tad pie nozîmîbas

lîmeòa α = 0.05, hipotçze par analizçjamo datu normalitâti netiek noraidîta.

Aprçíinot konstantes k0 (k0 = 48.63) un c (c = 3.39), ar San un Loader metodes

palîdzîbu tika konstruçtas vienlaicîgâs ticamîbas joslas (Attçls 6.12.). Un, izmantojot

1000 meþonîgâ butstrapa izlases, tika iegûtas ticamîbas joslas ITx , I
U
x , I

W
x (Attçls 6.13.).

Analizçjot uzkonstruçto vienlaicîgo ticamîbas joslu grafikus, var secinât, ka ISL, boot2
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6.12. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas ISLx neparametriskajai regresijai, α = 0.05, ERGO

kompânijas dati
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6.13. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot meþonîgo

butstrapu, α = 0.05, ERGO kompânijas dati
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un boot3 joslas pçc platuma un uzvedîbas ir ïoti lîdzîgas. Ticamîbas joslas boot1 ir ïoti

jûtîgas pret izlecçjiem, tâpçc var secinât, ka ðî metode labâk strâdâ pie hereskedastiskâs

struktûras. Salîdzinâjumam uzkonstruçsim vienlaicîgâs ticamîbas joslas boot1, boot2 un

boot3, izmantojot rezidiju butstrapu. Analizçjot ar rezidiju butstrapu uzkonstruçtâs jos-
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6.14. att.: Vienlaicîgas ticamîbas joslas neparametriskajai regresijai, izmantojot nepara-

metrisko rezidiju butstrapu, α = 0.05, ERGO kompânijas dati

las, var secinât, ka rezidiju butstraps dod diezgan plaðas ticamîbas joslas boot2 un boot2

gadîjumos. Un kârtçjo reizi var pârliecinâties, ka boot1 jâpiemçro heteroskedastiskiem

datiem, it îpaði, ja izlases apjoms nav liels, kâ arî ir ðajâ gadîjumâ. Homoskedastiskiem

datiem joslas boot1 praktiski nav pielietojamas.
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Secinâjumi

Vienlaicîgo ticamîbas joslu konstruçðanai neparametriskajâ regresijâ tika apskatîtas di-

vas pieejas: klasiskâ San un Loader un rezidiju butstrapa metodes. Sâkotnçjais uzdevums

bija veikt San un Loader metodes detalizçtâku analîzi. Pats grûtâkais posms vienlaicîgo

ticamîbas joslu konstruçðanâ neparametriskajai regresijai ir konstantes k0 aprçíins. No

k0 ir atkarîgs konstantes c aprçíins, kas ietekmç ticamîbas joslu konstruçðanu. Konstante

k0 tika uzprogrammçta programpaketç R.

Literatûrâ ir zinâms, ka eksistç rezidiju butstrapa daþâdi veidi. Darbâ tika veikta

butstrapa metoþu analîze un salîdzinâjums. No tâ tika secinâts, ka meþonîgais butstraps

vislabâk ir piemçrots heteroskedastiskiem datiem. Un turpmâk regresijas modeïos tika ap-

skatîts rezidiju meþonîgais butstraps. Nâkamais solis bija ar rezidiju meþonîgâ butstrapa

palîdzîbu uzkonstruçt vienlaicîgâs ticamîbas joslas neparametriskajai regresijai.

Lai apstiprinâtu iegûtos teorçtiskos rezultâtus, tika salîdzinâtas vienlaicîgâs ticamîbas

joslas ar simulâciju metodes palîdzîbu. Simulçjot datus pie daþâdas dispersijas struktû-

ras, tika uzkonstruçtas vienlaicîgas ticamîbas joslas un, izmantojot pârklâjuma precizitâti,

tika analizçta metoþu efektivitâte. Simulâcijâs iegûtie rezultâti liecina, ka heteroskedastis-

ko datu gadîjumâ, klasiskâ pieeja dod ðaurâkas joslas nekâ meþonîga butstrapa metode.

Savukârt homoskedastisko datu gadîjumâ, San un Loader metode dod nedaudz labâkus

rezultâtus. Palielinoties izlases apjomam, visâm èetrâm ticamîbas joslâm pârklâjuma

precizitâtes konverìç uz teorçtiskajâm, tomçr samçrâ lçni.

Viens no darba uzdevumiem bija pielietot apskatîtâs metodes reâlai problemâtikai.

Tika apskatîti heteroskedastiskie un homoskedastiskie dati. Heteroskedastisko datu gadî-

jumâ tika izmantoti CMB (cosmic microwave background radiation) dati, iegûtie no Larry

Wassermanna mâjas lapas. Ar meþonîgâ butstrapa metodi konstruçtas ticamîbas joslas

neparametriskajai regresijai pie nozîmîbas lîmeòa α = 0.05 ir plaðâkas un labâk pielâgotas

datu struktûrai nekâ joslas, kas tika iegûtas ar San un Loader palîdzîbu. Konstruçjot tâs

paðâs ticamîbas joslas, bet tikai pielietojot neparametrisko rezidiju butstrapu nevis meþo-

nîgu butstrapu, tika secinâts, ka tieðâm neparametriskais rezidiju butstraps dod ðaurâkas

ticamîbas joslas, kas mazâk ievçro datu heteroskedastisku dabu.

Homoskedastisko datu gadîjumâ tika izmantoti dati no apdroðinâðanas kompânija \Er-

go Latvija Dzîvîba" par viena grupas klienta, kam ir veselîbas apdroðinâðana, pieteikto

atlîdzîbu skaitu atkarîbâ no apdroðinâðanas polises lietoðanas ilguma. Ðajâ gadîjumâ ar
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San un Loader metodes palîdzîbu uzkonstruçtâs joslas ir ïoti plaðas, tam viens no iemes-

liem ir neliels izlases apjoms. Ar meþonîgo butstrapu uzkonstruçtas ticamîbas joslas ir

ðaurâkas. Savukârt ar neparametrisko bustrapu uzkonstruçtas joslas ir plaðâkas nekâ ar

meþonîgo bustrapu uzkonstruçtâs joslas.
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A Pielikums

A1. Programmas kods vienlaicîgo ticamîbas joslu kon-

struçðanai neparametriskajai regresijai ar San un

Loader metodes palîdzîbu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)

x.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),1]

y.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),2]

n<-length(x.data)

y.data

x.data

library(KernSmooth)

h<-38.57

#Lokala regresija( rn(x).n=sum(li(x)*Yi); lj(x)=bj(x)/sum bj; bi(x)=K(xi-x/h)*(Sn,2(x)-(xi-x)Sn,1(x))

## Sn,j=sum(K(xi-x/h)*(xi-x)^j )

### Gausa kodols

kod<-function(x){

1/sqrt(2*pi)*exp(-x^2/2)

}

### Funkcija Snj

Snj<-function(x,j,dati,h){

sum(kod((dati-x)/h)*(dati-x)^j)

}

### Funkcija bi(x)

bi<-function(x,i,dati,h){

kod((dati[i]-x)/h)*(Snj(x,2,dati,h)-(dati[i]-x)*Snj(x,1,dati,h))

}

### Funkcija li(x)

li<-function(x,i,dati,h){

n<-length(dati)

bi(x,i,dati,h)/sum(bi(x,1:n,dati,h))

}

### Funkcija Ti(x)

Ti<-function(x,i,dati,h){

kk<-sum(bi(x,1:n,dati,h))
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l.norma<-sqrt(sum(li(x,1:n,dati,h)^2))

li(x,i,dati,h)/l.norma

}

### Zi punkti

k<-10000

min.x<-min(x.data)

max.x<-max(x.data)

m<-(max.x-min.x)/k

z<-seq(min.x,max.x,by=m)

mm<-length(z)

mm

Matrica T

T.matr<-matrix(0,length(z),n)

for (i in 1:length(z))

{

T.matr[i,1:n]<-Ti(z[i],1:n,x.data,h)

}

### Matrica T(i)-T(i-1)

matr.pedeja<-T.matr[2:mm,1:n]-T.matr[1:(mm-1),1:n]

matr.st<-matrix(0,length(z),n)

for (i in 2:length(z))

{

matr.st[i,1:n]<-(T.matr[i,1:n]-T.matr[i-1,1:n])^2

}

normas<-matrix(0,1,n)

for(i in 1:n)

{

normas[1:1,i]<-sqrt(sum(matr.st[1:length(z),i]))

}

k0<-sum(normas[1,1:n])

### Gausa kodola atvasinajums

kod_atv<-function(x){

(-1/sqrt(2*pi))*x*exp(-x^2/2)

}

### c0 aprekins

alfa<-0.05

k_n<-k0

g<-function(x){

alfa-2*(1-pnorm(x,0,1))-(k_n/pi)*exp(-x^2/2)

}

cc<-uniroot(g,c(-100,100))

c_const<-cc$root

### Lokalas regresijas novertejums rn(x)

rn.loc<-function(x,xdat,ydat,h){

rn.vec<-c()

n<-length(xdat)

for(j in 1:length(x)){

rn.vec[j]<-sum(li(x[j],1:n,xdat,h)*ydat)

}
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rn.vec

}

### Dispersijas novçrtçjums kâ funkcijas

Zi<-log((y.data-rn.loc(x.data,x.data,y.data,h))^2)

xx<-seq(min(x.data),max(x.data),len=100)

h.rez<-dpill(x.data,Zi)

plot(x.data,Zi,xlab="apgabals",ylab="Zi", main="Regresija Zi pret Xi",cex=0.5)

points(xx,rn.loc(xx,x.data,Zi,h.rez),type="l",lwd=2,col="red")

#### Vienlaicîgas ticamîbas joslas (dispersija NAV konstanta)

bands.loc<-function(x,xdat,ydat,h,cc,zdat){

n<-length(xdat)

l.norm<-sqrt(sum(li(x,1:n,xdat,h)^2))

h.rez<-dpill(xdat,zdat)

sigma<-sqrt(exp(rn.loc(x,xdat,zdat,h.rez)))

saknite<-sqrt(sum((li(x,1:n,xdat,h)*sigma)^2))

c(rn.loc(x,xdat,ydat,h)-cc*sigma*l.norm,rn.loc(x,xdat,ydat,h)+cc*sigma*l.norm)

}

bands<-matrix(rep(0,1*n),2,n) #salikam nulles iek?? matric?, ir 2 rindas un nn kolonnas liela matrica ar null?m

for(j in 1:n){

bands[1:2,j]<-bands.loc(x.data[j],x.data,y.data,h,c_const,Zi)

}

A2. Programmas kods vienlaicîgo ticamîbas joslu kon-

struçðanai neparametriskajai regresijai ar meþo-

nîgâ butstrapa metodes palîdzîbu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)

x.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),1]

y.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),2]

n<-length(x.data)

library(KernSmooth)

## Gausa kodols

kod<-function(x){

1/sqrt(2*pi)*exp(-x^2/2)

}

### Lokala regresija

### Funkcija Snj

Snj<-function(x,j,dati,h){

sum(kod((dati-x)/h)*(dati-x)^j)

}

### Funkcija bi(x)

bi<-function(x,i,dati,h){

kod((dati[i]-x)/h)*(Snj(x,2,dati,h)-(dati[i]-x)*Snj(x,1,dati,h))

50



}

### Funkcija wi(x)

wi<-function(x,i,dati,h){

n<-length(dati)

bi(x,i,dati,h)/sum(bi(x,1:n,dati,h))

}

### Lokalas regresijas novertejums rn(x)

m_n<-function(x,xdat,ydat,h){

rn.vec<-c()

n<-length(xdat)

for(j in 1:length(x)){

rn.vec[j]<-sum(wi(x[j],1:n,xdat,h)*ydat)

}

rn.vec

}

### Novert. epsiloni= Yi-m_nov

en<-y.data-m_n(x.data,x.data,y.data,h)

### sqrt( mi^(x))

mi.n<-function(x){

mi.vec<-c()

for(j in 1:length(x)){

mi.vec[j]<-sqrt(sum((wi(x[j],1:n,x.data,h)^2)*(en^2)))

}

mi.vec

}

alpha<-0.05

################# Bootstrapping_parametric ~rbinom

B1<-1000

m_n.b1<-matrix(0,n,B1,byrow=FALSE)

for (i in 1:B1){

bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)

zimes<-c()

for(k in 1:n){

if(bin[k]<=0){zimes[k]<--1}

else {zimes[k]<-1}

}

residuals<-en*zimes

for(j in 1:n){

m_n.b1[j,i]<-abs(sum(wi(x.data[j],1:n,x.data,h)*residuals))

}

}

### U*

U.b1<-c()

for(i in 1:B1){

U.b1[i]<-max(m_n.b1[1:n,i]/mi.n(x.data))

}

t.b1<-quantile(U.b1,1-alpha)

##Confidence bands (1.example)

bands.b1<-function(x){
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c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.b1*mi.n(x),m_n(x,x.data,y.data,h)+t.b1*mi.n(x))

}

bands1<-matrix(rep(0,1*n),2,n)

for(j in 1:n){

bands1[1:2,j]<-bands.b1(x.data[j])

}

m_n.b2<-matrix(0,n,B1,byrow=FALSE)

for (i in 1:B1){

bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)

zimes<-c()

for(k in 1:n){

if(bin[k]<=0){zimes[k]<--1}

else {zimes[k]<-1}

}

residuals<-en*zimes

for(j in 1:n){

m_n.b2[j,i]<-abs(sum(wi(x.data[j],1:n,x.data,h)*residuals))

}

}

### U*

U.b2<-c()

for(i in 1:B1){

U.b2[i]<-max(abs(m_n.b2[1:n,i]))

}

t.b2<-quantile(U.b2,1-alpha)

#Confidence bands (2.example)

bands.b2<-function(x){

c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.b2,m_n(x,x.data,y.data,h)+t.b2)

}

bands2<-matrix(rep(0,1*n),2,n)

for(j in 1:n){

bands2[1:2,j]<-bands.b2(x.data[j])

}

### sqrt( w^(x))

w<-function(x){

w.vec<-c()

for(j in 1:length(x)){

w.vec[j]<-sqrt(sum((wi(x[j],1:n,x.data,h)^2)))

}

w.vec

}

m_n.b3<-matrix(0,n,B1,byrow=FALSE)

for (i in 1:B1){

bin<-sample(rbinom(n,1,0.5),replace=FALSE)

zimes<-c()

for(k in 1:n){

if(bin[k]<=0){zimes[k]<--1}

else {zimes[k]<-1}

}
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residuals<-en*zimes

for(j in 1:n){

m_n.b3[j,i]<-abs(sum(wi(x.data[j],1:n,x.data,h)*residuals))

}

}

### U*

U.b3<-c()

for(i in 1:B1){

U.b3[i]<-max(m_n.b3[1:n,i]/w(x.data))

}

t.b3<-quantile(U.b3,1-alpha)

##Confidence bands (3.example)

bands.b3<-function(x){

c(m_n(x,x.data,y.data,h)-t.b3*w(x),m_n(x,x.data,y.data,h)+t.b3*w(x))

}

bands3<-matrix(rep(0,1*n),2,n)

for(j in 1:n){

bands3[1:2,j]<-bands.b3(x.data[j])

}

plot(x.data,y.data,col="black",xlab=" ", ylab="",cex=0.5)

points(x.data,bands1[2,],type="l",col="red",lwd=3,lty=2)

points(x.data,bands1[1,],type="l",col="red",lwd=3,lty=2)

points(x.data,m_n(x.data,x.data,y.data,h),type="l",lwd=2, lty=1)

points(x.data,bands2[2,],type="l",col="green",lwd=2,lty=1)

points(x.data,bands2[1,],type="l",col="green",lwd=2,lty=1)

points(x.data,bands3[2,],type="l",col="blue",lwd=2,lty=1)

points(x.data,bands3[1,],type="l",col="blue",lwd=2,lty=1)

legend(0.65,23000,c("r(x) novertejums","boot1","boot2","boot3"),lwd=2,col=c("black","red","darkgreen","blue"))

A3. Programmas kods joslas platuma aprçkinam ar

krosvalidâcijas palîdzîbu

visi.dati<-read.table(file="cmb.txt", header=T)

x.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),1]

y.data<-visi.dati[1:length(visi.dati[,1]),2]

n<-length(x.data)

##### Nadaraya-Watson kodolu novçrtçjums

nad.fun<- function(x){sum(dnorm((x-x.data)/h)*y.data)/sum(dnorm((x-x.data)/h))}

### Krosvalidâcija

l.nad<-function(x,i,h){dnorm((x-x.data[i])/h)/sum(dnorm((x-x.data)/h))}

rez<-c()

hh<-seq(0,50,by=0.01)

for (j in 1:length(hh)){

h<-hh[j]

ss<-0

for (i in 1:n){

ss<-ss+((y.data[i]-nad.fun(x.data[i]))/(1-l.nad(x.data[i],i,h)))^2
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}

rez[j]<-ss/n

}

plot(hh,rez,type="l",lwd=2,xlab="",ylab="" )

index<-order(rez)[1]

order(rez)

h.opt<-hh[index] ### minimizçjoðais h

h.opt
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