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Anotacija

Darba tema ir butstrapa metode sadalijjuma parbaudes testiem. Tiek apskatita sis
metodes ideja un pieradijumi. Ar piemeéru palidzibu gan neparametriska, gan parametriska
butstrapa metode pielietota statistikas sadalijumu meklesanai. Darba nobeiguma ir ap-
skatits butstrapa metodes pielietojums sadalijjuma parbaudes testiem ka Kolmogorova -

Smirnova un Neimana. Apskatits arl bloku butstrapa metode atkarigiem datiem.

Atslegas vardi: datu parkarto$na, neparametriskais butstraps, parametriskais butstraps,

bloku butstraps



Abstract

The subject of this thesis is bootstrap methods for goodness-of-fit tests. The idea and
the proof of bootstrap method are examined. With examples are shown non-parametric
and parametric methods for define the distribution of statistic. Finally, bootstrap methods
are introduced for goodness of fit tests like Kolmogorov - Smirnov and Neymann. The

block bootstrap methods are also examined.
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Apziméejumi

F, empirsika sadalijuma funkcija

F teoretiska sadalijuma funkcija
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4, konvergence péc sadalijuma
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N(u,0?) Normali sadalits gadijuma lielums ar videjo vertibu p un dispersiju o?

LogN(u,0%) LogNormali sadalits gadijuma lielums ar parametriem p un o>

Exp()\) Eksponenciali sadalits gadijuma lielums ar parametru A
Xz x? sadalits gadijuma lielums ar k brivibas pakapem
Ula,b) Vienmeérigi sadalits gadijuma lielums intervala (a, b)

NegB(r,q)  Negativi binomiali sadalits gadijuma lielums ar parametriem r un q

Po()\) Puasona sadalits gadijuma lielums ar parametru A
ARMA Autoregresivs slidosa vidéja process
AR Autoregresivs process



Ievads

Darba apliukota butstrapa metode, kuru piedavaja un noformuléja Efrons (1979) ([1]).
Datoru attistiba tiesi ietekme statistikas nozari, kura plasi tiek izmantota datoru iespejas.
Ar datoru palidzibu ir iespejams pétit lielas un sarezgitas datu kopas. Viens no Efrona
galvenajiem ieguldijumiem bija paradit, ka butstrapa metodi var kombinét ar misdienu
datoru skaitlosanas jaudu un iespéjam. Tapéc butstrapa metodes pievilcigums ir saistits
misdienu datoru ietekmi uz statistikas attistibu. Efrons ari pirmoreiz pielietoja vardu
“bootstrap”, kas ir saistits ar amerikanu versiju vienam no stastiem par baronu fon Min-
hauzenu, kura pazinoja, ka pats sevi izvilcis no purva, velkot sevi aiz kurpju (anglu val.
- boot) auklam (anglu val. - starp). Eiropas versija vins izvilka sevi aiz matiem. Tas ari
atspogulo §is metodes butibu, kur asimptotika tiek aizstata ar simulacijam vai butstrapa
metodem.

Viens no §1 darba meérkiem ir iepazities ar butstrapa metodi, izpétit ta biitibu un
darbibas procesu. Saja darba iepazisimies gan ar neparametrisko butstrapu, gan ar
parametrisko butstrapu. Pieradisim neparametrisko butstrapa metodi statistikai v/n(X —
u) izmantojot Kolmogorova un Vasersteina metriku. Pielietosim abus butstrapa veidus
centretai videjai vertibai un Kolmogorova - Smirnova testam nepartrauktiem sadaliju-
miem, So pielietojumu aprakats ir atrodams Dekking, Kraaikamp un Lopuhaa gramata
(2D).

Otrs merkis ir butstrapa metodes pielietojums Kolmogorova - Smirnovas testam pie
diskretiem sadalijumiem. Diskretu sadalijumu gadijuma tiek pielietots paramertriskais
butstraps un parbaudita salikta hipoteze (skatit [3]). Ar butstrapa metodi tiek mekle-
ta statistikas kvantile, péc kuras nosakam, vai hipotézi pienemt vai noraidit. Praktiski
apskatisim negativo binomialo sadalijumu un Puasons sadalijjumu.

Ka pedejais darba merkis ir butstrapa metods pielietoSana Neimana testam neatkarigiem
un atkarigiem datiem. Japiebilst, ka Neimana testam ir sarezgits robezsadalijums, kas
satur novertétus parametrus. Neatkarigu datu gadijuma pielietosim neparametrisko but-
strapa metodi, kura atkarigiem datiem dod aplamus rezultatus. Bet ta ka ar Neimana
testu iespéjams parbaudit atkarigus datus, tad pielietosim bloku butstrapa metodes tadas
ka slidosais bloku butstraps un neskelosais bloku butstraps. Butstrapa pielietosana lauj
izvairities no datu kovariaciju novertesanas.

Darba 1., 2, un 2. nodala ir butstrapa idejas apraksts, teoretiski pieradijumi un



vienkarsi piemeri, lai labak saprastu butstrapa metodi. 4. nodala ir aprakstits but-
straps Kolmogorova - Smirnova testam, ka ari paradits ta praktiskais pielietojums gan
nepartrauktu, gan diskrétu sadaljjumu gadijuma. Butstrapa metode Neimana testam ir
aprakstita darba 5. nodala.

Praktiska dala tiks veikta ar programmas R palidzibu.



1. Butstrapa ideja

Butstrapa metodes biitiba ir konstruét attiecibu starp populaciju un izlasi. Ta pienem
doto izlasi X1, Xs, ..., X, ka labi reprezentejosu prieks populacijas, un veido butstrapa
izlases X7, X5,..., X} ka realizacijas no populacijas. Visbiezak butstrapa izlases elementi
tiek iegiiti ka gadijuma izlase no Xi,..., X, ar vienadam varbtitibam (neparametriskais
butstraps). Tacu ir iespéjams konstruét parametrisku butstrapa metodi, kad butstrapa
izlase tiek veidota pec kada fikseta sadalijuma likuma Fj, kur 0 piemeram ir {Z, s*}, ja
F = N(u,0?).

Vispirms aprakstisim neparametriska jeb empiriska butsrapa ideju sikak. Pienem-
sim, ka X7, Xs,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti (turpmak iid) ar X; ~ F un
T(X1, Xs, ..., Xy, F) ir kads funkcionalis, piemeram, T = T'(X1, Xo, ..., X, F) = /n(X,—
w)/o, kar g = Ep(X;) un 0* = Dp(X,). Biezi sastopama statistikas problema ir T
sadalijuma atrasana, tas ir atrast Pp(T(X1, Xa, -+, X,,, F') < t). Butstrapa metodes ideja
ir sekojosa: generet daudz izlasu no dotas izlases un aproksimet statistikas 7' sadaliju-
mu. Tas ir, aproksimet statistikas 7'(Xy, Xo, -+, X,,, F') varbutibu sadalijumu ar statis-
tikas T'( X7, X5, ..., X}, F,) varbutibu sadaljjumu, kad gadijuma izlasi X, Xs, ..., X}, no
F' tiek aizvietota ar butstrapa gadijuma izlasi X;, XJ,..., X no empiriskas sadaljjuma

funkcijas

1 n
Fn:_ I i<z}
LS e

kur
1, XZ <z
0, X, >«x
Apzimesim iegutas butstrapa izlases {X7y,..., X1}, {X5, . X5 b o { X5, X

..., X5}, kur B apzime butstrapoto izlasu skaitu. Statistika funkcionala 7' sadalijumu
punkta ¢, tas ir, Pr(T < t) aproksimé ar {j skaits : T < t}/B, kur T}, T5, ..., T} apzimé
statistikas 7' vertibas B dazadam butstrapa izlasem. Ieprieks apskatitajam pieméram
attieciga butstrapota statistika ir T(X1,..., X, F) = /n(X} — X,,)/S, kur S apzime
izlases (empirisko) dispersiju.

Aprakstisim arl parametriska butstrapa ideju. Pienemsim, ka més uzskatam, ka iegttai
izlasei ir kads parametrisks sadalijums. Sada gadijuma sadalijuma funkcija ir pilniba
noteikta ar parametru vai vektoru ar parametriem 6 : F' = Fj. Tad sadalijjuma funkcija F

nav janoverté ka pilniba nezinama funkcija, bet ta vieta pietiek novertét parametru (vai



vektoru) @ ar 6 un tad novertet F ar F' = Fj.

No pirma acu uzmetiena, butstrapa ideja liekas par vieglu, lai ta stradatu. Bet tik-
lidz ir jadefineé butstrapa definicija kadai konkrétai situacijai, tad tas sagada grutibas.
Tas viss ir atkarigs no ta, ko mes sagaidam no butstrapa metodes. Vai mes gribam,
lai noverte statistikas sadalijumu, vai citu interesejosu parametru. Velak paradisim gan
neparametriska butstrapa, gan parametriska butstrapa metodi centrétas vidéjas vertibas
gadijuma, lai labak saprastu ka §1s metodes strada, bet vispirms nakosa nodala apskatisim

neparametriska butstrapa metodes pieradijumus balstoties uz konkretam metrikam.



2. Butstrapa metode statistikai \/n(X — )

Lai labak saprastu butstrapa metodi, tad Saja nodala apskatisim pieradijumus, kuri
paradis, ka butstrapa metode strada statistikai \/n(X — u). Pieradijumos izmantosim
Kolmogorova metriku un Vaserteina metriku. Siem pieradijumiem izmantosim sekojosas

definicijas un pienémumus.

Definicija 1. ([4], 462. 1pp) Pienemsim, ka (Xy,---, X,,) ir neatkarigi, vienadi sadaliti,
Xy ~ Fun T(Xy,...,X,, F) ir kads funkcionalis. Funkcionala T neparametrisko but-

strapa sadalijjumu define

Hpoot () = Py (T(X3,..., X5 E) < ),

kur (XF,...,X?) ir iid izlase apjoma n no Fy,.

Ar P, turpmak apzimésim varbiitibas attieciba pret butstrapa sadalijumu.

Definicija 2. ([4], 463. lpp) Pienemsim, ka F,G - sadalijuma funkcijas un p(F,G)-
metrika starp tam. Dotai izlasei Xi,...,X,, ~ F un funkcionalim T'(X,...,X,, F)
definesim

Hy(x) = Pe(T(X1,. .., Xn, F) < 2)

HBoot(I) = P*<T(Xik, Ce ,X,;:, F\n) < :L')

Saka, ka butstraps ir vaji konsistents attieciba pret p funkcionalim T, ja p(H,,, Hpoot) — 0
pec varbutibas. Butstraps ir stingri konsistents attieciba pret p ,ja p(H,, Hgeot) — 0
gandriz drosi.

Ja Xi,..., X, ~iid un X; ~ F, p = E(X;), tad butstrapa pieradisanas tehniskai
izpratnei izmatosim statistiku T, = \/n(X — ). Pienemsim, ka H, () = Pp(T,, < x) un
H,(z) =P.(T < z), kur T* = /n(X*—X,) ir butstapa novertejums un X7, ..., X* ~ F,
ir butstrapa izlase. Misu uzdevums ir paradit, ka sup,, |Hn(x)—ﬁn(x)| LN 0, lai pieraditu

ka butstraps strada.

2.1. Pieradijums izmatojot Kolmogorova metriku

Pirmo metodi pamatoja Singh(1981) izmatojot Kolmogorova metriku. Sis pieradijums

ir atrodams DasGupta(2008) gramata ([4]).



Definicija 3. Kolmogorova metrika
K(F,G)= sup |F(z)—G(z)|.
—oo<r<oo
Lai varétu pieradit butstrapa konsistenci attieciba pret Kolmogorova metriku mums bis

nepieciesami sekojosi fakti.

Teoréma 1. (Polya) (f4]) Ja G, 4 G, G ir nepartraukta sadalijuma funkcija, tad
SUP_ o< oo |G () — G(2)| = 0, kad n — oo.

No Polya [1] teoremas seko, ka

sup ‘P (M < a:) — o)

< — 0,n — o0,
—o0o<z<00 o

kur ®(-) apzime N(0, 1) sadalijuma funkciju.

Teoréma 2. (Berry-Esseen) ([{l]) X1, -+, X, #id, E(X,) = u, D(X1) = 02, 33 = E| X| —
pl?. Tad eksisté universala konstante C (C' ~ %)7 kas nav atkariga no n vai no X, sadalzju-

ma, ka
C'Bs
aiy/n’

sup
x

(Y5 ) g

Teoréma 3. (Zygmund - Macienkiewitz SLSL) ([4]) Yi,...,Y,, iid, Y; ~ F,0 < § <
LEY:|)® < co. Tad n™s S0V = 0 gandriz drosi.

Teoréma 4. ([{|]) Pienemsim, ka X1,..., X, ~ F ud, Ep(X?) < 00, T(Xy,..., X,,, F) =

V(X —p) un T(X7, ..., X2 Fy) = (X2 — X). Tad
K(HnaHBoot) — 0

gandriz drosi, kad n — oo.
Pieradijums. No sakuma pec Kolmogorova metrikas definicijas pielietosim to sadaliju-
miem H, un Hpg,y. Ar vienkarSu panémienu: pieskaitot un atnemot ® (f—r) un ¢ (f),

sadalisim So metriku tris dalas un tad apskatisim katru dalu atseviski.

K(Hp, Hpoot) = sup | Pp(T,, < x) — P.(T; < )|

r(fe2) o)) -a () e () -n (22
o (%< 2) -0 ()] el () - (2) oo (2) - (<)

8

= sup
x

< sup
xX




=A,+B,+C,.

A, — 0 gandriz drogi péc Polya teoremas [I|, B, — 0 gandriz drosi, jo s> — 02 gandriz
drosi un ®(-) ir vienmeérigi nepartraukta. Talak pielietosim Berry-Esseen teorému, lai
paraditu, ka C,, — 0.

Ta ka butstrapa izlase ir diskrétu gadijumu lielumi izlase ar vienadam varbuatibam 1/n

Z?:1 Yi
n ?

kas ari ir pielietots saja gadijuma. No fakta, ka butstrapa izlase ir diskreta gadijuma

(z)%. Modult

katram gadijuma lielumam, tad matematiska ceriba ir vienada ar E(X*) = X =

2

) ) . L X

lieluma izlase ar vienadam varbutibam seko, ka Dy (X{) = s? = L —
n

esosai izteiksmei pieskaitisim un atpnemsim g, péc tam sadalisim to 2 dalas péc modula

ipasibas. Ar formulam §ie parveidojumi attéloti sekojosi:

c AXT X4 Y XX
"‘5\/'( (XD T 5/ ns?

= 5n3/233 ' <Z [Xi = pl” +nlp = X”|3>
_ 3 n - ,U’s
__3<n3/221 e el )

kur M = 2. Takas — o> 0,X, = p, tad |X,, — pf*/(y/ns®) — 0 gandriz drosi. No

Zygmund - Macienkiewitz teoremas seko, ka

1 n n
— D | Xi—ul =07y Y =0
n
i=1 i=1

gandriz drogi, kad n — 00,8 = 2/3,Y; ir iid, E(Y;)? = Ep|X; — p*¥? = Dp(X1) <
Tadejadi A, + B, + C,, = 0 un K(H,,, Hpoot) — 0 gandriz drosi.
Esam pieradijusi, ka butstrapa metode strada statistikai T}, = v/n(X — p) attieciba

pret Kolmogorova metriku.

2.2. Pieradijums izmantojot Vasersteina metriku

Otro metodi pamatoja Bickel un Freedman(1981)([5]) izmatojot Vasersteina metriku.

Sis pieradijums ir atrodams Shao un Tu(1995) gramata ([6]).

Definicija 4. Ja X un Y ir gadijuma lielumi ar sadalijjumiem F un G, tad VaserSteina

metrika definéta sekojosi

d.(F,G) = d,(X,Y) = inf (E|X — Y|")'/",



kur infimums tiek meklets visiem kopigajiem sadalijjumiem ar galigiem F' un G.
Talak formulesim Vaser§teina metrikas Tpasibas ka lemmas, kuras izmantosim butstra-

pa metodes pieradisana.

Lemma 5. Piepemsim, ka X, ~ F, un X ~ F, tad d.(F,,F) — 0 tad un tikai tad, ja
Xp~ X un [ |z|"dF,(x) = [|z|"dF(z).

Lemma 6. Ja E(|X;|") < oo, tad d.(F,, F) 20,0,
Lemma 7. Jebkurai konstantei a izpildas d,(aX,aY) = |ald.(X,Y).

Lemma 8. Ja E(X;) = E(Y;) un E(]X;]?) < oo,IE(|Yj]2) < oo, tad

Pieradijums. Nemsim vera, ka infims eksiste. Pienemsim, ka (U;, V;) ir neatkarigi
un E(|X; - Yj[P)17 = d,(X;,Y)).
Izmatosim Minkovski nevienadibu

ZXJ,ZY <E<<Z (X; =Y, (X, -, >> ng 5 Y5)

J=1 J=1

3

Lemma 9. Ja E(X?) < co un E(Y?) < oo, tad

d(X,Y)? = (d2(X — E(X), Y — E(Y)))* + |E(X - Y)[*.

Pieradijums. Apzimésim ¢ = E(X) un b = E(Y). Izvélésimies tadus X un Y, ka
E(|X —Y|?) = do(X,Y)% Ir zinama sekojosa izteiksme

E((X —a) = (Y =) =E((X = Y]*) = |a - b]”
un no iepriekséjas lemmas seko
dQ(X - CL,Y - b>2 < d2<X7 Y)2 - |CL - b|2

Taka E(|(X —a) — (Y —b)|]?) = do(X — a,Y — b)? , esam pieradijusi o ipasibu.
Izmantojot §is Ipasibas, iegisim:
dQ(ﬁm Hn) = d2(\/ﬁ<X:L - Xn)v \/E(Xn - N))

10



Lai iegttu nakoso izteiksmi, videjo vertibu izteiksim caur summu (lidzigi, ka $aja gadijuma

0y _
X+ = = 1/n> ¢ (z; —Y) ) un pielietosim 3.lemmu
n

= %ab (Z(Xz* - X)) (X - M))

i=1 i=1

Pielietojot 4. lemmu ieglisim

1 — _
< =Y do(XF— X, X, — p)?
> n; 2( i M)

= dQ(Xik - X17X1 - HJ)

Pielietojot 5. lemmu iegusim

= Vda(X},X1)? — (0 — E.X})?

= \/dz(ﬁn, F)2?—(up—X,)?

d.
2200

jo dQ(Z/?\n, F) %0 un X, LN i Esam pieradijusi, ka butstrapa metode strada statistikai

T, = v/n(X — 1) attieciba pret Vaser§teina metriku.

11



3. Butstrapu metodes piemeéri

Saja nodala apskatisim piemeérus, kas palidzes mums labak saprast butstrapa metodi.
Apskatisim gan parametrisko, gan neparametrisko butstrapu videjai vertibai un centre-
tai videjai vertibai. Ka ari nodalas beigas apskatisim piemerus, kad butstrapa metode

nestrada.

3.1. Neparametriskai butstraps

Saksim ar neparametriska butstrapa metodes atbilstibu videjai vertibai (skatit [2]).
Pienemsim, ka dota gadijuma lieluma izlase X, X5, ..., X,,. Aprekinasim videjo vertibu,

kas ir viens no iespejamiem gadijuma lielumiem, kas raksturo doto izlasi.

B X i+ Xo+- -+ X,
5 - 1+ Xo+ + .

n

n

Misu meérkis ir atrast X, sadalijuma funkciju F. So sadalfjumu meklésim ar butstra-
pa metodi, tatad izveidosim gadijuma izlases X7, X, ..., X}, kuram aprekinasim vidéjo
vertibu un apzimesim ka X*. Ideja ir izmantot X sadalijumu, lai aproksimetu X,
sadalijumu. Rodas jautajums, cik laba ir §1 aproksimacija.

Paradisim, ka butstrapa aproksimacija X,, nestrada. Apskatisim izlasi z1, o, ..., 2p,
kas ir realizacija gadijumu izlasei X, Xs, -+, X, no N(u, 1) sadalijjuma. Tada gadijuma
izlases videjai vertibai X,, it N(u,1/n) sadalijums. Novertesim p ar Z, un aizvietosim
gadijuma izlasi no N(u,1) sadalijjuma ar butstrapa izlasi X7, X;,..., X} no N(z,,1)
sadalfjuma. Attiecigi butstrapotai izlases videjai vertibai X? ir N(Z,,1/n) sadalijums.
Tapec gadijumu lielumu X, un X sadalijuma funkcijas G, un G¥, var tikt noteiktas
sekojosi

Gn(a) = (v/n(a — p)) un Gy (a) = ©(v/n(a — 7,)).
Saja gadijuma izradas, ka maksimalais attalums starp abam sadalijumu funkcijam ir
vienads ar
1
2o (Suiis, ) 1

Ta ka X, ir N(p, 1/n) sadalijums, tad $1 vertiba ir aptuveni vienada ar 2®(|z|/2) — 1, kur
z ir realizacija gadijuma lielumam Z ~ N(0,1). St sakariba ir vienada ar 0 tikai tad, ja
z = 0. Tas nozime, kas attalums starp gadijumu lielumiem X,, un X* vienmer bus stingri

lielaka par 0, pat lieliem n.

12
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1. att. Butstrapa metode X

Ar datorprogrammas R palidzibu tiek generétas gadijumu lielumu izlases ar sadalfjumu
N(5,1) un nobutstrapota $Im izlasem videja vertiba X. Izvelesimies 4 iespejamos izlases
apjomus n = 20, 50, 100 un 150. Pie siem apjomiem salidzinasim iegutos rezultats, kuri ir
redzams [1.| attela. No histogrammam, kas aproksimetas ar normala sadalijuma N (5,1/n)
blivuma funkcijam, redzams, ka butstrapa metode nav bijusi veiksmiga nevienam izlases
apjomam. Ar grafiku palidzibu esam paradijusi, ka palielinot izlases apjomu butstrapa

novertejums videjai vertibai nemainas.

n=20 n=50
<
< S
o
o
=)
o~ N
o o
i
S
< <
i [ T T T T T 1 i [ T T T T T 1
-3 -1 O 1 2 3 -3 -1 0 1 2 3
n=100 n=150
~
o o
=)
o~
o~ S
o
i
S
= =
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2. att. Neparametriska butstrapa metode /n(X — p)
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Butstrapa aproksimacija var uzlabot, ja aproksimesim sadalijjumu centretai izlases
videjai vertibai X, —u , kur u ir sagaidama vertiba attieciba pret F. Attieciga butstrapota
versija ir X* — X, kur X ir sagaidama vertiba attieciba uz F. Taka gadijuma izlase
X1, Xy,..., X, ir no N(u,1) sadalijuma, tad (X, — p) ~ N(0,1/n) un (X} — X) ~
N(0,1/n). Izdalot &is izteiksmes ar % iegtsim, ka /n(X, — u) ~ N(0,1) un /n(X} —
X) ~ N(0,1). Tatad mums ir janobutstrapo T;, = v/n(X — u). To, ka butstrapa metode
§is statistikas sadaljjuma noteikSanai strada, pieradijam iepriekséja nodala. Jau ieprieks
izveidotajam gadijuma lieluma izlasem ar sadalijumu N(5,1), apjoma n = 20, 50, 100
un 150, nobutstrapoim statistiku 7). Rezultati ir apskatami attela, kura attelota
statistikas 7, aproksimacija ar histogrammu un N (0, 1) blivuma funkciju. No attéla varam
secinat, ka statistikas T,, butstrapa aproksimacijai izpildas CRT, tatad ta uzskatama par

labu.

3.2. Parametriskais butstraps

Apskatisim, ko parametriskais butstraps nozime centréetas videjas vertibas gadijuma.
Pienemsim, ka izlase x1, o, - - - , z,, ir gadijuma izlases X, Xy, - - - , X, realizacijano N(u, 1)
sadalijuma. Novertesim p ar Z,, un apskatisim butstrapa izlasi X7, X5, - -+, X} no N(z,, 1).
Uzdevums ir varbatibu sadalfjumu statistikai X,, — p aproksimeét ar satistikas X* — u*
sadalfjumu, kur y* = Z,. So statistiku sadalfjumi ir vienadi : N(0,1/n) sadalfjumi.
Parveidosim $is statistikas izdalot ar %, iegisim /n(X, — p) ~ N(0,1) un /n(X* —
Zn) ~ N(0,1). Gadijuma izlasem no sadalfjuma N (5,1) ar dazadiem apjomiem veicam
parametriska butstrapa simulacijas statistikai T}, = v/n(X,, — p), rezultats ir redzams
attela, kura attelota butstrapotas statistikas sadalijums ar histogrammu, tai pievieno-
ta teoretiska N(0,1) blivuma funkcija. Ka redzams, tad parametriskais butstraps labi

aproksimeé statistikas 7;, sadalijuma funkciju.

3.3. Piemeéri, kad neparametriskais butstraps nestrada

Ir piemeri, kuriem butstrapa metode, balstita uz izlasem no F,, nestrada. Siem
piemeériem ir raksturigs, ka funkcionalim 7}, neizpildas centrala robezteoréma. Atzimésim,
dazas konkretas situacijas, kuras butstrapa metode neatrod funkcionala 7, sadalijjuma

funkciju.
(a) T,, = v/n(X — u), kad Varp(X;) = co.
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3. att. Parametriska butstrapa metode /n(X — p)

(b) T = vn(g(X) — g(n)) un Vg(p) = 0.

(c) T, = v/n(g(X) — g(p)) un g nav diferencéjam punkta p.

(d) T, = /n(F, Y (p) — F~Y(p)) un f(F~'(p)) = 0 vai F ir atskirigs labais un kreisais

n

atvasinajums.

Piemérs. Pienemsim, ka X, Xo,---, X, ir iid un X; ~ F, 0% = Varp(X) = 1.
Pienemsim, ka g(x) = || un T, = /n(g(X) — g(u)). Ja u patiesa vertiba ir 0, tad
T, 4, |Z|, kur Z ~ N(0,0?). Lai paraditu, ka butstrapa metode $aja gadijuma nestrada,

nepiecieSsams pieminét dazus papildus faktus.

(a) Gandriz visam virknem {X;, Xo, - - - } statistikas \/n(X* — X,,) nosacitais sadalfjums
konverge uz N(0,0?) pateicoties CRT.

(b) Statistikas (v/n(X, —u), vn(X; — X,)) kopeéjais asimptotiskais sadalijums tiecas uz

n

(Z1, Zy), kur Zy, Zy ir iid un N (0, 0?).

Pienemsim, ka (X, Y},) ir virkne no gadijuma vektoriem, tadiem, ka X, 4 7~ H( jebkurs Z)
un Y, | X, % Z( tas pats Z) gandriz drogi. Tatad (X,,Y,) % (Z1, Zs), kur Zy, Z, ir iid
un ~ H.
Tapec, atgriezoties pie musu piemera, kad p patiesa vertiba ir 0, iegtisim
Ty = V(1 X5] = 1Xa)
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Y\ Zy + 2| — | 24,

kur Zy, Zy ir iid un ~ N(0,0?). Bet tas nav absoliitas vertibas no N(0,0?) sadalijuma.
Butstrapa virknei CRT nestrada, kad ¢ = 0. un lidz ar to arl butstrapa metode §im

piemeram nestrada.
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4. att. Butstrapa metode /n(g(X) — g(u))

So pieméru ari parbaudisim ar datorprogrammas R palidzibu, attelojot statistikas
T, aproksimaciju ar histogrammu un attiecigi blivumu funkciju N(0,1). Ka redzams

attela, tad N(0,1) sadalijuma blivuma funkcija neatbilst statistikas T,, histogrammai.
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4. Butstrapa metode Kolmogorova - Smirnova tes-
tam

Kolmogorova - Smirnova tests pieder sadalijuma parbaudes testiem (anglu.val - Good-

ness of fit test), kuri parbauda hipotezi par datu sadalijumu funkciju,
Hy: F = Fy(z) pret Hy : F # Fy(x).

Sajos testos biezi izmanto empirisko sadalijuma funkciju F,(x). Pec Glivenko - Kantelli
teoremas seko, ka lieliem n, F), ir tuva patiesam sadalijumam F'. Lai parbauditu hipotézi

Hy ir jaanalizé novirze starp F), un F', 81 novirze ari biis statistikas veértiba.

Teoréma 10. (Glivenko - Kantelli) Piepemsim, ka X, -+, X, ir neatkarigi un vienadi
sadaliti gadijuma lielumi ar teorétisko sadalijuma funkciju F(x) un empirisko sadalijuma

funkciju F,(x), tad ir speka

sup | Fy(x) — F(z)] £ 0,

—oo<r<oo

kur g.d nozimé gandriz drosi.

Plasi izplatiti sadalijuma parbaudes testi ir
(a) Cramer - von - Mises tests

W = / " (Fut) = Fo(t)2dEy(t)

o0
Pienemsim, ka X; < Xy < -+ < X, un U; = Fy(X;), tad 1 testa vertiba ir vienada

ar
n

20 —1
12n+iZ(U_ )

(b) Anderson - Darling tests

< (Fa(t) — Fo(t))?
A :/ dFy(t)
Fo(t)(1 = Fo(t))
Piegemsim, ka X; < Xy < --- < X, un U; = Fy(X;), tad 81 testa vértiba ir vienada

ar

A=—n— 1 [Zn:(Zz — 1)(logU; +log(1 — Uyp—i41))

n |-
=1

17



(¢) Kolmogorova - Smirnova tests
D = Viisup |Fa(x) — Fo(a)|.

Pirms apskatam Kolomogorova - Smirnova testa butstraposanu, aprakstisim testa

biittbu un uz ko tas konverge pie n — oo.

Teoréma 11. (Kolmogorova - Smirnova tests) Piepemsim, ka X1, Xo, -+ , X, #id gadiju-
ma lielumi ar sadalijuma funkciju F, tad
D= suwp |F(z) = Fx)| % sup|Bz)]. (4.1)
—oo<r<o0 x

kur B(z) ir Brauna tilts un F,(x) ir empiriska sadalijuma funkcija.

Definicija 5. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t € [0, 1]}, kura kovariaciju
struktara ir cov(B(s), B(t)) = s(1 —t), kur s < t. ST procesa sadalijums ir tads pats ka
W (t) — tW(1) sadalijums, kur W - standarta Brauna kustiba.

Ja ar Kolmogorova - Smirnova testu parbauda vienkarso hipotézi, pieméram N (0, 1),
tad Kolmogorova - Smirnova tests tiecas uz Brauna tiltu. Salikta hipoteze ietver sevi

parametru novertesanu, kas izmaina statistiku. Ta ir sekojosa:

D=yn suwp |F(x) - F,0),

—oo<r<oo

kur 0 ir novertetie parametri. Piemeram, N(u,0?) sadalijumam 6 = {z,s*}, kur Z ir
videjas vertibas novertejums un s? ir dispersijas novertejums. Saliktas hipotezes gadijuma

asimptotiskais sadalijums (4.1]) vairs nav speka.

4.1. Neparametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova tes-

tam

Vispirms ar neparametrisko butstrapa metodi nobutstraposim Kolmogorova - Smirno-

va testu. legiisim, ka abam statistikam

\/ﬁsgp |Fa(z) — F(z)] un x/ﬁsgp |Fy () — Fo(2)]

ir vienads sadalijums gandriz visam virknem X, --- , X,,. Par to parliecinasimies ar dator-
programmas R palidzibu, generejot normala sadalijjuma gadijuma izlase apjoma 1000 ar

dazadiem parametriem. Bet pirms rezultatu analizésanas, apskatisim teoriju par kodola
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blivuma funkciju, jo histogrammas tiks aproksimeétas kodolu blivuma funkcijas noverteju-
mu.
Ar jedzienu kodols tiek saprasta jebkura gluda funkcija K, kurai izpildas sekojosas

ipasibas:
1. K(z) >0,
2. [T K(z)dx =1,
3. K ir simetriska, t.i., K(z) = K(—x).

Definicija 6. Uzdotai izlasei Xi, X5, -+, X,,, kodolam K un pozitivam skaitlim A, kuru

sauc par gludinoso parametru, kodola blivuma funkcijas novértéjums ir

o 5o (55,

Ar1 kodola blivuma funkcija ir gluda funkcija un ta konvergé uz patieso blivuma funkci-
ju atrak neka histogramma. Tapec analizejot butstrapa metodi, histogrammai pievienosim

kodola blivuma funkciju, lai parliecinatos, ka butstrapa metode strada.

N(0,1) N(5.1)
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-
<
< o
—
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o o
= T T T 1 °
0.5 1.0 1.5 2.0
N(0,1/2) N(5,1/2)
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— —
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— —
0 0
o o
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o o

5. att. Neparametriskais butstraps KS testam

Melna linija ir kodola blivuma novertejums, kas aprekinats butstrapotam Kolmogoro-

va - Smirnova testam, bet sarkana linija ir kodola novertéjums, kas aprékinats simuletam
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Kolmogorova - Smirnova testam. Par kodola funkciju abiem novertéjumiem ir izvelets nok-
lusetais Gausa kodols. Ka redzams, tad §ie novertejumi ir loti tuvi. Seit mes apskatijam
butstrapoto Kolomogorova - Smirnova testu normalajam sadaljjumam ar dazadiem parame-
triem, bet 1.1. pielikuma varam apskatit ari attelus ar bustrapoto Kolomogorova - Smirno-

va testu citiem sadalijumiem.

4.2. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam

nepartrauktiem sadalijumiem

Statistiskas procediiras balstitas uz empiriskajiem procesiem ir plasi pielietotas, lai
parbauditu parametriskos sadalfjumus. Sis metodes parasti nav sadalijuma neatkarigas,
tapec asimptotiskas kritiskas vértibas balstas uz nezinamiem parametriem. So problemu
varam atrisinat izmantojot parametrisko butstrapu. Kolmogorova - Smirnova tests iz-
manto empirisko sadalijjuma funkcijas aproksimaciju istajai sadalijuma funkcijai, tapéc
pielietosim parametrisko butstrapu Kolmogorova - Smirnova testam.

Vispirms apskatisim parametrisko butstrapu eksponencialajam sadalijumam. Atgad-
inasim, ka F5(a) = 0, jaa < 0 un Fy(a) =1 — e~ visiem a > 0, kur A = 1/, tiek
novertéts no izlases datiem. Kolmogorova - Smirnova testa statistika ir forma:

Tis = Vnsup|Fy(a) — Fy(a)],
a€R
Statistikas Ty, varbtitibu sadalijjumu nav iespéjams noteikts, jo parametrs A eksponen-
cialajam sadalijumam nav zinams. Tomér meés varam aproksimét 7, ar parametrisko
butstrapu. Tas ir, lietosim datus, lai noteiktu A novértéjumu A =1 /T, un aizvietot
gadijuma izlasi Xy, Xy, -+, X,, no F\ ar butstrapa izlasi X{, X5,---, X} no I5. Pec tam
aproksimesim T} sadalijumu ar tas butstrapa versiju, tas ir,

Ty, = Vnsup |F(a) = Fi.(a)),

a€R
kur F;; ir empiriska sadalijuma funkcija butstrapa izlasei un Fy. apzime noverteto ekspo-
nencialo sadalijjuma funkciju, kur = 1/X; tiek aprekinats no butstrapa izlases. But-
starpota statistitka ir parak sarezgita, lai tiesa veida aprékinatu tas varbitibu sadalijumu,

tapéc mes lietosim parametriska butstrapa simulacijas:

1. Generesim butstrapa izlasi x7, 23, - - - , x) no eksponenciala sadalijjuma ar noverteto

parametru A
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2. Izrekinasim butstrapoto statistiku 7}..

Atkartojot solus 1 un 2 loti daudz reizu, pieméram 1000, iegisim butstrapotas statis-

tikas vertibas, nu kuram noteiksim izveleto kvantili, piemeram 0.95 kvantili.

1. tabula Butstrapotas kvantiles

N(0,1) | 0.907388 | LogN(0,1) | 0.893208
N(5,1) | 0.897476 | LogN(5,1) | 0.884958
N(0,1/2) | 0.899302 | LogN(0,1/2) | 0.900324
N(5,1/2) | 0.908969 | LogN(5,1/2) | 0.876943

Exp(3) | 1.071561 % 1.332308
Exp(1) | 1.085137 % 1.167698
Exp(0.5) | 1.089907 % 1.075808
Exp(5) | 1.093469 % 1.073652

Ar datorprogrammu R generésim eksponencialos sadalijumus ar parametriem A= 3,
1, 0.5, 5, un siem sadalijjumiem butstraposim Kolmogorova - Smirnova testu. [6.| attela ir
redzamas bustrapota testa histogrammas ar kodolu blivumu funkciju novértéjumiem. Ka
redzams, tad statistikas vértibas nav atkarigas no parametra A\. Kolmogorova - Smirnova
testu pielietojam ari cietiem sadalijumiem ka normalajam, lognormaljam un x?2, o daliju-
mu histogrammas varat apskatit 1.2.pielikuma. Izveidosim tabulu ar kvantilem, kuras
iegiisim no butstrapota testa. [1.| tabula redzamas $is vertibas dazadiem sadalijjumiem, ka
redzams, tad tas aproksime teoretiskas kritiska vertibas pie attieciga nozimibas limena.
Ta ka ar parametrisko butstrapu tiek parbaudita salikta hipoteze, tad 0.95 kvantile nor-
mali sadalitam gadijuma izlasem ir 0.9, eksponenciali sadalitam 1.07 un y? sadalitam

1.06.

4.3. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam

diskrétiem sadalijumiem

Saja nodala apskatisim Gabor Szucs publikaciju (skatit [3]), kura ir aprakstits parametriskais

butstraps diskréetiem sadalijjumiem.
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6. att. Parametriskais bustraps KS testam
Pienemsim, ka Xi,..., X, ir neatkarigi vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar sadaliju-

ma funkciju Fo(z) = P(X; < z). Dota parametrisku sadalijumu funkciju saime F =
{F(:U,H) reR,HeBOC Rd}, ar d € N parametriem. Merkis ir parbaudit hipotézi
Hy : Fy € F, tas nozime, ka japarbauda vai Fy(-) = F(-,0y). Parbaudei izmantosim

Kolmogorova - Smirnova testu. Attiecigajam 6 novertejumam 6 apzimesim
Vo= \/ﬁsup |Fn<x) - F(l‘,é)’,x € R?

kur V,, ir testa vertiba, kurai velamies nobutstrapot. Pienemsim, ka X7, ..., X neatkarigi
lielumi genereti no sadaltjuma F(-,0) un F*(-) ir attieciga empiriska sadaltjuma funkci-
ja. No generétas izlases aprékinasim parametra 0 novertéjumu é*, rezultata butstrapota
statistika ir forma

V= Vnsup |F,(z)" — F(z,0%)],z € R.

Kad esam defingjusi ka izskatas statistika, kuru butstraposim, aprakstisim butstrapa pre-
cediiras solus ar kuru varesim parbaudit hipotézi Hy : Fy € F. Péc Siem Soliem ari

veidosim praktiski apskatisim butstrapa metodi diskretiem sadalijumiem.
1. Apréekinam novertejumu 6 no izlases Xy, -, Xa.
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2. Aprekinam V,.

3. Genergjam gadijuma lielumus X7, ..., X} no sadalijjuma F(-, é)
4. Aprékinam parametra 0 novertéjumu 0* no butstrapa izlases.

5. Aprekinam V.

6. Atkartojam solus 3-5 B reizes, pienemsim, ka V*; < --- < V*p ir sakartota virkne
no B statistikam V. Piepemsim, ka z1_, ir (1 —«) empiriska kvantile no V¥, tas ir,

ta ir [B(1 — «)] lielaka statistikas vertiba, kur [y] = min{j € Z:y < j},jay € R.
7. Noraidam H,, ja V,, vertiba ir lielaka par x;_,.
Praktiski parbaudisim hipotézi
Hy: Fy € NB(r) pret Hy : Fy € Po()),
kur N'B(r) ir r kartas negativais binomialais sadalijjums un Po()) ir Puasona sadalijums.

2. tabula Parklajuma precizitate

q r=1 3 10 30

0.10 0.113 0.108 0.105 0.123
0.25 0.119 0.109 0.115 0.102
0.50 0.118 0.106 0.085 0.111
0.75 0.112 0.096 0.097 0.094
0.90 0.098 0.107 0.104 0.101

Vispirms generesim N'B,.(¢) gadijuma lielumu izlases ar dazadiem parametriem apjoma
n = 50, un parbaudisim hipotézi Hy ar butstrapa metodi, kad B = 500 un nozimibas li-
menis ir « = 0.1. Parklajuma precizitate péc 1000 Monte Carlo simulacijam ir apskatama
[2]tabula. Redzams, ka visas vertibas ir tuvas nozimibas limenim o = 0.1.

Péc tam apskatisim parametriska butstrapa jaudu. Generésim Po()) izlases apjoma
n = 50, un parbaudisim hipotézi H, par datu atbilstibu negativajam binomialajam
sadalijumam, ja r = 1,3,10 un 30. Ari Seit nozimibas limenis a = 0.1 un pielietosim

1000 Monte Carlo simuléacijas ar B = 500. Noraidito hipotézu daudzums ir paradits
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3. tabula Testa jauda

A =1 3 10 30

1 0.880 0.309 0.114 0.109
3 1.000 0.812 0.211 0.115
5 1.000 0.980 0.405 0.137
10 1.000 1.000 0.750 0.201
30 1.000 1.000 1.000 0.733
50 1.000 1.000 1.000 0.950

Bltabula. Secinam, ka testa jauda samazina, ja parametrs r palielinas. Tas izskaidro-
jams, ka r palielinoties negativais binomialasi sadalijums paliek arvien lidzigaks Puasona

sadalfjumam.
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5. Neimana tests

Saja nodala apskatisim Neimanu, kurs tika formulets jau 1937. gada, bet salidzinosi
nesen formulétie rezultati, padarija So testu plasak pielietojumu. Ari Neimana tests pieder
sadalijuma parbaudes testiem. Apskatisim So testu gan neatkarigiem, gan atkarigiem
datiem. Neimana testa ir aprakstits pieméram ([7]) publikacija.

Vispirms definésim visparéju atkaribas koeficientu. Pienemsim, ka (X;);cz ir stacionars
process varbutibu telpa (Q, F, P). Jebkuram divam o- algebram A un B C F atkaribas
koeficientu ir

a(A, B) :==sup|P(AN B) — P(A)P(B)],

kur A € Aun B € B. Jebkuriem J,L (—o0 < J < L < o0) definesim o- algebru
F¥ = o0(Xy,J < k < L). Jaukto procesu atkaribas koeficienti Vn procesam (X;)icz tiek
definéts sekojosi:

a(n) := sup Oz(F;]OO, F}’in)
Jez

Definicija 7. ([§] ) Saka, ka process (X;)icz ir « jauktais process, ja a(n) — 0, kad
n — oo.
Pienemsim, ka stacionaram a- jauktajam procesam (X;),cz ir galiga sadalijuma funkci-

ja F. Ar Neimana testu meés vélamies parbaudit sekojosu vienkarsu hipotézi
Hy: F =U|0,1] pret H, : F # UJ0,1],

kur U]0, 1] ir vienmeérigais sadalijums intervala [0,1]. Atzimeésim, ka parbaudot hipotézi
Hy : ' = F, visparigam nepartrauktam sadalijumam Fj, tas var tikt reducet uz vien-
merigo sadalijumu, parveidojot datus Fy(X;),t € Z.

Neimana tests Sai hipotézei ir sekojosa forma (neatkarigiem un vienadi sadalitiem

datiem)
k n 2
Rk’ = Z{TL—;ZQS](XZ)} ak = 172a"' )
j=1 i=1
kur ¢, ¢1,- -, ir ortonormeta sistema telpa L,[0, 1] ar ¢y = 1, pargjie ir Lagranza poli-

nomi. Sos polinomus var definét rekurenti, pie j = 0, 1,2, 3,4,
Po =1,

¢ = \/ﬁ(:c - 1/2),

¢2 = V5(6(x — 1/2)* —1/2),
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¢3 = VT(20(z — 1/2)? = 3(x — 1/2)),
¢y = 210(z — 1/2)* — 45(x — 1/2)> 4+ 9/8.

Neimana tests atkarigiem datiem (o - jauktajiem procesiem) ir forma

Ny = (120%) 7 Ry = (120%) 1Y {" Z%(Xi)}

J=1
ar

+00
o = Z Cov(Xo, Xy).

t=—00
Visparigi sakot, faktors (120%)~! pielago Ry atkaribu ta, ka pienemot Hy statistika Ny ir
ar tadu pasu galigu sadalijumu ka R neatkarigu datu gadijuma.

Lai pielietotu Neimana testu atkarigiem datiem, ir jaaprekina testa statistika neatkarigu
datu gadijuma un janoverte o2, tad statistikas vertiba ar $o novertejumu jaizdala.

Visbeidzot, lai konstruétu visaptverosu testa statistiku mums ir jaizvéelas konkréta
k vertiba. Ir loti daudz literaturas, par to ka izveleties atbilstoSo k neatkarigu datu
gadijuma. Ledwina (1994) pamatoja metodi, kas balstiti uz maksimalas ticamibas funkci-

ju, lai noteiktu piemérotu k£ véertibu.
Smod = min{k : 1 <k <d(n), Ry — klogn > R; — jlogn,j =1,--- ,d(n)},

kur ar d(n) apzime k augsejo robezu, kas var tiekties ari uz bezgalibu, kad n — co. Kad

ir izvelets k, tad tests Ng__, ir pielietojams.
Apskatisim gadijumu, kad Neimana statistika Ry ir aizvietota ar Ng,tad iegiisim seko-

josu formulu
Smoaz = min{k : 1 <k < d(n), N, — klogn > N; — jlogn,j =1,--- ,d(n)},

Acimredzami, ka pozitivas atkaribas gadijuma (0% > 1/12), S,,.a2 vairak koncentresies
uz vertibu 1 saskana ar Hy. Tapéc, izdevigi lietot S,,0q2, ja ieprieks ir pieejama informacija
par pozitivu korelaciju. Atzimesim, ka neatkarigu datu gadijuma 1202 = 1, ja hipotéze
Hj ir patiesa.

Novertesim o2, kas ietver autkovariacijas strukttras novertesanu. ARMA procesu
gadijuma autokovariaciju funkcijas ir y(h) := Cov (X, X;) visiem ¢, h € Z. Stacionariem
procesiem un ARMA procesiem ~y(h) novértéjums ir forma:

Y(h) = (n — h)_an(Xt — X)(Xpn — X), ja0<h<n—1,

t=1
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kuru izmantosim, lai novertetu 0. Novertejums ir sekojoss:
q
6* = 4(0) +2)_A4(4),
j=1

kur ¢ norada pédéjo lagu, kuram tiek novéertéta kovariacija v(q). Atkarigiem datiem
autokovariacija eksponenciali dilst. ([7]) publikacija ir ieteikums apskatit un lietot tikai tas

autkovariacijas, kuras ir lielakas par 0.001. So novertejumu velak apskatisim ari praktiski.

5.1. Pielietojums neatkarigiem datiem

Vispirms apskatisim neparametrisko butstrapa metodi Neimana testam, kad dati ir
neatkarigi. Lai parbauditu vai butstrapa metode strada, butstrapotas statistikas vertibas
salidzinasim ar simulétajam statistika vertibam, pie izveleta kK = 1. Ar datorprogrammu
R generésim neatkarigu vienmerigi sadalitu gadijuma lieluma izlasi apjoma n = 1000.
No tas izveidosim B = 1000 butstrapa izlases {Xj,---, X7} { X5+, X5}, -,

{X%, -+, X5, ), kuram aprekinasim

attela grafika (1) ir redzamas butstrapotais Neimana tests attelots ar histogrammu,
kurai pievienots klat kodola blivuma funkcijas novertejums, melna krasa, un x? blivuma
funkcija, sarkana krasa, uz ko teorétiski tiecas Neimana tests. Bet grafika (2) ir redza-
mas simuléta Neimana testa attélojums ar histogrammu, kurai ari pievienots klat kodola
blivuma funkcijas novertejums, zila krasa, un x? blivuma funkcija, sarkana krasa. Ka
redzams, tad abas histogrammas ir lidzigas un x? aproksimacija ir laba. No ta secinam,

ka butstrapa metodi var pielietot Neimana testam neatkarigu datu gadijuma.

5.2. Pielietojums atkarigiem datiem

Singh ([9]) paradija piemeru, kad butstrapa metode dod aplamus rezultatus atkarigiem
noverojumiem. Tacu ir butstrapa metodes, kas dod labus rezultatus ari datiem ar atkaribas
struktiru. Saja gadijuma butstrapa metodes merkis ir nepazaudet datu atkaribas struk-
tiru, parkartojot datus. Viena no efektivakajam un vienkarsakajam ir bloku butstrapa
metode. Preteji ieprieks aprakstitajai butstrapa procedurai, kad tiek parkaroti izlases el-

ementi, bloku butstrapa metode parkarto izlases elementus, sakartotus blokos. Rezultata,
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7. att. (1) Butstrapotais Neimana tests, (2) Simuletais Neimana tests

bloka ieksiene datu atkariba ir saglabata. Bloku butstrapa aprakstam izmantosim Marca

Bratka magistra darbu ([10]).

Slidoso bloku butstraps

Viens no bloku butstrapa veidiem ir slidosa bloka butstraps ( no anglu valodas "moving
block bootstrap”, turpmak MBB), kuru piedavaja Kunsch ([II]) un Liu un Singh ([12]).
Pienemsim, ka X, Xy, -+ ir stacionara gadijuma lieluma virkne un &,, = (Xy,---,X,,)
ir dota izlase. Bloka garums | € [1,n] ir vesels skaitlis. B; = (X, -, X;4;-1) ir bloks
garuma [ sakot ar elementu X;, 1 < ¢ < N, kur N = n — [+ 1. Lai iegutu MBB

izlasi, izvelamies vajadzigo bloku skaitu no By, --- , By un parkartojam gadijuma izlasé

1o, By, kur katrs no izveletajiem blokiem satur [ elementus. Apzimeésim B} elementus
ar X(*i—l)l-l—l’ e, X410 =1,--- k. Tadejadi X7, .-+, X sastada MBB izlasi ar apjomu
m = kl.

Lidzigi, ka butstrapa metodei ar neatkarigiem un vienadi sadalitiem gadijuma lielu-
miem, MBB izlases apjoms parasti ir izvelets ar tadu paSu kartu, ka sakotnejas izlases
apjoms. Ja b ir mazakais veselais skaitlis, kurs apmierina bl > n, tad iespejams izveleties
b ka vajadzigo bloku skaitu, un lietot tikai pirmos n elementus. Kad ir iegiita MBB izlase
ar apjomu n, tad rikojas ka tapat ka neatkarigu datu gadijuma, aprékinam izvelétas

statistikas vertibu un visu proceduru atkartojam loti daudz reizu.
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Neskeloso bloku butstraps

Vel apskatisim neskeloso bloku butstrapa metodi ( no anglu valodas nonoverlapping
block bootstrap”, turpmak NBB), kuru piedavaja Carlstein ([13]). Galvena NBB ideja ir
lietot blokus, kuri neskelas. Pienemsim, ka [ € [1,n] ir vesels skaitlis un b > 1 ir lielakais
veselais skaitlis, kurs apmierina bl < n. Definesim bloku B; = (X141, ..., Xa), @ =
1,...,b. Atzimésim, ka MBB izvéletie bloki skelas, bet NBB bloki neskelas. Rezultata,
iespejamo atskirigo bloku skaits ir mazaks neka MBB metodei.

Talaka procedira ir identiska MBB metodei. Veidojam gadijuma izlasi ar atkartoju-
miem Bj,---,B; no By,..., By, kur £ > 1. Apzimésm butstrapa izlasi ar X;,..., X},
kura iegtita no blokiem By, ..., B}, kur m = kl. Ja n dalas ar [ bez atlikumiem, tad but-
strapa izlases apjoms ir vienads ar sakotnejas izlases apjomu n. Tapat ka MBB gadijuma,
kad esam ieguvusi NBB izlasi, aprekinam izveletas statistikas vertibu un visu procedtru
atkarojam loti daudz reizu.

Abas aprakstitas metodes pielietosim Neimana testa butstraposanai, atkarigu datu
gadijuma. Vispirms aprakstisim solus, péc kuriem iespejam genere atkarigus datus ar
U(0, 1) sadalijumu, izmantojot AR(1) procesu, kas ir « - jauktais process (skatit Definiciju

0.
1. Simulesim X, ---, X, no stacionara AR(1) procesa, kur {X;},_, definéts ka
Xt - HXt,1 - Zt, (51)

kur {Z,},., ir vaji stacionars process ar videjo vertibu 0 un autokovariaciju E(Z;Zy;p,) =

0% < 00, ja h=0 un 0 preteja gadijuma, un procesa koeficients 0| < 1.

2. Genere datus no ar Z; ~ N(0,1 — 6?). Generetajam procesam {X,},_, bus
N(0,1) sadalijums.

3. Visbeidzot transformesim datus ar ®, kur ® apzime N(0,1) sadalijuma funkciju.

legiisim izlasi X|,..., X, = ®(X,),---,®(X,,) , kurai bis U(0, 1) sadalijums.

Visus solus istenosim ar statistikas programmu R, izmantojot proceduru arima.sim
pie apjoma n = 1000. Izvelesimies arT dazadas 6 = 0.3,0.9, —0.3, —0.9 vertibas. Sakuma
simuléesim Neimana testu pie jau minétajam 6 vertiba. Izmantosim nevis V; statis-

tiku, bet iid gadijuma statistiku R, % 120%x%. Simulacijas ir redzamas attela,
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kur ar histogrammu attelotas simuletas Neimana testa vertibas iid gadijumam. Ta tiek
aproksiméta ar kodolu bilvumu funkciju novértéjumiem gan iid gadijuma, gan gadijuma,

kad 0 =0.9,0.3,—0.3, —0.9 vertibam. Ka redzams, tad robezsadalijjums mainas.

Lo
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8. att. Simuleta Neimana testa asimptotika

Talak izvelesimies 8 = 0.9 vértibu, un ar ieprieks aprakstitajiem soliem generésim
atkarigus datus ar sadalijumu U(0,1) pie apjoma n = 1000. Generetajiem datiem pieli-
etosim bloka butstrapa metodes MBB un NBB. Abam metodém izvelesimies bloka garumu
vienadu ar [ = 50. Lai butstrapotas izlases lielums biitu vienads ar sakotnéjas izlases apjo-
mu, tad bloku skaits, kuri tiks ieklauti butstrapa izlasg, ir vienads ar £ = 20. Ar butstrapa
metodi iegutas statistikas vertibas salidzinasima ar simuletajam statistika vertibam, kas
paradis vai butstrapa metodes aproksimacija ir laba. Rezultats ir redzams [9.| attela, kur
grafika (1) ir attelotas simulétas Neimana testa vertibas, kuras aproksimétas ar kodola
blivuma funkcijas novertejumu (zila krasa ) un kodola blivuma funkcijas novertejumu
butstarpotajam Neimana testam ar NBB metodi (melna krasa). Grafika (2) ari ir at-
telots simuletas Neimana testa vértibas ar kodola blivuma funkcijas novertéjumu, ka ari
kodola blivuma funkcijas novértéjums butstrapotajam Neimana testam ar MBB metodi
(sarkana krasa). Redzams, ka bustrapa metode labi aproksime Neimana testa teoretisko
sadalfjumu.

Grafiski esam paradijusi, ka butstrapa metodi var pielietot Neimana testam un ka ta
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9. att. (1) NBB metode, (2) MBB metode

labi aproksimeé testa statsitikas sadalijjumu.
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6. Secinajumi

Saja darba paradits, ka butstrapa metode ir plasi pielietojama praksé neatkarigiem
un vienadi sadalitiem datiem. Darba aprakstits neparametriskais butstraps, kas balstas
uz atkartotam izlasem, kuas iegust no sakotnejiem datiem, un parametriskais butstraps,
kad butstrapa izlase tiek veidota péc kada fikséta sadalfjuma likuma Fj. Ar butstrapa
metodes palidzibu var atbildét uz jautajumiem, kas ir par sarezgitu tradicionalai statis-
tikas analizei.

Ar parametrisko butstrapu ir iespéjams pielietot Kolmogorova - Smirnova testam
diskretiem sadalijjumiem. Neparametriskais butstaps tika pielietots Neimana testam neatkarigu
datu gadijuma, bet atkarigu datu gadijuma neparametriskais butstraps dod aplamus
rezultatus. Tapec darba ir aprakstitas un pielietotas bloku butstrapa metodes ka MBB un
CBB. Sis metodes labi aproksimeé testa statistikas sadalfjumu. Jaatzimeé, ka visas butstrap
metodes aproksimacijas var padarit precizakas, palielinot atkartojumu skaitu butstrapa
procedurai.

Jauzsver, ka visas butstrapa metodes ir loti darbietilpigas no datoru resursu viedokla.
Tapéc butstrapa metodes pievilcigums ir saistits ar datoru jaudu un iespéjam. Butstrapa
metodi var pielietot netikai statistika, bet art dabas zinatnes, medicina, ekonometrija un

citas nozares. Varam secinat, ka butstrapa metode ir plasi pielietojama.
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1. Pielikums

1.1. Kolmogorova - Smirnova tests ar neparametrisko butstrapu
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11. att. Neparametriskais butstraps KS testam

35



LogN(0,1) LogN(0,1/2)

0.5 1.0 15

0.0

LogN(5,1/2) LogN(5,1)

15

1.0

0.5

0.0

12. att. Neparametriskais butstraps KS testam

1.2. Kolmogorova - Smirnova tests ar parametrisko butstrapu
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13. att. Parametriskais butstraps KS testam
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14. att. Parametriskais butstraps KS testam
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15. att. Parametriskais butstraps KS testam

1.3. Izveidoto programmu kodi

### NEPARAMETRISKAIS BUTSTRAPS ###
# Videjai vertibai #

# izlases apjoms
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n<-20 #ievieto péc tam 50, 100 un 150

izli<-rnorm(n,5,1)

# cik reizes butstrapot

B<-1000

# butstraps vid.vert
mean.bootl<-replicate(B,mean(sample(izll,replace=TRUE)))

par (mfrow=c(2,2))

hist (mean.bootl,prob=TRUE,col="1lightblue’,main="n=20",xlab="’,ylab=’")
xx<-seq(4,6,1len=1000)

points(xx,dnorm(xx,5,sqrt(1/n)) ,type="1",1wd=3,col="red’)

# Centrétai vidéjai vertibai #

n<-20 #ievieto péc tam 50, 100 un 150
boot.stalt<-replicate(B,sqrt(n)*(mean(sample(izll,replace=TRUE))-mean(izl1)))
hist (boot.statl,prob=TRUE,col="lightgreen’ ,main="n=20",xlab=’’,ylab="")
xx<-seq(-6,5,1en=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1) ,type="1’,1wd=3,col="blue’)

### PARAMETRISKAIS BUTSTRAPS ###

# Centretai videjai vertibai #

par (mfrow=c(2,2))

n<-20 #ievieto péc tam 50, 100 un 150
boot.stat2<-replicate(B,sqrt(n)*(mean(rnorm(n,mean(izll),1))-mean(izll)))
hist(boot.stat2,prob=TRUE,col="lightgreen’,main="n=20",xlab="",ylab=""’)
xx<-seq(-6,5,1en=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1) ,type=’1’,1wd=3,col="blue’)

##### Piemérs, kam butstrapa metode nestrada####
# izlases apjoms

n<-100

# generé izlasi

izl<-rnorm(n,0,1)
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# cik reizes butstrapot

B<-1000
boot.stat<-replicate(B,sqrt(n)*(abs(mean(sample(izl,replace=TRUE)))-abs(mean(izl)))
hist (boot.stat,prob=TRUE,col="lightgreen’,main="" xlab="’,ylab="")
xx<-seq(-6,5,1en=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1) ,type="1’,1lwd=3,col="blue’)

####4## NEPARAMETRISKAIS BUTSTRAPS ####H#####

## Normalais sadalijums ##

n<-1000

izl<-rnorm(n,5,1/2)

B<-1000

alpha<-0.05

par (mfrow=c(2,2))

ff<-function(n)

{

dati<-sample(izl,replace=TRUE)

fn<-ecdf (dati)

al<-max (abs(fn(sort(dati))-fn(sort(izl))))
a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati)) [-n])-fn(sort(izl))))
max(al,a2)

}

rez<-replicate(1000,sqrt(n)*ff(n))
hist(rez,prob=T,main="N(5,1/2)",xlab="",ylab="", col="green")
lines(density(rez) ,type="1",1lwd=2)

# simuletais sadalijums
rez2<-replicate(1000,ks.test(rnorm(n,5,1/2),"pnorm",5,1/2)$statistic[[1]]*sqrt(n))
points(density(rez2) ,type="1",col="red",lwd=2)

###### L1dzIgi paréjiem sadalljumiem####i#

####### PARAMETRISKAIS BUTSTRAPS #i#t###t####
n<-1000
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B<-1000

alpha<-0.05

par (mfrow=c(2,2))

## Normalais sadalijums ##

izl<-rnorm(n,5,1/2)

vv<-mean(izl)

disp<-var(izl)

ff<-function(n)

{

dati<-rnorm(n,vv,sqrt(disp))

fn<-ecdf (dati)

al<-max(abs(fn(sort(dati))-pnorm(sort(dati) ,mean(dati),sd(dati))))
a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati)) [-n])-pnorm(sort(dati) ,mean(dati),sd(dati))))
max(al,a2)

}

rez3<-replicate(1000,sqrt(n)*£ff(n))
hist(rez3,prob=T,main="N(5,1/2)",xlab="",ylab="’, col="green")
lines(density(rez3) ,type="1",1lwd=2)
stat3<-ks.test(izl,"pnorm",vv,sqrt(disp))$statistic[[1]1]*sqrt(n)
kvant3<-sort(rez3) [(1-alpha)*B]

i L1dzIgl paréjiem sadaliljumiemdtititit

#H##a#### DISKRETIE SADALIJUMI ########4#
n<-50

B<-500

alpha<-0.1

N<-1000

## Neg. Bin. sadalijums ###

r<-1

g<-0.5

v.nbin<-matrix(rep(0,N*2) ,N,2)

b<-0
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for (i in 1:N)

{

dati.nbin<-rnbinom(n,r,q)

vv<-mean(dati.nbin)

q.novert<-r/(r+vv)

ff.nbin<-function(n)

{

dati<-rnbinom(n,r,q.novert)

fn<-ecdf (dati)

vvi<-mean(dati)

q.novertl<-r/(r+vvl)
al<-max(abs(fn(sort(dati))-pnbinom(sort(dati),r,q.novertl)))
a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati)) [-n])-pnbinom(sort(dati),r,q.novertl)))
max(al,a2)

}

rez<-replicate(B,sqrt(n)*ff.nbin(n))
V<-ks.test(dati.nbin,"pnbinom",r,q.novert)$statistic[[1]]*sqrt(n)
### kvantiles atrasana ###

kvant<-sort(rez) [Bx(1-alpha)]

v.nbin[i,1]1<-V

v.nbin[i,2]<-kvant

if (v.nbin[i,1]>v.nbin[i,2])

{b<-b+1}

+

#H##HHHR#AA#E NEIMANA TESTSH#######H#H#H
### 1.dala ####

## Sakuma parametri

nn<-1000

N<-1000

## Defineejam Polinomu
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Pi<-function(x) (x-0.5)*sqrt(12);

#### Neatkarigiem datiem

sim.neat<-c()

for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

dati.neat<-runif (nn)

R_1<-(sqrt(nn) " (-1)*sum(P1(dati.neat))) "2

sim.neat[i]<-R_1

}

hist(sim.neat,prob=T,main=" ", xlab=" ",ylab=" ",x1lim=c(0,8),ylim=c(0,2),col="1ight
lines(density(sim.neat),col="brown",lwd=2)

#

sim<-c()

theta<- 0.9 # Maina uz 0.3, -0.3 un -0.9

for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

ar_1<-arima.sim(list(ar=c(theta)),n=nn, rand.gen = function(n, ...)\\
sqrt (1-theta~2) *rnorm(nn,0,1))

dati.atk<-pnorm(ar_1)

R_1<-(sqrt(nn) " (-1)*sum(P1(dati.atk))) "2

sim[i]<-R_1

lines(density(sim),col="blue",1lwd=2) #Maina krasu
legend(5,1.5,c("teta=0.3","teta=0.9","teta=-0.3","teta=-0.9","iid") ,1wd=2,\\

col=c("red","blue","green","black","brown"))

#H# 2.dala ###

par (mfrow=c(1,2))

# Atkarto 2 rezies, katrd grafikd pa histrogrammai
sim<-c()

theta<- 0.9

42



for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

ar_1<-arima.sim(list(ar=c(theta)),n=nn, rand.gen = function(n, ...) sqrt(l-theta"2)
dati.atk<-pnorm(ar_1)

R_1<-(sqrt(nn) "~ (-1)*sum(P1(dati.atk))) "2

sim[i]<-R_1
}
hist (sim,prob=T, main="(2)",xlab=" ",ylab=" ", col="grey",ylim=c(0,0.05))

lines(density(sim),col="blue",lwd=2)

Hengud SR EH

# Atkarigais bloku neSkeloSu butstraps

HUHHHHEHBHHEHAHH

nbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbl){

bootsamp<-c()

samp<-sample (fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:fk0){
bootsamp<-c(bootsamp,fdatal(f1*(samp[fi]-1)+1): (f1x(samp[fi]-1)+f1)]1)}
(sqrt (fn) " (-1) *sum(P1(bootsamp))) "2

}

1<-50
rez<-replicate(1000,nbb.fun(dati.atk,nn,1l,ceiling(nn/1) ,nn/1))

lines(density(rez),type="1",1lwd=2)

HHHBH R H R BRI H

# Atkarigais bloku slidoSais butstraps
R

mbb . fun<-function(fdata,fn,fl,mbb.k,mbb.b){
bootsamp<-c ()

samp<-sample (mbb.b,mbb.k,replace=TRUE)
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for (fi in 1:mbb.k){
bootsamp<-c(bootsamp,fdatalsamp[fil: (samp[fi]+f1-1)])}
(sqrt (fn) " (-1) *sum(P1(bootsamp))) "2

+

1<-50

b<-nn-1+1
rezl<-replicate(1000,mbb.fun(dati.atk,nn,l,nn/1,b))

lines(density(rezl) ,type="1",1wd=2, col="red")
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Diplomdarbs “Butstrapa metode sadalijuma parbaudes testiem” izstradats LU Fizikas

un Matematikas fakultate.

Ar savu parakstu apliecinu, ka pétijums veikts patstavigi, izmantoti tikai taja noraditie

informacijas avoti un iesniegta darba elektroniska kopija atbilst izdrukai.

Autors: Anna Trautmane

(paraksts) (datums)

Rekomendeju darbu aizstavesanai.

Vaditajs: asoc.prof. Dr.math. Janis Valeinis

(paraksts) (datums)

Recenzents: lektors Janis Smotrovs

Darbs iesniegts Matematikas nodala

(datums)

(darbu pienema)

Diplomdarbs aizstavets valsts gala parbaudijuma komisijas sede

prot. Nr. , vertejums

(datums)

Komisijas sekretare: asoc. prof. Dr.math. Inese Bula

(paraksts)
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