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Anotâcija

Darba tçma ir butstrapa metode sadalîjuma pârbaudes testiem. Tiek apskatîta ðîs

metodes ideja un pierâdîjumi. Ar piemçru palîdzîbu gan neparametriskâ, gan parametriskâ

butstrapa metode pielietota statistikas sadalîjumu meklçðanai. Darba nobeigumâ ir ap-

skatîts butstrapa metodes pielietojums sadalîjuma pârbaudes testiem kâ Kolmogorova -

Smirnova un Neimaòa. Apskatîts arî bloku butstrapa metode atkarîgiem datiem.

Atslçgas vârdi: datu pârkârtoðna, neparametriskais butstraps, parametriskais butstraps,

bloku butstraps



Abstract

The subject of this thesis is bootstrap methods for goodness-of-fit tests. The idea and

the proof of bootstrap method are examined. With examples are shown non-parametric

and parametric methods for define the distribution of statistic. Finally, bootstrap methods

are introduced for goodness of fit tests like Kolmogorov - Smirnov and Neymann. The

block bootstrap methods are also examined.

Keywords: resampling, non-parametric bootstrap, parametric bootstrap, block bootstrap



Saturs

Apzîmçjumi 2

Ievads 3

1. Butstrapa ideja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Butstrapa metode statistikai
√
n(X̄ − µ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1. Pierâdîjums izmatojot Kolmogorova metriku . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Pierâdîjums izmantojot Vaserðteina metriku . . . . . . . . . . . . . 9

3. Butstrapu metodes piemçri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1. Neparametriskai butstraps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2. Parametriskais butstraps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.3. Piemçri, kad neparametriskais butstraps nestrâdâ . . . . . . . . . . 14

4. Butstrapa metode Kolmogorova - Smirnova testam . . . . . . . . . . . . . 17

4.1. Neparametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam . . . . 18

4.2. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam nepâr-

trauktiem sadalîjumiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.3. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam diskrçtiem

sadalîjumiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5. Neimaòa tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.1. Pielietojums neatkarîgiem datiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.2. Pielietojums atkarîgiem datiem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

6. Secinâjumi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Izmantotâ literatûra un avoti 33

1. Pielikums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.1. Kolmogorova - Smirnova tests ar neparametrisko butstrapu . . . . . 35

1.2. Kolmogorova - Smirnova tests ar parametrisko butstrapu . . . . . . 36

1.3. Izveidoto programmu kodi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1



Apzîmçjumi

Fn empîrsikâ sadalîjuma funkcija

F teorçtiskâ sadalîjuma funkcija
g.d.−−→ gandrîz droða konverìence
d−→ konverìence pçc sadalîjuma

CRT Centrâlâ robeþteorçma

B(t) Brauna tilts

W (t) Brauna kustîba

N(µ, σ2) Normâli sadalîts gadîjuma lielums ar vidçjo vçrtîbu µ un dispersiju σ2

LogN(µ, σ2) LogNormâli sadalîts gadîjuma lielums ar parametriem µ un σ2

Exp(λ) Eksponenciâli sadalîts gadîjuma lielums ar parametru λ

χ2
k χ2 sadalîts gadîjuma lielums ar k brîvîbas pakâpçm

U(a, b) Vienmçrîgi sadalîts gadîjuma lielums intervâlâ (a, b)

NegB(r, q) Negatîvi binomiâli sadalîts gadîjuma lielums ar parametriem r un q

Po(λ) Puasona sadalîts gadîjuma lielums ar parametru λ

ARMA Autoregresîvs slîdoðâ vidçjâ process

AR Autoregresîvs process
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Ievads

Darbâ aplûkota butstrapa metode, kuru piedâvâja un noformulçja Efrons (1979) ([1]).

Datoru attîstîba tieði ietekmç statistikas nozari, kurâ plaði tiek izmantota datoru iespçjas.

Ar datoru palîdzîbu ir iespçjams pçtît lielas un sareþìîtas datu kopas. Viens no Efrona

galvenajiem ieguldîjumiem bija parâdît, ka butstrapa metodi var kombinçt ar mûsdienu

datoru skaitïoðanas jaudu un iespçjâm. Tâpçc butstrapa metodes pievilcîgums ir saistîts

mûsdienu datoru ietekmi uz statistikas attîstîbu. Efrons arî pirmoreiz pielietoja vârdu

\bootstrap", kas ir saistîts ar amerikâòu versiju vienam no stâstiem par baronu fon Min-

hauzenu, kurâ paziòoja, ka pats sevi izvilcis no purva, velkot sevi aiz kurpju (angïu val.

- boot) auklâm (angïu val. - starp). Eiropas versijâ viòð izvilka sevi aiz matiem. Tas arî

atspoguïo ðîs metodes bûtîbu, kur asimptotika tiek aizstâta ar simulâcijâm vai butstrapa

metodçm.

Viens no ðî darba mçríiem ir iepazîties ar butstrapa metodi, izpçtît tâ bûtîbu un

darbîbas procesu. Ðajâ darbâ iepazîsimies gan ar neparametrisko butstrapu, gan ar

parametrisko butstrapu. Pierâdîsim neparametrisko butstrapa metodi statistikai
√
n(X̄−

µ) izmantojot Kolmogorova un Vaserðteina metriku. Pielietosim abus butstrapa veidus

centrçtai vidçjai vçrtîbai un Kolmogorova - Smirnova testam nepârtrauktiem sadalîju-

miem, ðo pielietojumu aprakats ir atrodams Dekking, Kraaikamp un Lopuhaa grâmatâ

([2]).

Otrs mçríis ir butstrapa metodes pielietojums Kolmogorova - Smirnovas testam pie

diskrçtiem sadalîjumiem. Diskrçtu sadalîjumu gadîjumâ tiek pielietots paramertriskais

butstraps un pârbaudîta saliktâ hipotçze (skatît [3]). Ar butstrapa metodi tiek meklç-

ta statistikas kvantile, pçc kuras nosakâm, vai hipotçzi pieòemt vai noraidît. Praktiski

apskatîsim negatîvo binomiâlo sadalîjumu un Puasons sadalîjumu.

Kâ pçdçjais darba mçríis ir butstrapa metods pielietoðana Neimaòa testam neatkarîgiem

un atkarîgiem datiem. Jâpiebilst, ka Neimaòa testam ir sareþìîts robeþsadalîjums, kas

satur novçrtçtus parametrus. Neatkarîgu datu gadîjumâ pielietosim neparametrisko but-

strapa metodi, kura atkarîgiem datiem dod aplamus rezultâtus. Bet tâ kâ ar Neimaòa

testu iespçjams pârbaudît atkarîgus datus, tad pielietosim bloku butstrapa metodes tâdas

kâ slîdoðais bloku butstraps un neðíeïosais bloku butstraps. Butstrapa pielietoðana ïauj

izvairîties no datu kovariâciju novçrtçðanas.

Darba 1., 2, un 2. nodaïâ ir butstrapa idejas apraksts, teorçtiski pierâdîjumi un
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vienkârði piemçri, lai labâk saprastu butstrapa metodi. 4. nodaïâ ir aprakstîts but-

straps Kolmogorova - Smirnova testam, kâ arî parâdîts tâ praktiskais pielietojums gan

nepârtrauktu, gan diskrçtu sadalîjumu gadîjumâ. Butstrapa metode Neimaòa testam ir

aprakstîta darba 5. nodaïâ.

Praktiskâ daïa tiks veikta ar programmas R palîdzîbu.
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1. Butstrapa ideja

Butstrapa metodes bûtîba ir konstruçt attiecîbu starp populâciju un izlasi. Tâ pieòem

doto izlasi X1, X2, . . . , Xn kâ labi reprezentçjoðu priekð populâcijas, un veido butstrapa

izlases X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n kâ realizâcijas no populâcijas. Visbieþâk butstrapa izlases elementi

tiek iegûti kâ gadîjuma izlase no X1, . . . , Xn ar vienâdâm varbûtîbâm (neparametriskais

butstraps). Taèu ir iespçjams konstruçt parametrisku butstrapa metodi, kad butstrapa

izlase tiek veidota pçc kâda fiksçta sadalîjuma likuma Fθ̂, kur θ̂ piemçram ir {x̄, s2}, ja

F = N(µ, σ2).

Vispirms aprakstîsim neparametriskâ jeb empîriskâ butsrapa ideju sîkâk. Pieòem-

sim, ka X1, X2, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti (turpmâk iid) ar X1 ∼ F un

T (X1, X2, . . . , Xn, F ) ir kâds funkcionâlis, piemçram, T = T (X1, X2, . . . , Xn, F ) =
√
n(X̄n−

µ))/σ, kur µ = EF (X1) un σ2 = DF (X1). Bieþi sastopama statistikas problçma ir T

sadalîjuma atraðana, tas ir atrast PF (T (X1, X2, · · · , Xn, F ) ≤ t). Butstrapa metodes ideja

ir sekojoða: ìenerçt daudz izlaðu no dotâs izlases un aproksimçt statistikas T sadalîju-

mu. Tas ir, aproksimçt statistikas T (X1, X2, · · · , Xn, F ) varbûtîbu sadalîjumu ar statis-

tikas T (X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n, Fn) varbûtîbu sadalîjumu, kad gadîjuma izlasi X1, X2, . . . , Xn no

F tiek aizvietota ar butstrapa gadîjuma izlasi X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n no empîriskâs sadalîjuma

funkcijas

Fn =
1

n

n∑
i=1

I{Xi≤x},

kur

I{Xi≤x} =

{
1, Xi ≤ x

0, Xi > x
.

Apzîmçsim iegûtâs butstrapa izlases {X∗11, . . . , X∗1n}, {X∗21, . . . , X∗2n}, . . ., {X∗B1, X
∗
B2,

. . . , X∗Bn}, kur B apzîmç butstrapoto izlaðu skaitu. Statistikâ funkcionâïa T sadalîjumu

punktâ t, tas ir, PF (T ≤ t) aproksimç ar {j skaits : T ∗j ≤ t}/B, kur T ∗1 , T ∗2 , . . . , T ∗B apzîmç

statistikas T vçrtîbas B daþâdâm butstrapa izlasçm. Iepriekð apskatîtajam piemçram

attiecîgâ butstrapotâ statistika ir T (X1, . . . , Xn, F ) =
√
n(X̄∗n − X̄n)/S, kur S apzîmç

izlases (empîrisko) dispersiju.

Aprakstîsim arî parametriskâ butstrapa ideju. Pieòemsim, ka mçs uzskatâm, ka iegûtai

izlasei ir kâds parametrisks sadalîjums. Ðâdâ gadîjumâ sadalîjuma funkcija ir pilnîbâ

noteikta ar parametru vai vektoru ar parametriem θ : F = Fθ. Tad sadalîjuma funkcija F

nav jânovçrtç kâ pilnîbâ nezinâma funkcija, bet tâ vietâ pietiek novçrtçt parametru (vai
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vektoru) θ ar θ̂ un tad novçrtçt F ar F̂ = Fθ̂.

No pirmâ acu uzmetiena, butstrapa ideja liekas par vieglu, lai tâ strâdâtu. Bet tik-

lîdz ir jâdefinç butstrapa definîcija kâdai konkrçtai situâcijai, tad tas sagâdâ grûtîbas.

Tas viss ir atkarîgs no tâ, ko mçs sagaidâm no butstrapa metodes. Vai mçs gribam,

lai novçrtç statistikas sadalîjumu, vai citu interesçjoðu parametru. Vçlâk parâdîsim gan

neparametriskâ butstrapa, gan parametriskâ butstrapa metodi centrçtâs vidçjâs vçrtîbas

gadîjumâ, lai labâk saprastu kâ ðîs metodes strâdâ, bet vispirms nâkoðâ nodaïâ apskatîsim

neparametriskâ butstrapa metodes pierâdîjumus balstoties uz konkrçtâm metrikâm.
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2. Butstrapa metode statistikai
√
n(X̄ − µ)

Lai labâk saprastu butstrapa metodi, tad ðajâ nodaïâ apskatîsim pierâdîjumus, kuri

parâdîs, ka butstrapa metode strâdâ statistikai
√
n(X̄ − µ). Pierâdîjumos izmantosim

Kolmogorova metriku un Vaserðteina metriku. Ðiem pierâdîjumiem izmantosim sekojoðas

definîcijas un pieòçmumus.

Definîcija 1. ([4], 462. lpp) Pieòemsim, ka (X1, · · · , Xn) ir neatkarîgi, vienâdi sadalîti,

X1 ∼ F un T (X1, . . . , Xn, F ) ir kâds funkcionâlis. Funkcionâïa T neparametrisko but-

strapa sadalîjumu definç

HBoot(x) = PF̂n(T (X∗1 , . . . , X
∗
n, F̂n) ≤ x),

kur (X∗1 , . . . , X
∗
n) ir iid izlase apjomâ n no F̂n.

Ar P∗ turpmâk apzîmçsim varbûtîbas attiecîbâ pret butstrapa sadalîjumu.

Definîcija 2. ([4], 463. lpp) Pieòemsim, ka F,G - sadalîjuma funkcijas un ρ (F,G)-

metrika starp tâm. Dotai izlasei X1, . . . , Xn ∼ F un funkcionâlim T (X1, . . . , Xn, F )

definçsim

Hn(x) = PF (T (X1, . . . , Xn, F ) ≤ x)

HBoot(x) = P∗(T (X∗1 , . . . , X
∗
n, F̂n) ≤ x).

Saka, ka butstraps ir vâji konsistents attiecîbâ pret ρ funkcionâlim T, ja ρ(Hn, HBoot)→ 0

pçc varbûtîbas. Butstraps ir stingri konsistents attiecîbâ pret ρ ,ja ρ(Hn, HBoot) → 0

gandrîz droði.

Ja X1, . . . , Xn ∼ iid un X1 ∼ F , µ = E(X1), tad butstrapa pierâdîðanas tehniskai

izpratnei izmatosim statistiku Tn =
√
n(X̄ − µ). Pieòemsim, ka Hn(x) = PF (Tn ≤ x) un

Ĥn(x) = P∗(T ∗n ≤ x), kur T ∗n =
√
n(X̄∗n−X̄n) ir butstapa novçrtçjums unX∗1 , . . . , X

∗
n ∼ F̂n

ir butstrapa izlase. Mûsu uzdevums ir parâdît, ka supx |Hn(x)−Ĥn(x)| g.d.−−→ 0, lai pierâdîtu

ka butstraps strâdâ.

2.1. Pierâdîjums izmatojot Kolmogorova metriku

Pirmo metodi pamatoja Singh(1981) izmatojot Kolmogorova metriku. Ðis pierâdîjums

ir atrodams DasGupta(2008) grâmatâ ([4]).
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Definîcija 3. Kolmogorova metrika

K(F,G) = sup
−∞<x<∞

|F (x)−G(x)|.

Lai varçtu pierâdît butstrapa konsistenci attiecîbâ pret Kolmogorova metriku mums bûs

nepiecieðami sekojoði fakti.

Teorçma 1. (Polya) ([4]) Ja Gn
d−→ G, G ir nepârtraukta sadalîjuma funkcija, tad

sup−∞<x<∞ |Gn(x)−G(x)| → 0, kad n→∞.

No Polya [1] teorçmas seko, ka

sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣P (√n(X̄n − µ)

σ
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣→ 0, n→∞,

kur Φ(·) apzîmç N(0, 1) sadalîjuma funkciju.

Teorçma 2. (Berry-Esseen) ([4]) X1, · · · , Xn, iid, E(X1) = µ,D(X1) = σ2, β3 = E|X1 −

µ|3. Tad eksistç universâla konstante C (C ≈ 4
5
), kas nav atkarîga no n vai no Xi sadalîju-

ma, ka

sup
x

∣∣∣∣P (√n(X̄n − µ)

σ
≤ x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cβ3
σ3
√
n
.

Teorçma 3. (Zygmund - Macienkiewitz SLSL) ([4]) Y1, . . . , Yn, iid, Yi ∼ F, 0 < δ <

1,E|Y1|δ <∞. Tad n−
1
δ

∑n
i=1 Yi → 0 gandrîz droði.

Teorçma 4. ([4]) Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ∼ F iid, EF (X2
1 ) <∞, T (X1, . . . , Xn, F ) =

√
n(X̄ − µ) un T (X∗1 , . . . , X

∗
n, F̂n) =

√
n(X̄∗n − X̄). Tad

K(Hn, HBoot)→ 0

gandrîz droði, kad n→∞.

Pierâdîjums. No sâkuma pçc Kolmogorova metrikas definîcijas pielietosim to sadalîju-

miem Hn un HBoot. Ar vienkârðu paòçmienu: pieskaitot un atòemot Φ
(
x
σ

)
un Φ

(
x
s

)
,

sadalîsim ðo metriku trîs daïâs un tad apskatîsim katru daïu atseviðíi.

K(Hn, HBoot) = sup
x
|PF (Tn ≤ x)− P∗(T ∗n ≤ x)|

= sup
x

∣∣∣∣PF (Tnσ ≤ x

σ

)
− Φ

(x
σ

)
+ Φ

(x
σ

)
− Φ

(x
s

)
+ Φ

(x
s

)
− P∗

(
T ∗n
s
≤ x

s

)∣∣∣∣
≤ sup

x

∣∣∣∣PF (Tnσ ≤ x

σ

)
− Φ

(x
σ

)∣∣∣∣+ sup
x

∣∣∣Φ(x
σ

)
− Φ

(x
s

)∣∣∣+ sup
x

∣∣∣∣Φ(xs)− P∗
(
T ∗n
s
≤ x

s

)∣∣∣∣
8



= An +Bn + Cn.

An → 0 gandrîz droði pçc Polya teorçmas 1., Bn → 0 gandrîz droði, jo s2 → σ2 gandrîz

droði un Φ(·) ir vienmçrîgi nepârtraukta. Tâlâk pielietosim Berry-Esseen teorçmu, lai

parâdîtu, ka Cn → 0.

Tâ kâ butstrapa izlase ir diskrçtu gadîjumu lielumi izlase ar vienâdâm varbûtîbâm 1/n

katram gadîjuma lielumam, tad matemâtiskâ cerîba ir vienâda ar E(X∗) = X̄ =

∑n
i=1 yi
n

,

kas arî ir pielietots ðajâ gadîjumâ. No fakta, ka butstrapa izlase ir diskrçta gadîjuma

lieluma izlase ar vienâdâm varbûtîbâm seko, ka DF̂n
(X∗1 ) = s2 =

∑n
i=1 x

2
i

n
− (x̄)2. Modulî

esoðai izteiksmei pieskaitîsim un atòemsim µ, pçc tam sadalîsim to 2 daïâs pçc moduïa

îpaðîbas. Ar formulâm ðie pârveidojumi attçloti sekojoði:

Cn ≤
4

5
√
n

EF̂n|X
∗
1 − X̄n|3

(DF̂n
(X∗1 ))3/2

=
4

5
√
n

∑n
i=1 |Xi − X̄n|3

ns3

≤ 4

5n3/2s3
· 23

(
n∑
i=1

|Xi − µ|3 + n|µ− X̄n|3
)

=
M

s3

(
1

n3/2

n∑
i=1

|Xi − µ|3 +
|X̄n − µ|3√

n

)
,

kur M = 32
5
. Tâ kâ s → σ > 0, X̄n → µ, tad |X̄n − µ|3/(

√
ns3) → 0 gandrîz droði. No

Zygmund - Macienkiewitz teorçmas seko, ka

1

n3/2

n∑
i=1

|Xi − µ|3 = n−1/δ
n∑
i=1

Yi → 0

gandrîz droði, kad n → ∞, δ = 2/3, Yi ir iid, E(Yi)
δ = EF |Xi − µ|3·2/3 = DF (X1) < ∞.

Tâdejâdi An +Bn + Cn → 0 un K(Hn, HBoot)→ 0 gandrîz droði.

Esam pierâdîjuði, ka butstrapa metode strâdâ statistikai Tn =
√
n(X̄ − µ) attiecîbâ

pret Kolmogorova metriku.

2.2. Pierâdîjums izmantojot Vaserðteina metriku

Otro metodi pamatoja Bickel un Freedman(1981)([5]) izmatojot Vaserðteina metriku.

Ðis pierâdîjums ir atrodams Shao un Tu(1995) grâmatâ ([6]).

Definîcija 4. Ja X un Y ir gadîjuma lielumi ar sadalîjumiem F un G, tad Vaserðteina

metrika definçta sekojoði

dr(F,G) = dr(X, Y ) = inf (E|X − Y |r)1/r,
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kur infîmums tiek meklçts visiem kopîgajiem sadalîjumiem ar galîgiem F un G.

Tâlâk formulçsim Vaserðteina metrikas îpaðîbas kâ lemmas, kuras izmantosim butstra-

pa metodes pierâdîðanâ.

Lemma 5. Pieòemsim, ka Xn ∼ Fn un X ∼ F , tad dr(Fn, F ) → 0 tad un tikai tad, ja

Xn  X un
∫
|x|rdFn(x)→

∫
|x|rdF (x).

Lemma 6. Ja E(|X1|r) <∞, tad dr(F̂n, F )
g.d.−−→ 0.

Lemma 7. Jebkurai konstantei a izpildâs dr(aX, aY ) = |a|dr(X, Y ).

Lemma 8. Ja E(Xj) = E(Yj) un E(|Xj|2) <∞,E(|Yj|2) <∞, tad(
d2

(
n∑
j=1

Xj,

n∑
j=1

Yj

))2

≤
n∑
j=1

d2(Xj, Yj)
2.

Pierâdîjums. Òemsim vçra, ka infîms eksistç. Pieòemsim, ka (Uj, Vj) ir neatkarîgi

un E(|Xj − Yj|p)1/p = dp(Xj, Yj).

Izmatosim Minkovski nevienâdîbu

d2(
n∑
j=1

Xj,
n∑
j=1

Yj)
2 ≤ E

(〈
n∑
j=1

(Xj − Yj),
n∑
j=1

(Xj − Yj)

〉)
=

n∑
j=1

d2(Xj, Yj)
2.

Lemma 9. Ja E(X2) <∞ un E(Y 2) <∞, tad

d2(X, Y )2 = (d2(X − E(X), Y − E(Y )))2 + |E(X − Y )|2.

Pierâdîjums. Apzîmçsim a = E(X) un b = E(Y ). Izvçlçsimies tâdus X un Y , ka

E(|X − Y |2) = d2(X, Y )2. Ir zinâma sekojoða izteiksme

E(|(X − a)− (Y − b)|2) = E(|(X − Y |2)− |a− b|2

un no iepriekðçjâs lemmas seko

d2(X − a, Y − b)2 ≤ d2(X, Y )2 − |a− b|2.

Tâ kâ E(|(X − a)− (Y − b)|2) = d2(X − a, Y − b)2 , esam pierâdîjuði ðo îpaðîbu.

Izmantojot ðîs îpaðîbas, iegûsim:

d2(Ĥn, Hn) = d2(
√
n(X̄∗n − X̄n),

√
n(X̄n − µ))
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Lai iegûtu nâkoðo izteiksmi, vidçjo vçrtîbu izteiksim caur summu (lîdzîgi, kâ ðajâ gadîjumâ

X̄ +
nȲ

n
= 1/n

∑n
i=1(xi − Ȳ ) ) un pielietosim 3.lemmu

=
1√
n
d2

(
n∑
i=1

(X∗i − X̄n),
n∑
i=1

(Xi − µ)

)

Pielietojot 4. lemmu iegûsim

≤

√√√√ 1

n

n∑
i=1

d2(X∗i − X̄n, Xi − µ)2

= d2(X
∗
1 −X1, X1 − µ)

Pielietojot 5. lemmu iegûsim

=
√
d2(X∗1 , X1)2 − (µ− E∗X∗1 )2

=

√
d2(F̂n, F )2 − (µ− X̄n)2

g.d.−−→ 0

jo d2(F̂n, F )
g.d.−−→ 0 un X̄n

g.d.−−→ µ. Esam pierâdîjuði, ka butstrapa metode strâdâ statistikai

Tn =
√
n(X̄ − µ) attiecîbâ pret Vaserðteina metriku.
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3. Butstrapu metodes piemçri

Ðajâ nodaïâ apskatîsim piemçrus, kas palîdzçs mums labâk saprast butstrapa metodi.

Apskatîsim gan parametrisko, gan neparametrisko butstrapu vidçjai vçrtîbai un centrç-

tai vidçjai vçrtîbai. Kâ arî nodaïas beigâs apskatîsim piemçrus, kad butstrapa metode

nestrâdâ.

3.1. Neparametriskai butstraps

Sâksim ar neparametriskâ butstrapa metodes atbilstîbu vidçjai vçrtîbai (skatît [2]).

Pieòemsim, ka dota gadîjuma lieluma izlase X1, X2, . . . , Xn. Aprçíinâsim vidçjo vçrtîbu,

kas ir viens no iespçjamiem gadîjuma lielumiem, kas raksturo doto izlasi.

X̄n =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
.

Mûsu mçríis ir atrast X̄n sadalîjuma funkciju F . Ðo sadalîjumu meklçsim ar butstra-

pa metodi, tâtad izveidosim gadîjuma izlases X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n, kurâm aprçíinâsim vidçjo

vçrtîbu un apzîmçsim kâ X̄∗n. Ideja ir izmantot X̄∗n sadalîjumu, lai aproksimçtu X̄n

sadalîjumu. Rodas jautâjums, cik laba ir ðî aproksimâcija.

Parâdîsim, ka butstrapa aproksimâcija X̄n nestrâdâ. Apskatîsim izlasi x1, x2, . . . , xn,

kas ir realizâcija gadîjumu izlasei X1, X2, · · · , Xn no N(µ, 1) sadalîjuma. Tâdâ gadîjumâ

izlases vidçjai vçrtîbai X̄n ir N(µ, 1/n) sadalîjums. Novçrtçsim µ ar x̄n un aizvietosim

gadîjuma izlasi no N(µ, 1) sadalîjuma ar butstrapa izlasi X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n no N(x̄n, 1)

sadalîjuma. Attiecîgi butstrapotai izlases vidçjai vçrtîbai X̄∗n ir N(x̄n, 1/n) sadalîjums.

Tâpçc gadîjumu lielumu X̄n un X̄∗n sadalîjuma funkcijas Gb un G∗n, var tikt noteiktas

sekojoði

Gn(a) = Φ(
√
n(a− µ)) un G∗n(a) = Φ(

√
n(a− x̄n)).

Ðajâ gadîjumâ izrâdâs, ka maksimâlais attâlums starp abâm sadalîjumu funkcijâm ir

vienâds ar

2Φ

(
1

2

√
n|x̄n − µ|

)
− 1.

Tâ kâ X̄n ir N(µ, 1/n) sadalîjums, tad ðî vçrtîba ir aptuveni vienâda ar 2Φ(|z|/2)−1, kur

z ir realizâcija gadîjuma lielumam Z ∼ N(0, 1). Ðî sakarîba ir vienâda ar 0 tikai tad, ja

z = 0. Tas nozîmç, kas attâlums starp gadîjumu lielumiem X̄n un X̄∗n vienmçr bûs stingri

lielâka par 0, pat lieliem n.
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1. att. Butstrapa metode X̄

Ar datorprogrammas R palîdzîbu tiek ìenerçtas gadîjumu lielumu izlases ar sadalîjumu

N(5, 1) un nobutstrapota ðîm izlasçm vidçjâ vçrtîba X̄. Izvçlçsimies 4 iespçjamos izlases

apjomus n = 20, 50, 100 un 150. Pie ðiem apjomiem salîdzinâsim iegûtos rezultâts, kuri ir

redzams 1. attçlâ. No histogrammâm, kas aproksimçtas ar normâlâ sadalîjuma N(5, 1/n)

blîvuma funkcijâm, redzams, ka butstrapa metode nav bijusi veiksmîga nevienam izlases

apjomam. Ar grafiku palîdzîbu esam parâdîjuði, ka palielinot izlases apjomu butstrapa

novçrtçjums vidçjai vçrtîbai nemainâs.
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2. att. Neparametriskâ butstrapa metode
√
n(X̄ − µ)
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Butstrapa aproksimâcija var uzlabot, ja aproksimçsim sadalîjumu centrçtai izlases

vidçjai vçrtîbai X̄n−µ , kur µ ir sagaidâmâ vçrtîba attiecîbâ pret F . Attiecîgâ butstrapotâ

versija ir X̄∗n − X̄, kur X̄ ir sagaidâmâ vçrtîba attiecîbâ uz F̂ . Tâ kâ gadîjuma izlase

X1, X2, . . . , Xn ir no N(µ, 1) sadalîjuma, tad (X̄n − µ) ∼ N(0, 1/n) un (X̄∗n − X̄) ∼

N(0, 1/n). Izdalot ðîs izteiksmes ar
1√
n
iegûsim, ka

√
n(X̄n − µ) ∼ N(0, 1) un

√
n(X̄∗n −

X̄) ∼ N(0, 1). Tâtad mums ir jânobutstrapo Tn =
√
n(X̄ − µ). To, ka butstrapa metode

ðîs statistikas sadalîjuma noteikðanai strâdâ, pierâdîjâm iepriekðçjâ nodaïâ. Jau iepriekð

izveidotajâm gadîjuma lieluma izlasçm ar sadalîjumu N(5, 1), apjomâ n = 20, 50, 100

un 150, nobutstrapoim statistiku Tn. Rezultâti ir apskatâmi 2. attçlâ, kurâ attçlota

statistikas Tn aproksimâcija ar histogrammu unN(0, 1) blîvuma funkciju. No attçla varam

secinât, ka statistikas Tn butstrapa aproksimâcijai izpildâs CRT, tâtad tâ uzskatâma par

labu.

3.2. Parametriskais butstraps

Apskatîsim, ko parametriskais butstraps nozîmç centrçtâs vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ.

Pieòemsim, ka izlase x1, x2, · · · , xn ir gadîjuma izlasesX1, X2, · · · , Xn realizâcija noN(µ, 1)

sadalîjuma. Novçrtçsim µ ar x̄n un apskatîsim butstrapa izlasiX∗1 , X
∗
2 , · · · , X∗n noN(x̄n, 1).

Uzdevums ir varbûtîbu sadalîjumu statistikai X̄n − µ aproksimçt ar satistikas X̄∗n − µ∗

sadalîjumu, kur µ∗ = x̄n. Ðo statistiku sadalîjumi ir vienâdi : N(0, 1/n) sadalîjumi.

Pârveidosim ðîs statistikas izdalot ar
1√
n
, iegûsim

√
n(X̄n − µ) ∼ N(0, 1) un

√
n(X̄∗n −

x̄n) ∼ N(0, 1). Gadîjuma izlasçm no sadalîjuma N(5, 1) ar daþâdiem apjomiem veicam

parametriskâ butstrapa simulâcijas statistikai Tn =
√
n(X̄n − µ), rezultâts ir redzams 3.

attçlâ, kurâ attçlota butstrapotâs statistikas sadalîjums ar histogrammu, tai pievieno-

ta teorçtiskâ N(0, 1) blîvuma funkcija. Kâ redzams, tad parametriskais butstraps labi

aproksimç statistikas Tn sadalîjuma funkciju.

3.3. Piemçri, kad neparametriskais butstraps nestrâdâ

Ir piemçri, kuriem butstrapa metode, balstîta uz izlasçm no Fn, nestrâdâ. Ðiem

piemçriem ir raksturîgs, ka funkcionâlim Tn neizpildâs centrâlâ robeþteorçma. Atzîmçsim,

daþas konkrçtas situâcijas, kurâs butstrapa metode neatrod funkcionâïa Tn sadalîjuma

funkciju.

(a) Tn =
√
n(X̄ − µ), kad VarF (X1) =∞.
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3. att. Parametriskâ butstrapa metode
√
n(X̄ − µ)

(b) Tn =
√
n(g(X̄)− g(µ)) un ∇g(µ) = 0.

(c) Tn =
√
n(g(X̄)− g(µ)) un g nav diferencçjam punktâ µ.

(d) Tn =
√
n(F−1n (p) − F−1(p)) un f(F−1(p)) = 0 vai F ir atðíirîgs labais un kreisais

atvasinâjums.

Piemçrs. Pieòemsim, ka X1, X2, · · · , Xn ir iid un X1 ∼ F , σ2 = VarF (X) = 1.

Pieòemsim, ka g(x) = |x| un Tn =
√
n(g(X̄) − g(µ)). Ja µ patiesâ vçrtîba ir 0, tad

Tn
d−→ |Z|, kur Z ∼ N(0, σ2). Lai parâdîtu, ka butstrapa metode ðajâ gadîjumâ nestrâdâ,

nepiecieðams pieminçt daþus papildus faktus.

(a) Gandrîz visâm virknçm {X1, X2, · · · } statistikas
√
n(X̄∗n−X̄n) nosacîtais sadalîjums

konverìç uz N(0, σ2) pateicoties CRT.

(b) Statistikas (
√
n(X̄n−µ),

√
n(X̄∗n−X̄n)) kopçjais asimptotiskais sadalîjums tiecas uz

(Z1, Z2), kur Z1, Z2 ir iid un N(0, σ2).

Pieòemsim, ka (Xn, Yn) ir virkne no gadîjuma vektoriem, tâdiem, kaXn
d−→ Z ∼ H( jebkurð Z)

un Yn|Xn
d−→ Z( tas pats Z) gandrîz droði. Tâtad (Xn, Yn)

d−→ (Z1, Z2), kur Z1, Z2 ir iid

un ∼ H.

Tâpçc, atgrieþoties pie mûsu piemçra, kad µ patiesâ vçrtîba ir 0, iegûsim

T ∗n =
√
n(|X̄∗n| − |X̄n|)
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= |
√
n(X̄∗n − X̄n) +

√
nX̄n| − |

√
nX̄n|

d−→ |Z2 + Z1| − |Z1|,

kur Z1, Z2 ir iid un ∼ N(0, σ2). Bet tas nav absolûtâs vçrtîbas no N(0, σ2) sadalîjuma.

Butstrapa virknei CRT nestrâdâ, kad µ = 0. un lîdz ar to arî butstrapa metode ðim

piemçram nestrâdâ.

0 1 2 3

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8

4. att. Butstrapa metode
√
n(g(X̄)− g(µ))

Ðo piemçru arî pârbaudîsim ar datorprogrammas R palîdzîbu, attçlojot statistikas

Tn aproksimâciju ar histogrammu un attiecîgi blîvumu funkciju N(0, 1). Kâ redzams 4.

attçlâ, tad N(0, 1) sadalîjuma blîvuma funkcija neatbilst statistikas Tn histogrammai.
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4. Butstrapa metode Kolmogorova - Smirnova tes-

tam

Kolmogorova - Smirnova tests pieder sadalîjuma pârbaudes testiem (angïu.val - Good-

ness of fit test), kuri pârbauda hipotçzi par datu sadalîjumu funkciju,

H0 : F = F0(x) pret H1 : F 6= F0(x).

Ðajos testos bieþi izmanto empîrisko sadalîjuma funkciju Fn(x). Pçc Glivenko - Kantelli

teorçmas seko, ka lieliem n, Fn ir tuva patiesam sadalîjumam F . Lai pârbaudîtu hipotçzi

H0 ir jâanalizç novirze starp Fn un F , ðî novirze arî bûs statistikas vçrtîba.

Teorçma 10. (Glivenko - Kantelli) Pieòemsim, ka X1, · · · , Xn ir neatkarîgi un vienâdi

sadalîti gadîjuma lielumi ar teorçtisko sadalîjuma funkciju F (x) un empîrisko sadalîjuma

funkciju Fn(x), tad ir spçkâ

sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x)| g.d.−−→ 0,

kur g.d nozîmç gandrîz droði.

Plaði izplatîti sadalîjuma pârbaudes testi ir

(a) Cramer - von - Mises tests

ω2 =

∫ ∞
−∞

(Fn(t)− F0(t))
2dF0(t)

Pieòemsim, ka X1 < X2 < · · · < Xn un Ui = F0(Xi), tad ðî testa vçrtîba ir vienâda

ar

ω2 =
1

12n
+

n∑
i=1

(
Ui −

2i− 1

n

)2

.

(b) Anderson - Darling tests

A =

∫ ∞
−∞

(Fn(t)− F0(t))
2

F0(t)(1− F0(t))
dF0(t)

Pieòemsim, ka X1 < X2 < · · · < Xn un Ui = F0(Xi), tad ðî testa vçrtîba ir vienâda

ar

A = −n− 1

n

[
n∑
i=1

(2i− 1)(logUi + log(1− Un−i+1))

]
.
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(c) Kolmogorova - Smirnova tests

D =
√
n sup

x
|Fn(x)− F0(x)|.

Pirms apskatâm Kolomogorova - Smirnova testa butstrapoðanu, aprakstîsim testa

bûtîbu un uz ko tas konverìç pie n→∞.

Teorçma 11. (Kolmogorova - Smirnova tests) Pieòemsim, ka X1, X2, · · · , Xn iid gadîju-

ma lielumi ar sadalîjuma funkciju F , tad

D =
√
n sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x)| d−→ sup
x
|B(x)|, (4.1)

kur B(x) ir Brauna tilts un Fn(x) ir empîriskâ sadalîjuma funkcija.

Definîcija 5. Par Brauna tiltu sauc Gausa procesu {B(t) : t ∈ [0, 1]}, kura kovariâciju

struktûra ir cov(B(s), B(t)) = s(1 − t), kur s < t. Ðî procesa sadalîjums ir tâds pats kâ

W (t)− tW (1) sadalîjums, kur W - standarta Brauna kustîba.

Ja ar Kolmogorova - Smirnova testu pârbauda vienkârðo hipotçzi, piemçram N(0, 1),

tad Kolmogorova - Smirnova tests tiecas uz Brauna tiltu. Saliktâ hipotçze ietver sevî

parametru novçrtçðanu, kas izmaina statistiku. Tâ ir sekojoða:

D =
√
n sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x, θ̂)|,

kur θ̂ ir novçrtçtie parametri. Piemçram, N(µ, σ2) sadalîjumam θ̂ = {x̄, s2} , kur x̄ ir

vidçjâs vçrtîbas novçrtçjums un s2 ir dispersijas novçrtçjums. Saliktâs hipotçzes gadîjumâ

asimptotiskais sadalîjums (4.1) vairs nav spçkâ.

4.1. Neparametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova tes-

tam

Vispirms ar neparametrisko butstrapa metodi nobutstraposim Kolmogorova - Smirno-

va testu. Iegûsim, ka abâm statistikâm

√
n sup

x
|Fn(x)− F (x)| un

√
n sup

x
|F ∗n(x)− Fn(x)|

ir vienâds sadalîjums gandrîz visâm virknçmX1, · · · , Xn. Par to pârliecinâsimies ar dator-

programmas R palîdzîbu, ìenerçjot normâla sadalîjuma gadîjuma izlase apjomâ 1000 ar

daþâdiem parametriem. Bet pirms rezultâtu analizçðanas, apskatîsim teoriju par kodola
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blîvuma funkciju, jo histogrammas tiks aproksimçtas kodolu blîvuma funkcijas novçrtçju-

mu.

Ar jçdzienu kodols tiek saprasta jebkura gluda funkcija K, kurai izpildâs sekojoðas

îpaðîbas:

1. K(x) ≥ 0,

2.
∫∞
−∞K(x)dx = 1,

3. K ir simetriska, t.i., K(x) = K(−x).

Definîcija 6. Uzdotai izlasei X1, X2, · · · , Xn, kodolam K un pozitîvam skaitlim h, kuru

sauc par gludinoðo parametru, kodola blîvuma funkcijas novçrtçjums ir

f̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)
.

Arî kodola blîvuma funkcija ir gluda funkcija un tâ konverìç uz patieso blîvuma funkci-

ju âtrâk nekâ histogramma. Tâpçc analizçjot butstrapa metodi, histogrammai pievienosim

kodola blîvuma funkciju, lai pârliecinâtos, ka butstrapa metode strâdâ.
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5. att. Neparametriskais butstraps KS testam

Melnâ lînija ir kodola blîvuma novçrtçjums, kas aprçíinâts butstrapotam Kolmogoro-

va - Smirnova testam, bet sarkanâ lînija ir kodola novçrtçjums, kas aprçíinâts simulçtam
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Kolmogorova - Smirnova testam. Par kodola funkciju abiem novçrtçjumiem ir izvçlçts nok-

lusçtais Gausa kodols. Kâ redzams, tad ðie novçrtçjumi ir ïoti tuvi. Ðeit mçs apskatîjâm

butstrapoto Kolomogorova - Smirnova testu normâlajam sadalîjumam ar daþâdiem parame-

triem, bet 1.1. pielikumâ varam apskatît arî attçlus ar bustrapoto Kolomogorova - Smirno-

va testu citiem sadalîjumiem.

4.2. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam

nepârtrauktiem sadalîjumiem

Statistiskâs procedûras balstîtas uz empîriskajiem procesiem ir plaði pielietotas, lai

pârbaudîtu parametriskos sadalîjumus. Ðîs metodes parasti nav sadalîjumâ neatkarîgas,

tâpçc asimptotiskâs kritiskâs vçrtîbas balstâs uz nezinâmiem parametriem. Ðo problçmu

varam atrisinât izmantojot parametrisko butstrapu. Kolmogorova - Smirnova tests iz-

manto empîrisko sadalîjuma funkcijas aproksimâciju îstajai sadalîjuma funkcijai, tâpçc

pielietosim parametrisko butstrapu Kolmogorova - Smirnova testam.

Vispirms apskatîsim parametrisko butstrapu eksponenciâlajam sadalîjumam. Atgâd-

inâsim, ka Fλ̂(a) = 0, ja a < 0 un Fλ̂(a) = 1 − e−λ̂a visiem a ≥ 0, kur λ̂ = 1/x̄n tiek

novçrtçts no izlases datiem. Kolmogorova - Smirnova testa statistika ir formâ:

Tks =
√
n sup
a∈R
|F̂n(a)− Fλ̂(a)|,

Statistikas Tks varbûtîbu sadalîjumu nav iespçjams noteikts, jo parametrs λ eksponen-

ciâlajam sadalîjumam nav zinâms. Tomçr mçs varam aproksimçt Tks ar parametrisko

butstrapu. Tas ir, lietosim datus, lai noteiktu λ novçrtçjumu λ̂ = 1/x̄n un aizvietot

gadîjuma izlasi X1, X2, · · · , Xn no Fλ ar butstrapa izlasi X∗1 , X
∗
2 , · · · , X∗n no Fλ̂. Pçc tam

aproksimçsim Tks sadalîjumu ar tâs butstrapa versiju, tas ir,

T ∗ks =
√
n sup
a∈R
|F̂ ∗n(a)− Fλ̂∗(a)|,

kur F̂ ∗n ir empîriskâ sadalîjuma funkcija butstrapa izlasei un Fλ̂∗ apzîmç novçrtçto ekspo-

nenciâlo sadalîjuma funkciju, kur λ̂∗ = 1/X̄∗n tiek aprçíinâts no butstrapa izlases. But-

starpotâ statistitka ir pârâk sareþìîta, lai tieðâ veidâ aprçíinâtu tâs varbûtîbu sadalîjumu,

tâpçc mçs lietosim parametriskâ butstrapa simulâcijas:

1. Ìenerçsim butstrapa izlasi x∗1, x
∗
2, · · · , x∗n no eksponenciâlâ sadalîjuma ar novçrtçto

parametru λ̂.
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2. Izrçíinâsim butstrapoto statistiku T ∗ks.

Atkârtojot soïus 1 un 2 ïoti daudz reiþu, piemçram 1000, iegûsim butstrapotâs statis-

tikas vçrtîbas, nu kurâm noteiksim izvçlçto kvantili, piemçram 0.95 kvantili.

1. tabula Butstrapotâs kvantiles

N(0,1) 0.907388 LogN(0,1) 0.893208

N(5,1) 0.897476 LogN(5,1) 0.884958

N(0,1/2) 0.899302 LogN(0,1/2) 0.900324

N(5,1/2) 0.908969 LogN(5,1/2) 0.876943

Exp(3) 1.071561 χ2
1 1.332308

Exp(1) 1.085137 χ2
2 1.167698

Exp(0.5) 1.089907 χ2
3 1.075808

Exp(5) 1.093469 χ2
4 1.073652

Ar datorprogrammu R ìenerçsim eksponenciâlos sadalîjumus ar parametriem λ= 3,

1, 0.5, 5, un ðiem sadalîjumiem butstraposim Kolmogorova - Smirnova testu. 6. attçlâ ir

redzamas bustrapotâ testa histogrammas ar kodolu blîvumu funkciju novçrtçjumiem. Kâ

redzams, tad statistikas vçrtîbas nav atkarîgas no parametra λ. Kolmogorova - Smirnova

testu pielietojâm arî cietiem sadalîjumiem kâ normâlajam, lognormâljam un χ2, ðo dalîju-

mu histogrammas varat apskatît 1.2.pielikumâ. Izveidosim tabulu ar kvantilçm, kuras

iegûsim no butstrapotâ testa. 1. tabulâ redzamas ðîs vçrtîbas daþâdiem sadalîjumiem, kâ

redzams, tad tâs aproksimç teorçtiskâs kritiskâ vçrtîbas pie attiecîgâ nozîmîbas lîmeòa.

Tâ kâ ar parametrisko butstrapu tiek pârbaudîta saliktâ hipotçze, tad 0.95 kvantile nor-

mâli sadalîtâm gadîjuma izlasçm ir 0.9, eksponenciâli sadalîtâm 1.07 un χ2 sadalîtâm

1.06.

4.3. Parametriskais butstraps Kolmogorova - Smirnova testam

diskrçtiem sadalîjumiem

Ðajâ nodaïâ apskatîsim Gabor Szucs publikâciju (skatît [3]), kurâ ir aprakstîts parametriskais

butstraps diskrçtiem sadalîjumiem.
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6. att. Parametriskais bustraps KS testam

Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi ar sadalîju-

ma funkciju F0(x) = P (X1 ≤ x). Dota parametrisku sadalîjumu funkciju saime F ={
F (x, θ) : x ∈ R, θ ∈ Θ ⊆ Rd

}
, ar d ∈ N parametriem. Mçríis ir pârbaudît hipotçzi

H0 : F0 ∈ F , tas nozîmç, ka jâpârbauda vai F0(·) = F (·, θ0). Pârbaudei izmantosim

Kolmogorova - Smirnova testu. Attiecîgajam θ novçrtçjumam θ̂ apzîmçsim

Vn =
√
n sup

x
|Fn(x)− F (x, θ̂)|, x ∈ R,

kur Vn ir testa vçrtîba, kurai vçlamies nobutstrapot. Pieòemsim, ka X∗1 , . . . , X
∗
n neatkarîgi

lielumi ìenerçti no sadalîjuma F (·, θ̂) un F ∗n(·) ir attiecîgâ empîriskâ sadalîjuma funkci-

ja. No ìenerçtâs izlases aprçíinâsim parametra θ̂ novçrtçjumu θ̂∗, rezultâtâ butstrapotâ

statistika ir formâ

V ∗n =
√
n sup

x
|Fn(x)∗ − F (x, θ̂∗)|, x ∈ R.

Kad esam definçjuði kâ izskatâs statistika, kuru butstraposim, aprakstîsim butstrapa pre-

cedûras soïus ar kuru varçsim pârbaudît hipotçzi H0 : F0 ∈ F . Pçc ðiem ðoïiem arî

veidosim praktiski apskatîsim butstrapa metodi diskrçtiem sadalîjumiem.

1. Aprçíinâm novçrtçjumu θ̂ no izlases X1, · · · , Xn.
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2. Aprçíinâm Vn.

3. Ìenerçjam gadîjuma lielumus X∗1 , . . . , X
∗
n no sadalîjuma F (·, θ̂).

4. Aprçíinâm parametra θ̂ novçrtçjumu θ̂∗ no butstrapa izlases.

5. Aprçíinâm V ∗n .

6. Atkârtojam soïus 3-5 B reizes, pieòemsim, ka V ∗n,1 ≤ · · · ≤ V ∗n,B ir sakârtota virkne

no B statistikâm V ∗n . Pieòemsim, ka x1−α ir (1−α) empîriskâ kvantile no V ∗n , tas ir,

tâ ir dB(1− α)e lielâkâ statistikas vçrtîba, kur dye = min{j ∈ Z : y ≤ j}, ja y ∈ R.

7. Noraidâm H0, ja Vn vçrtîba ir lielâka par x1−α.

Praktiski pârbaudîsim hipotçzi

H0 : F0 ∈ NB(r) pret H1 : F0 ∈ Po(λ),

kur NB(r) ir r kârtas negatîvais binomiâlais sadalîjums un Po(λ) ir Puasona sadalîjums.

2. tabula Pârklâjuma precizitâte

q r=1 3 10 30

0.10 0.113 0.108 0.105 0.123

0.25 0.119 0.109 0.115 0.102

0.50 0.118 0.106 0.085 0.111

0.75 0.112 0.096 0.097 0.094

0.90 0.098 0.107 0.104 0.101

Vispirms ìenerçsimNBr(q) gadîjuma lielumu izlases ar daþâdiem parametriem apjomâ

n = 50, un pârbaudîsim hipotçzi H0 ar butstrapa metodi, kad B = 500 un nozîmîbas lî-

menis ir α = 0.1. Pârklâjuma precizitâte pçc 1000 Monte Carlo simulâcijâm ir apskatâma

2..tabulâ. Redzams, ka visas vçrtîbas ir tuvas nozîmîbas lîmenim α = 0.1.

Pçc tam apskatîsim parametriskâ butstrapa jaudu. Ìenerçsim Po(λ) izlases apjomâ

n = 50, un pârbaudîsim hipotçzi H0 par datu atbilstîbu negatîvajam binomiâlajam

sadalîjumam, ja r = 1, 3, 10 un 30. Arî ðeit nozîmîbas lîmenis α = 0.1 un pielietosim

1000 Monte Carlo simulâcijas ar B = 500. Noraidîto hipotçþu daudzums ir parâdîts
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3. tabula Testa jauda

λ r=1 3 10 30

1 0.880 0.309 0.114 0.109

3 1.000 0.812 0.211 0.115

5 1.000 0.980 0.405 0.137

10 1.000 1.000 0.750 0.201

30 1.000 1.000 1.000 0.733

50 1.000 1.000 1.000 0.950

3..tabulâ. Secinâm, ka testa jauda samazinâ, ja parametrs r palielinâs. Tas izskaidro-

jams, ka r palielinoties negatîvais binomiâlasi sadalîjums paliek arvien lîdzîgâks Puasona

sadalîjumam.
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5. Neimaòa tests

Ðajâ nodaïâ apskatîsim Neimaòu, kurð tika formulçts jau 1937. gadâ, bet salîdzinoði

nesen formulçtie rezultâti, padarîja ðo testu plaðâk pielietojumu. Arî Neimaòa tests pieder

sadalîjuma pârbaudes testiem. Apskatîsim ðo testu gan neatkarîgiem, gan atkarîgiem

datiem. Neimaòa testa ir aprakstîts piemçram ([7]) publikâcijâ.

Vispirms definçsim vispârçju atkarîbas koeficientu. Pieòemsim, ka (Xt)t∈Z ir stacionârs

process varbûtîbu telpâ (Ω,F , P ). Jebkurâm divâm σ- algebrâm A un B ⊂ F atkarîbas

koeficientu ir

α(A,B) := sup|P (A ∩B)− P (A)P (B)|,

kur A ∈ A un B ∈ B. Jebkuriem J, L (−∞ ≤ J ≤ L ≤ ∞) definçsim σ- algebru

FL
J = σ(Xk, J ≤ k ≤ L). Jaukto procesu atkarîbas koeficienti ∀n procesam (Xt)t∈Z tiek

definçts sekojoði:

α(n) := sup
J∈Z

α(F J
−∞, F

∞
J+n)

Definîcija 7. ([8] ) Saka, ka process (Xt)t∈Z ir α jauktais process, ja α(n) → 0, kad

n→∞.

Pieòemsim, ka stacionâram α- jauktajam procesam (Xt)t∈Z ir galîga sadalîjuma funkci-

ja F . Ar Neimaòa testu mçs vçlamies pârbaudît sekojoðu vienkârðu hipotçzi

H0 : F = U [0, 1] pret H1 : F 6= U [0, 1],

kur U [0, 1] ir vienmçrîgais sadalîjums intervâlâ [0,1]. Atzîmçsim, ka pârbaudot hipotçzi

H0 : F = F0 vispârîgam nepârtrauktam sadalîjumam F0, tas var tikt reducçt uz vien-

mçrîgo sadalîjumu, pârveidojot datus F0(Xt), t ∈ Z.

Neimaòa tests ðai hipotçzei ir sekojoðâ formâ (neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem

datiem)

Rk =
k∑
j=1

{
n−

1
2

n∑
i=1

φj(Xi)

}2

, k = 1, 2, · · · ,

kur φ0, φ1, · · · , ir ortonormçta sistçma telpâ L2[0, 1] ar φ0 = 1, pârçjie ir Lagranþa poli-

nomi. Ðos polinomus var definçt rekurenti, pie j = 0, 1, 2, 3, 4,

φ0 = 1,

φ1 =
√

12(x− 1/2),

φ2 =
√

5(6(x− 1/2)2 − 1/2),
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φ3 =
√

7(20(x− 1/2)3 − 3(x− 1/2)),

φ4 = 210(x− 1/2)4 − 45(x− 1/2)2 + 9/8.

Neimaòa tests atkarîgiem datiem (α - jauktajiem procesiem) ir formâ

Nk = (12σ2)−1Rk = (12σ2)−1
k∑
j=1

{
n−

1
2

n∑
i=1

φj(Xi)

}2

ar

σ2 =
+∞∑
t=−∞

Cov(X0, Xt).

Vispârîgi sakot, faktors (12σ2)−1 pielâgo Rk atkarîbu tâ, ka pieòemot H0 statistika Nk ir

ar tâdu paðu galîgu sadalîjumu kâ Rk neatkarîgu datu gadîjumâ.

Lai pielietotu Neimaòa testu atkarîgiem datiem, ir jâaprçíina testa statistika neatkarîgu

datu gadîjumâ un jânovçrtç σ2, tad statistikas vçrtîba ar ðo novçrtçjumu jâizdala.

Visbeidzot, lai konstruçtu visaptveroðu testa statistiku mums ir jâizvçlas konkrçta

k vçrtîba. Ir ïoti daudz literatûras, par to kâ izvçlçties atbilstoðo k neatkarîgu datu

gadîjumâ. Ledwina (1994) pamatoja metodi, kas balstîti uz maksimâlâs ticamîbas funkci-

ju, lai noteiktu piemçrotu k vçrtîbu.

Smod = min {k : 1 ≤ k ≤ d(n), Rk − klogn ≥ Rj − jlogn, j = 1, · · · , d(n)} ,

kur ar d(n) apzîmç k augðçjo robeþu, kas var tiekties arî uz bezgalîbu, kad n→∞. Kad

ir izvçlçts k, tad tests NSmod ir pielietojams.

Apskatîsim gadîjumu, kad Neimaòa statistika Rk ir aizvietota ar Nk,tad iegûsim seko-

joðu formulu

Smod2 = min {k : 1 ≤ k ≤ d(n), Nk − klogn ≥ Nj − jlogn, j = 1, · · · , d(n)} ,

Acîmredzami, ka pozitîvas atkarîbas gadîjumâ (σ2 > 1/12), Smod2 vairâk koncentrçsies

uz vçrtîbu 1 saskaòâ ar H0. Tâpçc, izdevîgi lietot Smod2, ja iepriekð ir pieejama informâcija

par pozitîvu korelâciju. Atzîmçsim, ka neatkarîgu datu gadîjumâ 12σ2 = 1, ja hipotçze

H0 ir patiesa.

Novçrtçsim σ2, kas ietver autkovariâcijas struktûras novçrtçðanu. ARMA procesu

gadîjumâ autokovariâciju funkcijas ir γ(h) := Cov(Xt+h, Xt) visiem t, h ∈ Z. Stacionâriem

procesiem un ARMA procesiem γ(h) novçrtçjums ir formâ:

γ̂(h) = (n− h)−1
n−h∑
t=1

(Xt − X̄)(Xt+h − X̄), ja 0 ≤ h ≤ n− 1,
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kuru izmantosim, lai novçrtçtu σ2. Novçrtçjums ir sekojoðs:

σ̂2 = γ̂(0) + 2

q∑
j=1

γ̂(j),

kur q norâda pçdçjo lagu, kuram tiek novçrtçta kovariâcija γ(q). Atkarîgiem datiem

autokovariâcija eksponenciâli dilst. ([7]) publikâcijâ ir ieteikums apskatît un lietot tikai tâs

autkovariâcijas, kuras ir lielâkas par 0.001. Ðo novçrtçjumu vçlâk apskatîsim arî praktiski.

5.1. Pielietojums neatkarîgiem datiem

Vispirms apskatîsim neparametrisko butstrapa metodi Neimaòa testam, kad dati ir

neatkarîgi. Lai pârbaudîtu vai butstrapa metode strâdâ, butstrapotâs statistikas vçrtîbas

salîdzinâsim ar simulçtajâm statistika vçrtîbâm, pie izvçlçta k = 1. Ar datorprogrammu

R ìenerçsim neatkarîgu vienmçrîgi sadalîtu gadîjuma lieluma izlasi apjomâ n = 1000.

No tâs izveidosim B = 1000 butstrapa izlases {X∗11, · · · , X∗1n}, {X∗21, · · · , X∗2n}, · · · ,

{X∗B1, · · · , X∗Bn}, kurâm aprçíinâsim

R∗1 = n−
1
2

n∑
i=1

φ1(X
∗
i )

7. attçlâ grafikâ (1) ir redzamas butstrapotais Neimaòa tests attçlots ar histogrammu,

kurai pievienots klât kodola blîvuma funkcijas novçrtçjums, melnâ krâsâ, un χ2
1 blîvuma

funkcija, sarkanâ krâsâ, uz ko teorçtiski tiecas Neimaòa tests. Bet grafikâ (2) ir redza-

mas simulçtâ Neimaòa testa attçlojums ar histogrammu, kurai arî pievienots klât kodola

blîvuma funkcijas novçrtçjums, zilâ krâsâ, un χ2
1 blîvuma funkcija, sarkanâ krâsâ. Kâ

redzams, tad abas histogrammas ir lîdzîgas un χ2
1 aproksimâcija ir laba. No tâ secinâm,

ka butstrapa metodi var pielietot Neimaòa testam neatkarîgu datu gadîjumâ.

5.2. Pielietojums atkarîgiem datiem

Singh ([9]) parâdîja piemçru, kad butstrapa metode dod aplamus rezultâtus atkarîgiem

novçrojumiem. Taèu ir butstrapa metodes, kas dod labus rezultâtus arî datiem ar atkarîbas

struktûru. Ðajâ gadîjumâ butstrapa metodes mçríis ir nepazaudçt datu atkarîbas struk-

tûru, pârkârtojot datus. Viena no efektîvâkajâm un vienkârðâkajâm ir bloku butstrapa

metode. Pretçji iepriekð aprakstîtajai butstrapa procedûrai, kad tiek pârkâroti izlases el-

ementi, bloku butstrapa metode pârkârto izlases elementus, sakârtotus blokos. Rezultâtâ,
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7. att. (1) Butstrapotais Neimaòa tests, (2) Simulçtais Neimaòa tests

bloka iekðienç datu atkarîba ir saglabâta. Bloku butstrapa aprakstam izmantosim Mârèa

Bratka maìistra darbu ([10]).

Slîdoðo bloku butstraps

Viens no bloku butstrapa veidiem ir slîdoðâ bloka butstraps ( no angïu valodas "moving

block bootstrap", turpmâk MBB), kuru piedâvâja Kunsch ([11]) un Liu un Singh ([12]).

Pieòemsim, ka X1, X2, · · · ir stacionâra gadîjuma lieluma virkne un Xn = (X1, · · · , Xn)

ir dotâ izlase. Bloka garums l ∈ [1, n] ir vesels skaitlis. Bi = (Xi, · · · , Xi+l−1) ir bloks

garumâ l sâkot ar elementu Xi, 1 ≤ i ≤ N , kur N = n − l + 1. Lai iegûtu MBB

izlasi, izvçlamies vajadzîgo bloku skaitu no B1, · · · ,BN un pârkârtojam gadîjuma izlasç

B∗1, · · · ,B∗k, kur katrs no izvçlçtajiem blokiem satur l elementus. Apzîmçsim B∗i elementus

ar X∗(i−1)l+1, · · · , X∗il, i = 1, · · · , k. Tâdejâdi X∗1 , · · · , X∗m sastâda MBB izlasi ar apjomu

m ≡ kl.

Lîdzîgi, kâ butstrapa metodei ar neatkarîgiem un vienâdi sadalîtiem gadîjuma lielu-

miem, MBB izlases apjoms parasti ir izvçlçts ar tâdu paðu kârtu, kâ sâkotnçjâs izlases

apjoms. Ja b ir mazâkais veselais skaitlis, kurð apmierina bl ≥ n, tad iespçjams izvçlçties

b kâ vajadzîgo bloku skaitu, un lietot tikai pirmos n elementus. Kad ir iegûta MBB izlase

ar apjomu n, tad rîkojâs kâ tâpat kâ neatkarîgu datu gadîjumâ, aprçíinâm izvçlçtâs

statistikas vçrtîbu un visu procedûru atkârtojam ïoti daudz reiþu.
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Neðíeïoðo bloku butstraps

Vçl apskatîsim neðíeïoðo bloku butstrapa metodi ( no angïu valodas òonoverlapping

block bootstrap", turpmâk NBB), kuru piedâvâja Carlstein ([13]). Galvenâ NBB ideja ir

lietot blokus, kuri neðíeïas. Pieòemsim, ka l ∈ [1, n] ir vesels skaitlis un b ≥ 1 ir lielâkais

veselais skaitlis, kurð apmierina bl ≤ n. Definçsim bloku Bi = (X(i−1)l+1, . . . , Xil), i =

1, . . . , b. Atzîmçsim, ka MBB izvçlçtie bloki ðíeïas, bet NBB bloki neðíeïas. Rezultâtâ,

iespçjamo atðíirîgo bloku skaits ir mazâks nekâ MBB metodei.

Tâlâkâ procedûra ir identiska MBB metodei. Veidojam gadîjuma izlasi ar atkârtoju-

miem B∗1, · · · ,B∗k no B1, . . . ,Bb, kur k ≥ 1. Apzîmçsm butstrapa izlasi ar X∗1 , . . . , X
∗
m,

kura iegûta no blokiem B∗1, . . . ,B∗k, kur m = kl. Ja n dalâs ar l bez atlikumiem, tad but-

strapa izlases apjoms ir vienâds ar sâkotnçjâs izlases apjomu n. Tâpat kâ MBB gadîjumâ,

kad esam ieguvuði NBB izlasi, aprçíinâm izvçlçtâs statistikas vçrtîbu un visu procedûru

atkârojam ïoti daudz reiþu.

Abas aprakstîtâs metodes pielietosim Neimaòa testa butstrapoðanai, atkarîgu datu

gadîjumâ. Vispirms aprakstîsim soïus, pçc kuriem iespçjam ìenerç atkarîgus datus ar

U(0, 1) sadalîjumu, izmantojot AR(1) procesu, kas ir α - jauktais process (skatît Definîciju

7).

1. Simulçsim X1, · · · , Xn no stacionâra AR(1) procesa, kur {Xt}t∈Z definçts kâ

Xt − θXt−1 = Zt, (5.1)

kur {Zt}t∈Z ir vâji stacionârs process ar vidçjo vçrtîbu 0 un autokovariâciju E(ZtZt+h) =

σ2
Z <∞, ja h=0 un 0 pretçjâ gadîjumâ, un procesa koeficients |θ| ≤ 1.

2. Ìenerç datus no 5.1 ar Zt ∼ N(0, 1 − θ2). Ìenerçtajam procesam {Xt}t∈Z bûs

N(0, 1) sadalîjums.

3. Visbeidzot transformçsim datus ar Φ, kur Φ apzîmç N(0, 1) sadalîjuma funkciju.

Iegûsim izlasi X
′
1, . . . , X

′
n = Φ(X1), · · · ,Φ(Xn) , kurai bûs U(0, 1) sadalîjums.

Visus soïus îstenosim ar statistikas programmu R, izmantojot procedûru arima.sim

pie apjoma n = 1000. Izvçlçsimies arî daþâdas θ = 0.3, 0.9,−0.3,−0.9 vçrtîbas. Sâkumâ

simulçsim Neimaòa testu pie jau minçtajâm θ vçrtîbâ. Izmantosim nevis N1 statis-

tiku, bet iid gadîjuma statistiku R1
d−→ 12σ2χ2

1. Simulâcijas ir redzamas 8. attçlâ,
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kur ar histogrammu attçlotas simulçtâs Neimaòa testa vçrtîbas iid gadîjumam. Tâ tiek

aproksimçta ar kodolu bîlvumu funkciju novçrtçjumiem gan iid gadîjumâ, gan gadîjumâ,

kad θ = 0.9, 0.3,−0.3,−0.9 vçrtîbâm. Kâ redzams, tad robeþsadalîjums mainâs.
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8. att. Simulçtâ Neimaòa testa asimptotika

Tâlâk izvçlçsimies θ = 0.9 vçrtîbu, un ar iepriekð aprakstîtajiem soïiem ìenerçsim

atkarîgus datus ar sadalîjumu U(0, 1) pie apjoma n = 1000. Ìenerçtajiem datiem pieli-

etosim bloka butstrapa metodes MBB un NBB. Abâm metodçm izvçlçsimies bloka garumu

vienâdu ar l = 50. Lai butstrapotâs izlases lielums bûtu vienâds ar sâkotnçjâs izlases apjo-

mu, tad bloku skaits, kuri tiks iekïauti butstrapa izlasç, ir vienâds ar k = 20. Ar butstrapa

metodi iegûtâs statistikas vçrtîbas salîdzinâsima ar simulçtajâm statistika vçrtîbâm, kas

parâdîs vai butstrapa metodes aproksimâcija ir laba. Rezultâts ir redzams 9. attçlâ, kur

grafikâ (1) ir attçlotas simulçtâs Neimaòa testa vçrtîbas, kuras aproksimçtas ar kodola

blîvuma funkcijas novçrtçjumu (zilâ krâsâ ) un kodola blîvuma funkcijas novçrtçjumu

butstarpotajam Neimaòa testam ar NBB metodi (melnâ krâsâ). Grafikâ (2) arî ir at-

tçlots simulçtâs Neimaòa testa vçrtîbas ar kodola blîvuma funkcijas novçrtçjumu, kâ arî

kodola blîvuma funkcijas novçrtçjums butstrapotajam Neimaòa testam ar MBB metodi

(sarkanâ krâsâ). Redzams, ka bustrapa metode labi aproksimç Neimaòa testa teorçtisko

sadalîjumu.

Grafiski esam parâdîjuði, ka butstrapa metodi var pielietot Neimaòa testam un ka tâ
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9. att. (1) NBB metode, (2) MBB metode

labi aproksimç testa statsitikas sadalîjumu.
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6. Secinâjumi

Ðajâ darbâ parâdîts, ka butstrapa metode ir plaði pielietojama praksç neatkarîgiem

un vienâdi sadalîtiem datiem. Darbâ aprakstîts neparametriskais butstraps, kas balstâs

uz atkârtotâm izlasçm, kuas iegûst no sâkotnçjiem datiem, un parametriskais butstraps,

kad butstrapa izlase tiek veidota pçc kâda fiksçta sadalîjuma likuma Fθ̂. Ar butstrapa

metodes palîdzîbu var atbildçt uz jautâjumiem, kas ir par sareþìitu tradicionâlai statis-

tikas analîzei.

Ar parametrisko butstrapu ir iespçjams pielietot Kolmogorova - Smirnova testam

diskrçtiem sadalîjumiem. Neparametriskais butstaps tika pielietots Neimaòa testam neatkarîgu

datu gadîjumâ, bet atkarîgu datu gadîjumâ neparametriskais butstraps dod aplamus

rezultâtus. Tâpçc darbâ ir aprakstîtas un pielietotas bloku butstrapa metodes kâ MBB un

CBB. Ðîs metodes labi aproksimç testa statistikas sadalîjumu. Jâatzîmç, ka visas butstrap

metodes aproksimâcijas var padarît precîzâkas, palielinot atkârtojumu skaitu butstrapa

procedûrai.

Jâuzsver, ka visas butstrapa metodes ir ïoti darbietilpîgas no datoru resursu viedokïa.

Tâpçc butstrapa metodes pievilcîgums ir saistîts ar datoru jaudu un iespçjâm. Butstrapa

metodi var pielietot netikai statistikâ, bet arî dabas zinâtnçs, medicînâ, ekonometrijâ un

citâs nozarçs. Varam secinât, ka butstrapa metode ir plaði pielietojama.
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1. Pielikums

1.1. Kolmogorova - Smirnova tests ar neparametrisko butstrapu
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10. att. Neparametriskais butstraps KS testam
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11. att. Neparametriskais butstraps KS testam
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12. att. Neparametriskais butstraps KS testam

1.2. Kolmogorova - Smirnova tests ar parametrisko butstrapu
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13. att. Parametriskais butstraps KS testam
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14. att. Parametriskais butstraps KS testam
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15. att. Parametriskais butstraps KS testam

1.3. Izveidoto programmu kodi

### NEPARAMETRISKAIS BUTSTRAPS ###

# Vidçjai vertibai #

# izlases apjoms
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n<-20 #ievieto pçc tam 50, 100 un 150

izl1<-rnorm(n,5,1)

# cik reizes butstrapot

B<-1000

# butstraps vid.vert

mean.boot1<-replicate(B,mean(sample(izl1,replace=TRUE)))

par(mfrow=c(2,2))

hist(mean.boot1,prob=TRUE,col='lightblue',main="n=20",xlab='',ylab='')

xx<-seq(4,6,len=1000)

points(xx,dnorm(xx,5,sqrt(1/n)),type="l",lwd=3,col='red')

# Centrçtai vidçjai vertibai #

n<-20 #ievieto pçc tam 50, 100 un 150

boot.sta1t<-replicate(B,sqrt(n)*(mean(sample(izl1,replace=TRUE))-mean(izl1)))

hist(boot.stat1,prob=TRUE,col='lightgreen',main="n=20",xlab='',ylab='')

xx<-seq(-6,5,len=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1),type='l',lwd=3,col='blue')

### PARAMETRISKAIS BUTSTRAPS ###

# Centretai videjai vertibai #

par(mfrow=c(2,2))

n<-20 #ievieto pçc tam 50, 100 un 150

boot.stat2<-replicate(B,sqrt(n)*(mean(rnorm(n,mean(izl1),1))-mean(izl1)))

hist(boot.stat2,prob=TRUE,col='lightgreen',main="n=20",xlab='',ylab='')

xx<-seq(-6,5,len=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1),type='l',lwd=3,col='blue')

##### Piemçrs, kam butstrapa metode nestrâdâ####

# izlases apjoms

n<-100

# ìenerç izlasi

izl<-rnorm(n,0,1)
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# cik reizes butstrapot

B<-1000

boot.stat<-replicate(B,sqrt(n)*(abs(mean(sample(izl,replace=TRUE)))-abs(mean(izl))))

hist(boot.stat,prob=TRUE,col='lightgreen',main="",xlab='',ylab='')

xx<-seq(-6,5,len=1000)

points(xx,dnorm(xx,0,1),type='l',lwd=3,col='blue')

####### NEPARAMETRISKAIS BUTSTRAPS #########

## Normalais sadalijums ##

n<-1000

izl<-rnorm(n,5,1/2)

B<-1000

alpha<-0.05

par(mfrow=c(2,2))

ff<-function(n)

{

dati<-sample(izl,replace=TRUE)

fn<-ecdf(dati)

a1<-max(abs(fn(sort(dati))-fn(sort(izl))))

a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati))[-n])-fn(sort(izl))))

max(a1,a2)

}

rez<-replicate(1000,sqrt(n)*ff(n))

hist(rez,prob=T,main="N(5,1/2)",xlab='',ylab='', col="green")

lines(density(rez),type="l",lwd=2)

# simuletais sadalijums

rez2<-replicate(1000,ks.test(rnorm(n,5,1/2),"pnorm",5,1/2)$statistic[[1]]*sqrt(n))

points(density(rez2),type="l",col="red",lwd=2)

###### Lîdzîgi pârçjiem sadalîjumiem#####

####### PARAMETRISKAIS BUTSTRAPS #########

n<-1000
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B<-1000

alpha<-0.05

par(mfrow=c(2,2))

## Normalais sadalijums ##

izl<-rnorm(n,5,1/2)

vv<-mean(izl)

disp<-var(izl)

ff<-function(n)

{

dati<-rnorm(n,vv,sqrt(disp))

fn<-ecdf(dati)

a1<-max(abs(fn(sort(dati))-pnorm(sort(dati),mean(dati),sd(dati))))

a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati))[-n])-pnorm(sort(dati),mean(dati),sd(dati))))

max(a1,a2)

}

rez3<-replicate(1000,sqrt(n)*ff(n))

hist(rez3,prob=T,main="N(5,1/2)",xlab='',ylab='', col="green")

lines(density(rez3),type="l",lwd=2)

stat3<-ks.test(izl,"pnorm",vv,sqrt(disp))$statistic[[1]]*sqrt(n)

kvant3<-sort(rez3)[(1-alpha)*B]

###### Lîdzîgi pârçjiem sadalîjumiem#####

######### DISKRETIE SADALIJUMI #########

n<-50

B<-500

alpha<-0.1

N<-1000

## Neg. Bin. sadalijums ###

r<-1

q<-0.5

v.nbin<-matrix(rep(0,N*2),N,2)

b<-0

40



for (i in 1:N)

{

dati.nbin<-rnbinom(n,r,q)

vv<-mean(dati.nbin)

q.novert<-r/(r+vv)

ff.nbin<-function(n)

{

dati<-rnbinom(n,r,q.novert)

fn<-ecdf(dati)

vv1<-mean(dati)

q.novert1<-r/(r+vv1)

a1<-max(abs(fn(sort(dati))-pnbinom(sort(dati),r,q.novert1)))

a2<-max(abs(c(0,fn(sort(dati))[-n])-pnbinom(sort(dati),r,q.novert1)))

max(a1,a2)

}

rez<-replicate(B,sqrt(n)*ff.nbin(n))

V<-ks.test(dati.nbin,"pnbinom",r,q.novert)$statistic[[1]]*sqrt(n)

### kvantiles atrasana ###

kvant<-sort(rez)[B*(1-alpha)]

v.nbin[i,1]<-V

v.nbin[i,2]<-kvant

if (v.nbin[i,1]>v.nbin[i,2])

{b<-b+1}

}

############# NEIMAÒA TESTS############

### 1.daïa ####

## Sakuma parametri

nn<-1000

N<-1000

## Defineejam Polinomu
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P1<-function(x) (x-0.5)*sqrt(12);

#### Neatkarigiem datiem

sim.neat<-c()

for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

dati.neat<-runif(nn)

R_1<-(sqrt(nn)^(-1)*sum(P1(dati.neat)))^2

sim.neat[i]<-R_1

}

hist(sim.neat,prob=T,main=" ",xlab=" ",ylab=" ",xlim=c(0,8),ylim=c(0,2),col="light grey")

lines(density(sim.neat),col="brown",lwd=2)

#

sim<-c()

theta<- 0.9 # Maina uz 0.3, -0.3 un -0.9

for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

ar_1<-arima.sim(list(ar=c(theta)),n=nn, rand.gen = function(n, ...)\\

sqrt(1-theta^2)*rnorm(nn,0,1))

dati.atk<-pnorm(ar_1)

R_1<-(sqrt(nn)^(-1)*sum(P1(dati.atk)))^2

sim[i]<-R_1

lines(density(sim),col="blue",lwd=2) #Maina krasu

legend(5,1.5,c("teta=0.3","teta=0.9","teta=-0.3","teta=-0.9","iid"),lwd=2,\\

col=c("red","blue","green","black","brown"))

### 2.daïa ###

par(mfrow=c(1,2))

# Atkârto 2 rezies, katrâ grafikâ pa histrogrammai

sim<-c()

theta<- 0.9
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for (i in 1:N)

{

# Datu generesana

ar_1<-arima.sim(list(ar=c(theta)),n=nn, rand.gen = function(n, ...) sqrt(1-theta^2)*rnorm(nn,0,1))

dati.atk<-pnorm(ar_1)

R_1<-(sqrt(nn)^(-1)*sum(P1(dati.atk)))^2

sim[i]<-R_1

}

hist(sim,prob=T, main="(2)",xlab=" ",ylab=" ",col="grey",ylim=c(0,0.05))

lines(density(sim),col="blue",lwd=2)

################

# Atkarîgais bloku neðíeïoðu butstraps

################

nbb.fun<-function(fdata,fn,fl,fk0,fbl){

bootsamp<-c()

samp<-sample(fbl,fk0,replace=TRUE)

for (fi in 1:fk0){

bootsamp<-c(bootsamp,fdata[(fl*(samp[fi]-1)+1):(fl*(samp[fi]-1)+fl)])}

(sqrt(fn)^(-1)*sum(P1(bootsamp)))^2

}

l<-50

rez<-replicate(1000,nbb.fun(dati.atk,nn,l,ceiling(nn/l),nn/l))

lines(density(rez),type="l",lwd=2)

################

# Atkarîgais bloku slîdoðais butstraps

################

mbb.fun<-function(fdata,fn,fl,mbb.k,mbb.b){

bootsamp<-c()

samp<-sample(mbb.b,mbb.k,replace=TRUE)
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for (fi in 1:mbb.k){

bootsamp<-c(bootsamp,fdata[samp[fi]:(samp[fi]+fl-1)])}

(sqrt(fn)^(-1)*sum(P1(bootsamp)))^2

}

l<-50

b<-nn-l+1

rez1<-replicate(1000,mbb.fun(dati.atk,nn,l,nn/l,b))

lines(density(rez1),type="l",lwd=2, col="red")
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