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Anotacija

Magistra darba aplukotas robustas statistikas pamatnostadnes un gludie M-novertejumi.
Darba ieviesta robusta empiriskas ticamibas (EL) metode divu gludu Hubera M-novertejumu
starpibai, balstoties uz Qin un Zhao rezultatiem EL metodei divu izlasu gadijuma. Metode
prasa noteiktus gluduma nosacijumus EL nenovirzitajiem vienadojumiem, un to pielie-
tot Hibera novertejumam bija iespejams pateicoties nesen Hampel definetajam gludajam
Hibera novertejumam, kuram Sie nosacijumi izpildas. Metode tika pielietota simulaciju
analizé dazadiem piesarnotiem un nepiesarnotiem sadalijumiem un realu datu piemériem
un tika salidzinata ar EL metodi videjo vertibu starpibai un divu izlasu t-testu. Tika
secinats, ka jauna metode darbojas lidzigi EL metodei videjo vertibu starpibai, bet tai ir

prieksrocibas situacijas, kad datos ir piesarnojums.

Atslegas vardi: robusta statistika, M-novertejumi, gludie M-novertejumi, gludais Hubera

novertéjums, empiriskas ticamibas metode, divu izlasu problematika



Abstract

Thesis outlines the basic ideas of robust statistics and smooth M-estimators. Empirical
likelihood (EL) method for the difference of two smoothed Huber M-estimators has been
implemented based on the results of Qin and Zhao. This method requires some smoothness
conditions on the EL estimating equations which are satisfied by the smooth Huber M-
estimator recently defined by Hampel. Simulation analysis was performed for various
contaminated and uncontaminated distributions and several real data sets were analysed.
The new method was compared to EL for the difference of two means and to two sample
t-test. It was concluded that the new method works similarly to the EL for the difference

of two means but outperforms it where contaminated data is involved.

Keywords: robust statistics, M-estimators, smooth M-estimators, smooth Huber estima-

tor, empirical likelihood, two sample case



Tevads . . . . . o oo 2
[I.  Robustas statistikas teorijal. . . . . . . . .. ... 4
(I.1.  Datu diagnostikal . . . . . . . .. . ... ... L 5
[1.2.  Robustu proceduru velamas Tpasibas| . . . . . . . .. .. ... ... 7
(L.3.  Robustibasmeérl. . . . . . .. ... ... o 8
2. M-novertejumi|. . . . . . . ... 15

[2.1.  M-novertejumi ka maksimalas ticamibas novertejumu

VISPATINAJUINS| . . .« .+« o v v v b e e e e e e e 15

[2.2. M-novertéjumu 1pasibas| . . . . . . . .. ... 15

2.3 Piemeri . . . . . . . 16

[2.4. Hubera minimax problemal. . . . . . .. ... o000 18

[2.5. Robusti méroga novertéjumil . . . . . . . . ... ... 24

[3.  Gludais Hubera novertejums| . . . . . . . . . ... . ... ... 26

[3.1.  Negludo un gludo M-novertejumu salidzinajums - simulaciju piemeri| 28

[4.  Empiriskas ticamibas metode| . . . . .. ..o oL 34
[4.1. Empiriskas ticamibas metode M-noveértéjumiem| . . . . . . . . . .. 36

[4.2. Empiriskas ticamibas metode divu izlagu gadijumal . . . . . . . .. 39

[ Rezultatil. . . . . . . o 43
[>.1.  Izmantoto datu piemeéru apraksts| . . . . .. ... ... 43

(.2, Datu analizel . . . . . . . . .. .o 44

[>.3.  Simulaciju analize|. . . . . . ... o000 46
....................................... 54

I =T — 4 55



Ievads

Pienemumi par normalitati, linearitati vai neatkaribu paradas praktiski visas statisti-
kas metodes. Tomer janem vera, ka jebkura matematiska modela pienemumi ir realitates
aptuvens apraksts. Daudzas parametriskas statistikas metodes ir konstruetas ta, lai tas
biutu optimalas pie idealizéta modela, un to sniegums butiski pasliktinas pat pie skietami
mazam novirzém no $1 modela. So problemu péta robustas statistikas teorija, kas apli-
ko novirzes no dazadiem parametrisko modelu pienemumiem, peta to efektu un mekle
metodes, kas butu péc iespéjas stabilas pret sadam novirzem. Dazi robustas statistikas
jautajumi ir pazistami jau kops statistikas metozu pirmssakumiem, pieméram, jautajums
par izlécéju ietekmi un tas mazinasanas iespéjam, bet formalas un visaptverosas robusti-
bas teorijas attistiba sakas XX gadsimta 60.-tajos un 70.-gados ar John Tukey (1960 [1],
1962 [2]), Peter J. Huber (1964 [3], 1967 [4]) un Frank Hampel (1971 [5], 1974 [6]) darbiem.
Viens no pamatakmeniem robustas statistikas teorija bija Hibera "Robust estimation of
location”[3], kura Hubers defineja M-novertejumu klasi, kas visparinaja maksimalas tica-
mibas metodes ideju un velak kalpoja par pamatu sarezgitaku robustu metozu, pieméram,
robustas regresiju analizes, korelaciju un variaciju analizes izstradasana. M-noveértéjumu
ietvara Hubers defineja kadu ipasi svarigu novertejumu — Hibera novertéjumu, kuram
piemit optimala dispersija minimax nozimé normala modela apkartne.

Robusta statistika reizem tiek salidzinata ar neparametrisko statistiku. Neparametris-
kas statistikas metodes balstas uz loti visparigiem pienémumiem par datiem, pieméram,
to neatkaritbu un nepartrauktibu, bet neprasa veikt pienemumus par sadalijuma veidu.
Starp abam statistikas nozarém ir zinamas lidzibas — daudzas neparametriskas procediiras
ir izradijusas robustas, turklat neparametriskas statistikas metodes biezi radusas ka atbil-
de uz klasisko proceduru robustuma trukumu. Tomer robusta statistika ir parametriska
statistika, jo apskata statistiku uzvedibu konkretu parametrisku modelu apkartne.

Ir atrodami pieméri, kur abu statistikas nozaru metodes tikusas savienotas un sav-
starpéji papildinatas. Misdienu parametriskaja statistika stabilu vietu ir ienémusi Owen
radita empiriskas ticamibas metode [7], [§], [9], kuru, tapat ka tas parametrisko lidzinieci—
maksimalas ticamibas funkcijas metodi, var izmantot parametru novertésanai, hipotézu
parbaudei un novértéjumu ticamibas intervalu konstruésanai. Owen jau pirmaja empiris-
kas ticamibas metodei veltitaja publikacija [7] pieradija, ka empiriskas ticamibas intervalus

iespejams konstruet Hibera definétajiem M-novértéjumiem. Turklat veids, kada definéti



M-novertejumi, loti dabiski ieklaujas visparigaja Qin un Lawless [I0] empiriskas ticamibas
metodes definicija ar nenovirzitiem vienadojumiem. Velak Tsao un Zhou [I1] pieradija, ka
uz robustiem M-novértéjumiem balstiti empiriskas ticamibas intervali saglaba punktveida
novertejumiem piemitoSo robustumu un tadel ir 1pasi interesanti situacijas, kad datos var
paradities izleceji.

Empiriskas ticamibas metodi divu izlasu vidéjo vértibu un sadalijjuma funkciju star-
pibam vispirms aprakstija Qin un Zhao [I2]. Saja metodeé ir batiski, lai nenovirzitajiem
vienadojumiem izpilditos noteikti gluduma nosacijumi, tacu parastajam Hubera noverte-
jumam §ie nosacijumi nav speka. Nesena publikacija [13] Hampel defineja gludinasanas
principu M-novértéjumiem, un radas ideja sadam gludinatam Hibera novértéjumam pie-
lietot empiriskas ticamibas metodi. Lidz ar to radas art magistra darba galvenais merkis:
istenot empiriskas ticamibas metodi divu gludu Hubera novertejumu starpibai un nover-
tet ta sniegumu, salidzinot ar citam klasiskam statistikas metodém. Darba meérkis prasa

sekojoso uzdevumu izpildi:

1. Iepazities ar robustas statistikas teorijas pamatjautajumiem un metodém, ipasi M-

novertéjumiem.

2. Apskatit gludos M-novertejumus un salidzinat to sniegumu ar parastajiem M- no-

vertejumiem.

3. Izveidot programmu divu gludu Hibera novértéjumu starpibas empiriskas ticamibas
metodes aprekinasanai. Analizet metodi, salidzinot tas parklajuma precizitati un

jaudu ar citam klasiskam statistikas metodem realu datu un simulaciju piemeros.

Empiriskas ticamibas metode divu Hiubera novertejumu starpibai tika prezentéta konfe-
rence International Conference on Robust Statistics (autors Janis Valeinis, lidzautori Mara
Vélina un ar George Luta, University of Georgetown, Washington DC, USA), sagatavo-
Sana ir arl publikacija. Divu izlasu problematikai tika lietota Valeina un Cera izstradata
R programma, kas publiski pieejama ka R paplasinajumprogramma FL.

Darbs sastav no ievada, piecam nodalam, secinajumiem un literatiras avotu saraksta.
1. nodala apskatita robustas statistikas teorija, 2. nodala aprakstiti M-novértéjumi,
3. nodala tuvak apskatits gludais Hubera novertejums, 4. nodala izklastita empiriskas
ticamibas metode un 5. nodala atrodama simulaciju un datu analize. Visi darba veiktie

aprekini 1stenoti programma R.



1. Robustas statistikas teorija

Statistiskas metodes balstas ne tikai uz novérotajiem datiem, bet arl uz virkni tiesu
vai netiesu pienemumu. Modela pienemumi atspogulo statistikim zinamo informaciju par
risinamo problemu, ka ar1 tie palidz formuléet tadu matematisku modeli, kuru biitu iespe-
jams atrisinat no teorétiska un izskaitlojamibas viedokla. Modeli neizbégami ir realitates
vienkarsojums, un tie labakaja gadijuma aptuveni raksturo realo situaciju. Statistika vis-
plasak lietotais pienemums ir par to, ka noverotie dati ir normali sadaliti. Sis pienemums
ir bijis pamata visu klasisko regresiju analizes, dispersiju analizes un daudzdimensiju sta-
tistikas metozu konstruésana. Normala sadalijuma lietosanu attaisno fakts, ka tas labi
reprezente lielu dalu reali noverotu datu kopu, turklat tas ir erti lietojams no teoretiska
viedokla, laujot atklata veida ieglit optimalu statistisko metozu formulas, ka pieméram,
maksimalas ticamibas metode vai maksimalas ticamibas attiecibas testi.

Biezi vien pienémums par normalitati (pieméram, regresija ar normali sadalitiem at-
likumiem) ir speka tikai aptuveni, tada nozime, ka normalais sadalijums labi raksturo
lielako dalu noverojumu, tomer dazi noverojumi atbilst kadai citai struktirai, vai varbut
tiem nav saskatama nekada struktira. Sadas netipiskas datu vienibas sauc par izlécéejiem,
un pat viens izlecejs var kroplojosi ietekmet klasiskas uz normalitati balstitas statistikas
metodes rezultatu.

Varetu cerét, ka, ja sada ”aptuvena” normalitate ir speka, tad uz normalitates teoriju
balstitajiem rezultatiem ari vajadzétu bit aptuveni pareiziem. Diemzél ta tas nav. Ja
tiek pienemts, ka dati ir normali sadaliti, bet patiesajam sadalijumam ir "smagas astes”,
tad uz maksimalas ticamibas metodi balstitie novértéjumi ne tikai parstaj bit optimalie,
bet tiem var but zema statistiska efektivitate (t.i., nepienemami liela dispersija), ja astes
ir simetriskas, vai ari parlieku liels biass (parametra novertejuma matematiskas ceribas
atskiriba no ta patiesas vertibas), ja astes ir asimetriskas. Turklat, klasiskie testi sada
gadijuma zaudé jaudu, savukart klasiskie ticamibas intervali var biit neprecizi vai parak
plasi.

Kops XX gadsimta vidus izpratne par to, ka daudzas no biezak lietotajam statistikas
procediiram ir parlieku jutigas pret skietami nenozimigam novirzem no modela pienému-
miem, arvien pieaugusi un tapéc radita virkne robustu procedtru. Terminu ”robusts”
Peter J. Huber [14] formule sekojosi: robustiba nozime metodes nejutigumu pret nelielam

novirzém no modela pienémumiem. Robustas statistikas merkis ir izstradat metodes, kas



dod uzticamus parametru novertejumus un tiem atbilstoSos testus un ticamibas interva-
lus, ne tikai tad, kad dati precizi atbilst noteiktajam sadalijumam, bet ari situacija, kad
tam ieprieks aprakstitaja nozimeé atbilst tikai aptuveni. Visbiezak analizétais gadijums ir
aptuveni normali sadalijumi, tomer $1 pieeja labi darbojas ari citiem aptuveniem sadaliju-
miem, piemeram, aptuvenam gamma sadalijumam nesimetriski sadalitu datu gadijuma.

Robustas statistikas teorija saka attistities XX gadsimta 60.-tajos un 70.-gados ar
fundamentalajiem John Tukey (1960 [1], 1962 [2]), Peter J. Huber (1964 [3], 1967 [4])
un Frank Hampel (1971 [5], 1974 [6]) darbiem. Robusto metozu attistiba kluva iespeja-
ma, pateicoties augosajai datoru pieejamibai un atrumam, jo, atskiriba no klasiskajam
metodém, robustu metozu novértésana biezi ieklauj nelinearu problému un optimizacijas
uzdevumu risinasanu. Nozimigas gramatas robustas statistikas teorija sarakstijusi Huber
(1981 [15]), Hampel, Ronchetti, Rousseeuw and Stahel (1986 [16]), Huber un Ronchetti
(2009 [14]), uz praktiskam metodeém orientétu gramatu ar S-PLUS pielietojumiem — Ma-
ronna, Martin un Yohai (2006 [17]).

1.1. Datu diagnostika

Lai ilustrétu izleceju ietekmi uz klasiskas statistikas metodem, aplikosim Hampel [16]

analizéto piemeru, kas satur datus par divu medikamentu miega paildzinasanas efektu.

Piemeérs 1. (Cushny and Peebles dati, [16, 78. lpp.]) Desmit personam registrétas

atskirtbas starp divu medikamentu miega paildzinasanas raditiem efektiem:
0.0, 0.8, 1.0, 1.2, 1.3, 1.3, 1.4, 1.8, 2.4, 4.6. (1.1)

Ka norada Hampel, sie dati ilgstosi dazadas gramatas citéti ka normali sadalitu datu
paraugs un raksturots ar ta videjo vertibu. Aplukojot noverojumu vertibas (a) attela,
rodas aizdomas, ka noverojums 4.6 varétu but izlecejs. Savukart [Lb) attela redzami da-
zadi $1s izlases lokacijas parametra novértéjumi: parasta vidéja vertiba 1.58 un sesi dazadi
robusti novertejumi: 10% noskelta videja vertiba tiek aprekinata, izsledzot 10% lielakos
un 10% mazakos noverojumus no izlases un aprekinot videjo vertibu no atlikusajiem no-
verojumiem, 20% noskelta videja gadijuma attiecigi tiek izslegti 20% lielakie un mazakie
novérojumi. Hodges-Lehmann novértéjumu definé ka medianu no visu novérojumu paru
videjam vertibam: (X; + X;)/2, 4,5 = 1,...,10. Hubera novertejums ir robusts noverte-

jums, kas tiks definéts 2. nodala. Redzams, ka robustie novértéjumi pienem vértibas no
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1. att.: Cushnee an Peebles dati: (a) desmit novérojumu vertibas; (b) septini lokacijas
parametra novertejumi: T — videja vertiba, 10% — 10% noskeltais videjais, 20% — 20%
noskeltais videjais, H/L — Hodges Lehmann novértéjums, Med — mediana, Hub- Hubera

novértéjums, X, — vidéja vértiba bez novérojuma 4.6.

1.24 lidz 1.4, un, pat ja tiem ir atskirigas robustuma pakapes, tie visi atrodas samera talu
no videjas vertibas 1.58.

Jaatzime, ka videjas vertibas X, novertéjums izlasei bez ekstrémas vertibas 4.6 varétu
tikt ieguts, lietojot kadu labu datu diagnostikas metodi. Rodas jautajums, kadel nepie-
ciesamas robustas metodes, ja iespejams lietot labi pazistamas divu solu proceduras: (1)
attirit datu izlasi, lietojot kadu izleceju noteiksanas metodi; (2) pielietot klasiskas sta-
tistikas noveértesanas un hipotézu parbaudes metodes atlikusajiem datiem. Tomeér divu
solu procedurai ir dazadi trukumi. Pirmkart, ir situacijas, kad abus solu noskirt nav ie-

spéjams, pieméram, daudzparametru regresija noteikt izlécéjus ir praktiski neiespéjami,



ja nav iegtti robusti parametru novertejumi. Otrkart, attiritie dati vienalga nebis nor-
mali sadaliti, jo iespejama gan kludaina datu izslegsana, gan ieklausana. Treskart, to var
uzskatit par empirisku faktu, ka labako izlecéju izslegsanas procediiru sniegums nepanak
labako robusto metozu sniegumu (skat. [16, 56.-71. Ipp.]). Un visbeidzot, dazadi praktis-
ki piemeri rada, ka klasiskas izleceju izslegsanas metodes biezi nestrada, ja izlase ir vairaki
izleceji: lielakie izlecéji, butiski palielinot izlases dispersiju, "noslépj” mazak nozimigos
izlecejus. Turklat janem vera ari fakts, ka tad, kad izlécéji ir noteikti, statistikim vel ir

japienem subjektivs lemums, ko ar tiem darit.

1.2. Robustu procediiru vélamas ipasibas

Pienemsim, ka dots parametrisks modelis, un pienemsim, ka ir pamats ceret, ka tas
pietieko$i labi apraksta realo situaciju, tomeér netiek uzskatits, ka pienémumi ir pilnigi
pareizi. Sekojot Huber [14] pieejai, sada situacija ikvienai robustai statistikas metodei

butu jasasniedz sekojosi merki:

1. Efektivitate. Metodei ir pietiekosi laba efektivitate (dispersijas lieluma nozime) pie

pienemumos aprakstita modela — ta ir optimala vai "gandriz” optimala procedira.

2. Stabilitate. Mazas novirzes no modela pienemumiem tikai nenozimigi pasliktina
metodes sniegumu. Sniegums ir izmérams ar, pieméram, asimptotisko dispersiju vai

biasu punktveida novértéjumu gadijuma, vai izméru un jaudu testu gadijuma.

3. Liazums. Nozimigam novirzem no modela nevajadzetu izradities katastrofalam. So
ipasibu raksturo statistikas [dzuma punkts — mazakais sliktu novérojumu ipatsvars
izlase, pie kura statistika var pienemt patvaligi lielas vertibas. Matematiski preci-

zaka definicija tiks sniegta nakamaja nodala.

Visi tris aspekti ir butiski, tomer verts atzimet, ka rupjas kludas jeb neliels skaits
noverojumu datos, kas mera to pasu daudzumu, bet kuru kludas ir lielakas (t.i., tiem
piemit lielaka dispersija) neka paréjiem noveérojumiem, ir uzskatamas par nelielu novir-
z1 no modela. Tadel robustu proceduru pirmais merkis ir nodroSinaties pret rupjajam
kludam. Janem ari vera, ka robustiba ir kompromiss, jeb, citejot Anscombe [18] metafo-
ru, par robustibu ir dabiski jamaksa ”apdrosinasanas prémija” — zinama dala procediras

efektivitates pie modela.



1.3. Robustibas meéri

Ka tika noradits ieprieks, parametriskas statistikas metozu merkis ir definét noverte-
jumus, kas ir optimali pie kada precizi uzdota modela, bet robusta statistika meklé no-
vertejumus, kas pietiekosi labi darbojas kada modela apkartne. Saja nodala tiks sniegts
matematiski precizaks skaidrojums Sai idejai, aprakstot dazas metodes novertéjumu ro-

bustibas pakapes mérisanai.

Ietekmes funkcija

~

Definicija 1. Pienemsim, ka dota noverojumu izlase Xi,...,X,. Par novertejuma 6
gutiguma ltknt izlasei Xq,..., X, sauc funkciju
SC(xo) = (X1, ..., Xp, x0) — O(X1, ..., X,), (1.2)

kas ir funkcija no izlécéja x;.

attela ir redzama jutiguma likne Cushnee and Peebles datiem un daziem no
piemera aplukotajiem novertéjumiem: videjai vertibai, 10% noskeltajai videjai vertibai,
medianai un Hodges-Lehmann novéertéjumam. Redzams, ka visam statistikam, iznemot
vidéjo vertibu, jutiguma likne ir ierobezota funkcija. Tatad var ievérot, ka robustam

statistikam ir raksturiga ierobezota jutiguma likne.

0.4
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2. att.: Jutiguma likne Cushnee un Peebles datiem: Z — videjai vertibai, 10% — 10%

noskeltajai videjai vertibai, H/L — Hodges-Lehmann novertejumam un Med — medianai.



Lai parbauditu So noverojumu, nepieciesams analizet statistiku asimptotisko uzvedibu.
Jutiguma liknes asimptotiska versija ir ietekmes funkcija (angl. - influence function), bet
lai to definétu, nepieciesams novertéjumus izteikt ka funkcionalus. Pienemsim, ka doti
viendimensionali neatkarigi un vienadi sadaliti (i.i.d.) noverojumi Xi, Xs,..., X,, kas
pieder kadai noverojumu telpai X', kas ir realas taisnes R apakskopa, turklat X var ari
sakrist ar R.

Parametriska modela ietvaros apliko sadalijuma funkciju saimi Fj, kur nezinamais
parametrs ¢ pieder kadai parametru telpai ©. Klasiskaja statistika pienem, ka novérojumi
X, sadaliti pilnigi atbilstosi kadai no sadalijuma funkcijam Fy. Pieméram, ¥ =R, © =R
un Fy ir normalais sadalijums ar vidéjo vertibu € un standartnovirzi 1; X = [0, o0],
© = (0,00) un Fp ir eksponencialais sadalijums ar matematisko ceribu 6.

Aplikojam parametra 6 novertejumus, kas ir realvertigas statistikas forma

T, = To(X1, ..., X)) = Ta(Gy).

vai ari, kas ir asimptotiski aizstajami ar funkcionaliem.

Definicija 2. Pienemsim, ka eksiste funkcionalis 7" : domain(T) — R (kur domain(T') ir

visu sadalfjumu F(X') kopa, kura T" definéts), kam speka
Tu(X1,...,X,) 222 T(G)

péc varbitibas, ja noverojumiir i.i.d. sadaliti péc sadalijuma funkcijas G, G € domain(T).
Tada gadijuma saka, ka T'(G) ir statistiku virknes {T},;n > 1} asimptotiska vertiba pie

sadaltjuma funkcijas G.
Definicija 3. Saka, ka statistikai 7'(G) ir speka asimptotiska normalitate, ja izpildas

Lo(Vn [T, — T(G)]) —== N(0,V(T,G)), (1.3)

n—o0
kur L nozime dotas statistikas sadalijumu pie noverojumu sadalijuma G. V(T,G) sauc
par virknes {T,;n > 1} asimptotisko dispersiju pie sadalijuma G. Ja funkcionalim T'
izpildas

T(Fy) =0 V0 € 0O, (1.4)

tad saka, ka funkcionalis T ir FiSera konsistents.



Definicija 4. [16, 84. lpp.] Par funkcionala T' ietekmes funkciju pie sadalijuma F' sauc

funkciju
T((1 - )F + eA,) — T(F
[P T, F) = lim L= OF +ehs) = T(F) (1.5)

el0 €

tajos x € X, kur §1 robeza eksiste.

Ietekmes funkcija raksturo punkta x atrodosos nelielu daudzumu izléceju ietekmi uz
novertéjuma vertibu. Lielums T'((1 — €)F + €A,) ir funkcionala asimptotiska vertiba
situacija, kad sadalijums ir F' un izlécéju ipatsvars € ir vienads ar xy. Var teikt, ka ietekmes
funkcija rada, kada ir statistikas asimptotiskas vertibas uzvediba maza apkartne.

No funkcionalanalizes viedokla ietekmes funkcija ir funkcionala T atvasinajums péc

Gato.

Definicija 5. Funkcionali 7' sauc par atvasinamu pec Gato (Gateauzr) punkta F €
domain(T) (kur F ir sadalijuma funkcija), ja eksisté reala funkcija a; tada, ka visiem
G € domain(T) speka

lim M= )F +16) - T(F) = /al(x)dG(a:), (1.6)

t—0 t

jeb ekvivalenti,
9101~ )F 10y = /al(x)dG(x). (1.7)
Ievietojot G = A, (pie nosacijuma, ka A, € domain(T)), iegust ietekmes funkciju
3.
Ietekmes funkciju var uztvert ka jutiguma liknes robezu. Pievienojot izlasei Xi,..., X,

vienu izleceju, piesarnojuma ipatsvars ir 1/(n+1). Define standartizéto jutiguma funkciju

~ ~

en-l—l(Xla s ,Xn,..'['[)) - Qn(Xh s aXn) _
1/(n+1)

= (n+ D01 (X1, ..., Xy 20) — 0,(X1, .., X)) (1.8)

SC»,L(I‘()) =

un iegust ietekmes funkcijas ((1.5)) galigu izlasu versiju ar e = 1/(n + 1).

Eksiste sakariba starp funkcionala ietekmes funkciju un ta asimptotisko dispersiju no

(L.3)
V(T,F) = /[F(l’; T, F)*dF(x). (1.9)

St sakariba seko no T pie sadalijuma F izvirzijuma Teilora rinda punkta F,, kur F, ir
empiriska sadalijuma funkcija (heiristisku paskaidrojumu var skatit, piemeram, [16], 85.

Ipp.]). Si sakariba ari parada, ka, lai statistika biitu robusta, nepieciesams, lai tas ietekmes
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funkcija butu ierobezota. Ja novertejumu virknes {7,,;n > 1} asimptotiskajai vertibai T

izpildas Fisera konsistence, tad ir speka Kramera — Rao nevienadiba.

Definicija 6. Pienemsim, ka fy ir Fy blivuma funkcija un F, := Fj_, kur 0, ir kads fiksets

© elements. Tad Fisera informaciju J(F,) pie sadalijjuma F, define

J(F,) = / (% In fg(a:)]e*)2dF*. (1.10)

Atvasinot ietekmes funkciju péc 6 punkta 6,, iegiist Kramera — Rao nevienadibu

1
J(F,)’

/IF(x;T, F)?dF.(X)=V(T,F,) > (1.11)

kur vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja IF(x; T, F.) ir proporcionals 2 [In fo(z)],..
Aplikosim dazus piemérus. Pienemsim, ka dota noverojumu telpa X = R, parametru
telpa © = R un dots normalais lokacijas modelis Fp(z) = ®(x —0), kur ® ir standartnor-

mala sadalijjuma funkcija. Pienemsim, ka 6y = 0, tatad Fj, = ®.

Piemérs 2. Videja verttba. 7, = (1/n)> ;. ; X; un atbilstosais funkcionalis T(G) =
J udG(u) ir definéts visiem varbutibu meriem ar galigu pirmo momentu. 7T ir Fisera

konsistents, un no (1.5 seko

IF(@:T.®) = lim Jud[(1—e)®+eA,] (u) — [ udP(u) _
B l0 €
— lim (1—€) [ud®(u)+ € [udA(u) — [ud®P(u) _
€0 €

= lim — (1.12)

(jo [ud®(u) = 0), lidz ar to

IF(x;T,®) = x. (1.13)
Acimredzami [ IF(z; T, ®)d®(z) = 0 un asimptotiska dispersija V (T, ®) =
= [IF(x;T,®)*d®(x) = 1. Tatad videja vertiba nav robusts novertéjums, jo ta ietekmes

funkcija nav ierobezota.

Piemers 3. Izlases mediana. Ja n ir nepara skaitlis, tad T,, = X((,41)/2), pretéja gadijuma
T, = X(nj2) + X(nja+1). Atbilstosais funkcionalis ir T(G) = G~*(1/2). gadijuma, ja $1
vertiba nav viena vieniga, izvelas intervala {t : G(t) = 1/2} viduspunktu, un gadijuma,

ja G ir leciens pie 1/2, izvélas vertibu, kur atrodas sis leciens.

11



Apgalvojums 1. [16, 89. lpp.] T ir Fisera konsistents un

sgn(z)
2¢(0) °

kur ¢ ir standartnormala sadalijuma blivuma funkcija. Redzams, ka ietekmes funkcija ir

IF(x;T,9) =

(1.14)

ierobezota, tatad mediana ir robusts novértejums. Arimedianas gadijuma [ [F(z;T, ®)d®(x) =

0. Asimptotiska dispersija ir

V(T,®) = /IF(x;T, ®)?d®(x) = (20(0))? = 7/2 ~ 1.571. (1.15)

Liazuma punkts

Parametra 6 novertejuma 0 lazuma punkts ir maksimalais piesarnojuma (netipisku
datu) daudzums, pie kura 0 joprojam spé€j sniegt informaciju par 6, tas ir, par tipisko
datu punktu sadalijumu. Ari luzuma punktu var definet gan galigam izlasem, gan asim-
ptotiskajam gadijumam. Luzuma punkta teorija tiks izklastita, balstoties uz [17, 3.2.
nodala| izklastu.

Pienemsim, ka # € ©. Lai 6 butu informativs par 6, piesarnojuma ietekme nedrikst
likt novertejumam 0 tiekties uz bezgalibu vai ari uz © robezu 00. Piemeéram, dispersijas
novertéjuma gadijuma © = [0, oo], novertéjumam japaliek ierobezotam un tas nedrikst

ari sasniegt robezu 0.

Definicija 7. Par novertéjuma 0 astmptotisko lizuma punktu pie sadalijuma funkcijas F'
sauc lielako vertibu €* € (0,1) tadu, ka visiem € < €* funkcija T'((1 —€) F +€G) ka funkcija
no G ir ierobezota un tai nav kopigu punktu ar © robezu. Tas ir, eksisté ierobezota un

slegta kopa K € © tada, ka K N 9O = () un
T(1-¢)F+eG)e K Ve<e un VG. (1.16)

Dazreiz var but noderigak apskatit lizuma punktu galigai izlasei. Pienemsim, ka

0, = 0,(z) ir novertejums, kas definets izlasem x = (21,29, ...,2,).

Definicija 8. Par novértéjuma 0, galigu izlasu lazuma punktu ar aizstasanu sauc maksi-
malo proporciju EZ(én, x) no noverojumiem, kurus aizstajot ar brivi izveletiem izlecejiem
novertejums én(y) paliek ierobezots un neskelas ar 6 definicijas kopas robezu 00. Citiem

vardiem sakot, apzimé ar X, visas izlases y, kam ar x sakrit skaita n — m elementi:

Xy ={y: #(y) =n,#xNy) =n—m}.
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Tad, par galigas izlases luzuma punktu sauc maksimalo proporciju

kur m* = maz{m > 0 : 0,(y) - ierobezots un neskelas ar 90 Vy € X,,}.

Definicija 9. Apzimeé ar X, visas izlases y ar elementu skaitu n + m, kuras satur x:

X ={y:#{y)=n+m,xCy}

Tad, par galigu izlasu lazuma punktu ar papildinasenu sauc maksimalo proporciju

*%
sk 7 A m

e (O, ) =

n+m’

kur m* = maz{m > 0 : 0, (y) - ierobezots un nesakrit ar 90 Vy € X, }.
Abas definicijas €* un ¢** dod lidzigas vértibas pie lieliem n, bet €* var izradities ertak

lietojams, jo tas vienmer aprekinams pie viena un ta pasa novertejumu skaita n.

Piemeérs 4. Videja vertiba. Skaidrs, ka, ja kaut vai vienu izlases elementu aizstaj ar

izleceju z* — oo, tad ¥ — oo. Lidz ar to videjai vertibai ) = 0 un art €;* = 0.

Piemérs 5. ag noskelta videja vertiba. Viegli redzet, ka m* = [na] un lidz ar to €, =

lan]|/n. Asimptotiskais luzuma punkts €* = a.

Piemeérs 6. Mediana. Ievero, ka mediana ir vienada ar 50% noskelto videjo vertibu. Lidz

ar to, galigu izlasu luzuma punkts € = [n/2], bet asimptotiskais lizuma punkts ¢* = 0.5.
Piemeérs 7. Apliko novertejumu klasi /i, kam speka

A(Xi+e .. Xo+eo) =p(Xe, ..., X)) +e (1.17)
Sadus novertejumus sauc par lokacijas ekvivariantiem novertéjumiem.

Apgalvojums 2. Lokacijas ekvivariantiem novértéjumiem ir spéka

1[n—1
eiﬁﬁ{n2 1 (1.18)

Pieradijums [I7, 76. Ipp|. Tevero, ka ((1.18)) ekvivalents tam, ka no € < €* seko 1 —e > €*.

Piepemsim, ka ¢ < €*. Define Fi(z) = F(x —t) un
H=(1-¢F+eF,eF., HH =eF+(1—¢€¢)F_; € Fi_, (1.19)
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kur

Fo={(1—-eF+¢eG:Geg},

kur G ir visu sadalijjuma funkciju klase. Apzimé ar [i.(F') novertéjuma [ asimptotisko
vertibu pie sadalijuma funkcijas F, t.i.,

fin, —p floo(F'). Teverojot, ka Hy(x) = H](x —t) un nemot vera ekvivariancei, seko
floo(Hy) = fuoo (HF) + 1 V2.

Ta ka € < €%, [io(H;) paliek ierobezots, kad t — oo, lidz ar to fi.(H;) nav ierobezots un

H} € Fi_, kas nozime, ka 1 — € > €*.
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2. M-noveértéjumi

2.1. M-noveértéejumi ka maksimalas ticamibas novértéjumu
visparinajums
1964. gada P. J. Huber publicgja rakstu "Robust estimation of location”, kura tika vis-
parinats maksimalas ticamibas novertejumu jedziens, aplikojot to plasakas novertejumu

klases ietvaros, kura tika nosaukta par M-noveértejumiem (no anglu valodas — generalized

mazimal likelihood).

Definicija 10. [I6, 100. lpp.] Parametra § maksimalas ticamibas (ML) novertéjums ir

vertiba T, = T,,(X41, Xo, ..., X,,), kas maksimize [["_, fr, (X;), jeb ekvivalenti,

Z [—1In fr, (X3)] = rr%in.

i=1 "

Apliikosim sakaribu

Z p( X, T,) — Ir%in, (2.1)

i=1
kur p ir kada funkcija telpa X x ©. Turklat, ja p eksiste atvasinajums (z,6) =

(0/00)p(x,0), tad ir ekvivalenta sakariba
> (X, T) = 0. (2.2)
i—1

Definicija 11. [16, 101. lpp.] Jebkuru novertejumu, kas definets forma (2.1)) vai (2.2)
sauc par M-novertejumu. Turklat piezimesim, ka, ja G, ir izlases genereta empiriska
sadalijuma funkcija, tad (2.2)) atrisinajumu 7,, var izteikt ari forma 7'(G,,), kur T ir

funkcionalis, kuru uzdod sakariba

/ O, T(G))dG(x) = 0 (2.3)

visiem sadalijumiem G, kam §is integralis ir definéts.

2.2. M-noveértéjumu 1pasibas

Ievietojot sakartba (2.3) G vieta F,, = (1 — t)F + tA, un atvasinot pec ¢, iegust
M-noveértéjuma ietekmes funkciju

[F(z;0, F) = Yl T(F)) (2.4)

- f % [(y, 9)]T(F) dF(y)
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Gadijuma, kad tiek apskatits lokacijas modelis X =R, © = R, Fy(z) = F(x — 0), tad

dabigi pienemt, ka 1-funkcija uzdota veida

U(z,0) =v(z - 0), (2.5)
kur, lai izpilditos Fisera konsistence (1.4), ir speka
/ VAF =0 jeb Epip = 0. (2.6)
Tad ietekmes funkcija ir forma
Yz —-T(G))
IF(x;9,G) = , 2.7
9 = Tty —T(G) e &)
un pie modeli pienemta sadalijuma F' iegist
Y(z)
pie nosacijuma, ka [¢'dF # 0. No sakaribas (2.8)) iegust M-novertejuma dispersiju pie
modela:
[ *dF

Var pieradit (skatit, pieméram [I5] 49-52. lpp.]), ka nedilstosai 1-funkcijai un pie noteik-
tiem regularitates nosacijumiem par sadalijumu F', M-novertejumiem ir speka asimpto-
tiska normalitate ar dispersiju V' no (2.9).

M-novertejumiem speka Kramera — Rao nevienadiba (1.11]) ar

J(F) = / (?)2 dF. (2.10)

2.3. Piemeri

Piemeérs 8. Maksimalas ticamibas novertéjums. No definicijas seko, ka izveloties
p(z,0) = —In f(z,0) un ¥(z,0) = —&In f(z,0), un define maksimalas tica-
mibas novertéjumu, kas sasniedz mazako iespéjamo asimptotisko dispersiju V (¢, F), t.i.,
Fisera informacijas inverso funkeiju J(F)™.

Pienemsim, ka F' = @, tad iegust aritmetisko videjo: ¢ (z,0) = x — 0, tatad no (2.6))
seko, ka 0 = EX. p(x,0) = (x — 0)%, V(¢,®) = J(®)~' = 1.

Piemeérs 9. Ja F ir dubultais eksponencialais sadalijums ar blivuma funkciju f(z) =
1/2 exp(—|z|), tad ka maksimalas ticamibas novertejumu iegist medianu. p(z,0) = |[x—0),

p eksisté atvasinajums v pie x # 0 un
(x,0) = sgn(x —0).
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levero, ka sgn(z) = I{z~0y — I{z<oy, tad (2.2) ir forma

Yosgn(Xi—0) = Y (Ixso — Iixieny) =
=1 =1

= F#(Xi>0) —#(X; <) =0,

(2.11)

(2.12)

no kurienes seko, ka #(X; > 0) = #(X; < 0), tas ir, 0 ir mediana. Asimptotiska dispersija
it V(y, F) = J(F)~' = 1.

Piemeérs 10. Hubera novertejumu define p-funkcija

22, lz] <k

2k|z| — K%, x| >k,

kuras atvasinajums ir 2¢(z), kur

k, x>k
Y(E)=qz, —k<z<k
—k, x<-—k,

\

(2.13)

(2.14)

kur konstante k € (0,00). Hubera novertejuma p un v funkcijas skatamas |3.| attela.

1.0

psi_k
0.0 0.5
!

0.5

-1.0

3. att.: Hibera novértéjuma p un ¢ funkcijas, k = 1.35.

Piemeérs 11. Bi-square novértéjumu defingé, izveloties

1—[1—(z/k)?), |z| <k
p(z) =
1, || > k,

17
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atvasinajums p'(r) = 6¢(x)/k?, kur

U(r) =z [1 - (%)T Lijei<ky- (2.16)

Bi-square novertejuma t-funkcija nav monotona (skat. [4.| attelu).

1.0
0.4

0.2

0.6
|

rho_b
psi_b

0.4

0.2

-0.4
|

4. att.: Bi-square novertejuma p un 1 funkcijas, k = 1.35.

2.4. Hiubera minimax probléma

Tipiski, klasiskas statistikas procedura ir optimala procedura pie kada ideala (visbie-
zak, normala) modela. Ja $i procedura ir robusta un mes velamies nodrosinaties pret
novirzem no modela, tad par So robustibu ir jamaksa ar novertéjuma efektivitati. Lidz ar
to jautajums ir, pret cik lielam novirzém nepieciesams nodrosinaties un cik daudz efek-
tivitates ir pielaujams zaudet. Viena no pieejam ir fikset noteiktu modela apkartni un
nodrosinaties, lai novertéjums butu robusts saja apkartne. Tada bija Habera [3] pieeja,
kas lokacijas modela gadijuma noved pie minimax problémas asimptotiskajai dispersijai
vai biasam. Par kriteriju izveloties asimptotisko dispersiju, iegust vienkarSu, nerando-
mizetu minimax atrisinajumu. Vismazak labveliga situacija - sadalijums F{ jeb dabas
minimax stratégija - minimizé Fisera informaciju dotaja apkartne.

Pienemsim, ka ista viendimensionalu klidu sadalijuma funkcija F' atrodas kada modela
sadalijuma Fy apkartne P., noverojumi ir i.i.d. sadaliti ar sadalijuma funkciju F(z — 0)

un ka nepieciesams novertet lokacijas parametru 6. Meérkis ir optimizét sada novertéjuma
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robustibas ipasibas, minimizejot ta maksimalo dispersiju starp sadalijumiem F € P..
Pienemsim, ka merkis ir nevis minimizét novertéjuma atlikumu summu, bet gan sekojosu

izteiksmi
S p(X;—6), (2.17)
1=1

kur p ir simetriska, augosa funkcija, kas aug lenak neka kvadratiski. Tad € vertiba 7,,, pie

kuras izteiksme ([2.17)) sasniedz minimumu, ir vienadojuma

D (X —T,) =0 (2.18)
i=1
atrisinajums, kur ¢ = p'. Pienemsim, ka X; ir i.i.d. sadaliti ar sadalijjuma funkciju
F e P, kur
P.={F|F=(1—-€®+€H,H e M, H — simetrisks sadalijums.} (2.19)

Definicija 12. Sadalijumu klasi sauc par normalo sadalijumu ar piesarnojumu, un
€ sauc par piesarnojuma limeni.

Sads modelis rodas, piemeéram, situacija, kad tiek piepemts, ka noverojumi sadaliti
normali ar videjo vertibu O un dispersiju 1, bet e-dala no visiem datiem ir merijumu
kludas. Japiezime, ka ar piesarnojuma idejas palidzibu pirmoreiz statistikas teorija tika
aprakstita kada parametriska modela pilna apkartne.

Izvirzot izteiksmi ([2.18)) Teilora rinda, iegust, ka asimptotiski 7,, ir speka

Do) =T, ) (X)) =0, (2.20)

un, izmantojot centralo robezteoremu, var secinat, ka /nT, ir asimptotiski normalo sa-
dalits ar dispersiju

AET) = Zr) (2.21)

(Ery’)?
St ir pieradijuma skice, kas heiristiski pamato, kade] nepieciesams modela apkartni
definet forma (2.19). Formalu pieradijumu var skatit [14] 3.2.2. nodala.
levero, ka lai A(F,T) paliktu ierobezots kopa F' € P, nepieciesams, lai ¢ butu iero-

bezots. Vienkarsaka ¢ funkcija ir iegiistama, izvéloties par p izliektu funkciju

12, lz| < k
pl) = (2.22)
klz| — $k%,  |z| > k.
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Tad 1

k, x>k
V() =<2, —k<ax<k (2.23)
-k, x<-—k.

\
Ievero, ka tikko izveletas p un ¢-funkcijas atbilst Hubera novertejumu defingjosajam fun-

kcijam (2.13) un (2.14)).

Talak ievero, ka
(1 — 6)Eq>1/12 + 6/€2
(1 —e)Egy)*

kur augseja robeza tiek sasniegta pie tadiem sadalijjumiem H, kuriem visa masa atrodas

AF,T) < (2.24)

arpus intervala [—k; k|. Novertejums, kuru define sakariba (2.17)), ir maksimalas ticamibas
novértéjums sadalijumam forma fy(z) = Ce #(®). Tatad, ja sakariba (2.22)) izvélas & tadu,
lai C' = (1 —€)/v/2m, iegust, ka k un e saista sakariba

20(k) €
20(—k) = 2.2
20k = (225)
un iegist, ka
1—e€
= e @), 2.26
fO \/% ( )
fo atbilstosais sadalijums F{ pieder apkartnei P, un seko, ka
sup A(F,T) = A(Fo,T). (2.27)

FePe

Tatad ir iegtts, ka Hiibera novértéjums ir maksimalas ticamibas novértéjums blivuma
funkcijai fy (2.26) atbilstosajam sadalijumam Fjy, kuru sauc par Habera vismazak labveligo
sadalijumu un tas minimize Fy asimptotisko dispersiju. Turklat, Hubera novertejums
minimizé asimptotisko dispersiju piesarnotu normalo sadalijumu klase P, . Hibera
vismazak labveligais sadalijums Fj redzams attela. Sim sadalijumam centralaja dala
ir saspiests normalais sadalijums, un tam ir smagas astes, kas uzskatami parada to, ka
sadalijums konstruets, lai raksturotu piesarnojuma ietekmi.

Hibera novertéjums zinama meéra ir viduscel§ starp diviem visbiezak pielietotajiem
lokacijas parametru novertejumiem - videjo vertibu un medianu, un tas rod kompromisu
starp pirma efektivitati un otra robustumu. Aplikojot konstantes k robezgadijumus,

k — oo un k — 0, iegtst attiecigi vidéjo vertibu un medianu, kas arl ir M-novertéjumi.
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< | < | ‘
o o b
—— HIf(k=0.86) —— HIf(k=1.14) |
— N(O,1) ; — N(O,1) ;
(1-g)NO,1) | (1-g)N(0,1) !
™ ’ o™ '
S ] c 7
o \ o~
c 7 ' o ]
- 3 - 3
c | ! o ] !
= & k g - & k
T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
(a) (b)
< R} <
S ‘ S ;
— HIf(k=1.4) —— HIf(k=1.94)
— N(O,1) } — N(O3) :
(1-=JNO.1) (1-8JN(@,1)
™ ™ '
S 7 S 7
N N
S 7 S 7
- -
S 7 S 7
o
2 K k 3 B K
T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

5. att.: Hubera vismazaklabveligais sadalijums dazadiem e piesarnojuma limeniem. Sa-
lidzinajumam attelota standartnormala sadalijuma blivuma funkcija un ar koeficien-
tu (1 — €) saspiests standartnormala sadalijjuma blivuma funkcijas grafiks, kas inter-
vala |z| < k sakrit ar Habera vismazaklabveliga sadalijuma blivuma funkcijas grafiku.

(a)e = 20%, k = 0.86; (b) e = 10%, k = 1.14; (c)e = 5%, k = 1.4; (d) e = 1%, k = 1.94.
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Lidz ar to k var interpretet ka saskanosanas konstanti, kas nosaka novertejuma robustuma
pakapi.

Apréekinot asimptotiskas dispersijas augséjo robezu dazadiem sadalijumiem no saimes
P. |3, 1. tabula, mainot ¢-funkcijas k vertibu un piesarnojuma limeni €, var secinat, ka k
izvelei nav kritiskas nozimes. Hubera secinajums bija, ka jebkura vertiba 1 < k < 2 dod
apmierinosus rezultatus piesarnojuma limeniem e < 0.2. Motivaciju Sim secinajumam
var rast [L.| tabula, kas ir fragments no Hiubera originalas tabulas: redzams, ka jebkuram
0 < e < 0.2 (kas, turklat, atbilst vairumam sapratigu praktisku situaciju) asimptotiskas
dispersijas robeza, izveloties 1 < k < 2, nemainas tik strauji, lai novertejums klatu
neefektivs.

No s1s tabulas iespéjams arl nolasit katram piesarnojuma limenim optimalo k. Pieme-
ram, € = 0.05 vismazako dispersiju V' = 1.047 sasniedz pie k£ = 1.4, pie ¢ = 0.2 mazako
dispersiju V' = 2.046 sasniedz pie aptuveni k = 0.9 (precizas vertibas var aprekinat no
sakaribas ) Sis sakaribas var izmantot situdcija, kad piesarnojuma limenis ir zinams
val nojausams.

Klasiska pieeja k izvélei situacija, kad piesarnojuma limenis nav zinams, ir izveléties
fiksetu efektivitates zudumu (jeb ” apdrosinasanas premijas lielumu”) pie normala modela.
tabula redzama attieciba starp robstibu un efektivitati dazadiem k gadijuma, kad
sadalijums ir jaukts normalais sadalijums F' = (1 —€)N(0,1) + eN(0, 10). Ja izvelesimies
nodrosinaties pret novirzém no modela, lietojot Habera noverteéjumu ar £ = 1.4, bet dati
izradisies precizi standartnormali sadaliti, tad ieguitais novertéjums bis par 4.7% mazak
efektivs, neka videja vertiba. So efektivitates zuduma apmeru katram & var nolasit tabulas
kolonna, kur ¢ = 0. Literatura minets klasisks ieteikums (piemeram, [I7]) ir izveleties

k = 1.35, kas atbilst 5% efektivitates zudumam pie normala modela.
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1. tabula: /nT, asimptotiskas dispersijas augsejas robezas (2.24) pie modela F' = (1 —
€)®+eH, kur H - simetrisks sadalijums, 7T, - Hubera novertejums no (2.18)) ar ¢-funkciju
no (2.14)).

k  Eey' Eg? e=0 001 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5

0.0 0.0000 0.0000 1.571 1.603 1.636 1.741 1.939 2454 6.283
0.1 0.0797 0.0095 1.492 1.523 1.556 1.658 1.853 2.358 6.137
0.2 0.1585 0.0358 1.423 1454 1.485 1.586 1.778 2.276 6.030
0.3 0.2358 0.0758 1.362 1.393 1.424 1.524 1.714 2209 5.961
0.4 03108 0.1265 1.309 1.339 1370 1470 1.659 2154 5.930
0.5 03829 0.181 1.263 1.293 1.324 1.423 1.613 2111 5935
0.6 04515 0.2491 1.222 1.252 1.284 1384 1.576 2.079 5.976
0.7 0.5161 0.3160 1.187 1.217 1.249 1.351 1.546 2.058 6.053
0.8 0.5763 0.3840 1.156 1.187 1.220 1.324 1.522 2.047 6.166
0.9 0.6319 04511 1.130 1.162 1.195 1.302 1.506 2.046 6.317
1.0 0.6827 0.5161 1.107 1.140 1.175 1.284 1495 2.055 6.506
1.1 0.7287 0.5777 1.088 1.122 1.158 1.272 1.490 2.072 6.734
1.2 0.7699 0.6352 1.072 1.107 1.144 1.263 1.491 2.099 7.003
1.3 08064 0.6880 1.058 1.095 1.134 1.258 1.496 2.135 7.314
1.4 0838 0.7358 1.047 1.086 1.126 1.256 1.507 2.179 7.669
1.5 0.8664 0.7785 1.037 1.078 1.121 1.258 1.522 2.233 8.069
1.6 08904 0.8160 1.029 1.073 1.118 1.262 1.542 2.296 8.517
1.7 09109 0.8487 1.023 1.069 1.116 1.270 1.567 2.367 9.012
1.8 0.9281 0.8767 1.018 1.066 1.117 1.280 1.595 2.448 9.558
1.9 0.9426 09006 1.014 1.065 1.119 1.292 1.628 2.537 10.154
20 09545 0.9205 1.010 1.065 1.122 1.307 1.665 2.635 10.802
25 09876 09776 1.002 1.078 1.156 1.410 1.905 3.255 14.821
3.0 09973 0.9950 1.000 1.103 1.209 1.554 2.229 4.078 20.098
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2. tabula: Hubera M-novertejuma asimptotiskas dispersijas pie modela
F=(1-¢€)N(0,1)+eN(0,10). [I7, 27. lpp.]

k e=0 €e=0.05 €=0.10
0 1.571 1.722 1.897
0.7 1.187 1.332 1.501
1.0 1.107 1.263 1.443
1.4 1.047 1.227 1.439
1.7 1.023 1.233 1.479
2.0 1.010 1.259 1.550
co 1 5.95 10.9

2.5. Robusti méroga novéertejumi

Definicija 13. Par méroga parametra novértéjumu sauc jebkuru pozitivu statistiku .5,

kas ir ekvivarianta pret mérogosanu:

Sp(aXy,aXs, ... aX,) = aS, (X1, X, ..., X,), kur a > 0. (2.28)

Robustaja statistika méroga parametri paradas ka traucgjosie parametri. Pieméram,
lokacijas parametra M-novertejumi nav invarianti attieciba pret merogu, tacu So problemu

var parvarét, uzdodot M-novertéjumu 7, forma

;w( 5 ) =0, (2.29)

kur S,, ir kads méroga parametra novertéjums. Dabigi biitu novertet S, ar kadu robustu

novertejumu. Zinams, ka visparastakais meroga novertejums - izlases standartnovirze

(SD) s, kuru define

n

2= SO(x -2, (2.30)

n—14
=1

nav robusta. Tukey (1960) piedavata alternativa bija videja absoluta novirze (angl. —

mean absolute deviation), kas ari ir jutiga pret izlécgjiem, bet mazak neka standartnovirze:
1 n

MD = EZJXZ' — 7. (2.31)
1=

Visbiezak lietotais robustais meéroga novertéjums ir MAD (angl. — median absolute devia-
tion)

MAD = median(|X; — median(X;)]). (2.32)
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Atskiriba no cita labi zinama meéroga novertéjuma - starpkvartilu novertéjuma
[QR = X(n—m—H) - X(m)7 m = [n/4] ) (233)

MAD piemit augstaks lazuma punkts €* = 0.5 (IQR tas ir ¢* = 0.25). Parasti mero-
ga novertéjumus nepieciesams standartizét, lai pie modela tie biitu FiSera konsistenti.
Pieméram, lai MAD bitu konsistents pie normala modela, to nepieciesams izdalit ar
d~1(3/4) = 0.6745.

attéela konstruetas jutiguma liknes izkliedes novértéjumiem. MAD un IQR jutiguma
likne ir ierobezota, tatad Sie novértéjumi patiesam ir robusti. Savukart standartnovirzei
SD un videjai absoltutajai novirzei MD jutiguma likne nav ierobezota, kas parada to
robustuma trakumu.

Lai atrisinatu (2.29), parasti ir pietickosi novertet S, vispirms un tad ievietot (2.29).
Alternativi, var arl novertet 7, un S, vienlaicigi, tacu tas ir skaitliski sarezgitaks uzde-
vums; par abu pieeju atbilstibu konkretam situacijam sikak aprakstits, piemeram, Huber

[3] ”Proposal 2”.

25



o
L -
o
<
<]
0
0_7
IS}
(]
2
o~
o o
S
o
-
pag
[Te}
o
S
T T T T T ! T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
SD MAD
(a) (b)
0
o S
@ o <]
<]
8 - 8
[=} =

0.20
|
-0.05

0.10 0.15
| |
-0.10

-0.15

0.05
|

0.00
|
-0.20

6. att.: Jutiguma likne dazadiem izkliedes novertejumiem, N(0,1) izlasei: n=20. (a)
standartnovirzei (SD), (b) medianas absolutajai novirzei (MAD), (c¢) videjai absolutajai

novirzei (MD), (d) starpkvartilu novertejumam (IQR).

3. Gludais Hiibera noveértéjums

Nesena publikacija [13] Hampel defingja gludinasanas principu M-novertéjumiem, kur
gludinasanas pakape ir atkariga no izlases lieluma. Jaunais novértéjums saglaba M-

novertejuma asimptotiskas ipasibas, un, ka liecina Hampel simulaciju eksperimenta re-
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zultati, mazu izlasu gadijuma sniedz precizakus rezultatus neka parastais M-novertejums,
ipasi sadalijjumu astes.
Gludinasanas principu definé M-novértéjuma ¢/ funkcijai. Visparigai M-novértéjuma

1 funkcijai define skores funkciju

d(z) = / (o + u)dQu(u), (3.1)

kur @, var izveleties ka sakotneja M-novertéjuma sadalijuma funkciju pie n ii.d. no-
vérojumiem no modell pienemta sadalijjuma. Iznemot vidéjo vértibu un medianu, M-
novertéjumu sadalijuma funkcija galigiem izlasu apjomiem nav izsakama atklata veida.
Tomer, ka minets nodala, M-novertejumiem ir speka asimptotiska normalitate, lidz
ar to @, var aizstat ar N (0, V/n), kur V' ir M-novertejuma asimptotiska dispersija. Japie-
zimé, ka gludinasanas principu var pielietot art M-novértéjumiem, kuru ¢ funkcijas jau ir
gludas.

Ja M-novertejums ir arl maksimalas ticamibas novertéjums, tad par (), var izvéléties
atbilstoso sadalijumu, pie kura novértéjums ir asimptotiski optimals. Hibera novertéjuma
gadijuma tas ir Habera vismazak labvéligais sadalijums . Izvéloties par (),, blivuma
funkeiju fo no izteiksmes (2.26)), ¢-funkcija, kas define gludo M-novertejumu, izsakama

atklata forma
(&) = kD (xa—k> L (1 @ (x;k)) . (q) (x(jk) % (xa—k)>
o (¢ (x;k) s (xa—nk» | (3.2)

kur o,, = y/V/n. Gludinata funkcija 1y, salidzinajuma ar Habera novertejuma ¢ funkciju,

redzama B attela.

Hampel [13] simulaciju eksperimenta petija datus no dazadiem sadalijumiem: normala
sadalijuma, Hubera vismazak labveliga sadalijuma ar parametru k = 0.862 (kas, saskana
ar (2.25)), atbilst € = 0.2), dubulta eksponenciala sadalijuma un Kosi sadalijuma. Visos
gadijumos Hampel izvelejas V' = 2.046 no , kas ir atbilstosa minimax dispersija
piesarnojuma limenim € = 0.2.

Ja nepiecieSsams aprekinat gludo Hubera novertejumu realiem datiem, piesarnojuma
limenis € nav zinams, lidz ar to nav iespéjams izvéléties k£ un aprékinat asimptotisko
dispersiju. Tadel realiem datiem $1 darba ietvaros tika nolemts V' novertet ar izlases

dispersiju, izmantojot kvantilu butstrapa metodi.
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7. att.: (a) Hubera novertejuma ¢ funkcija, (b) gludinata Habera novertejuma v, funkcija.

k = 1.35.

3.1. Negludo un gludo M-novértéjumu salidzinajums - simula-
ciju piemeéri

Lai salidzinatu gludos un parastos M-novertejumus, lidzigi ka [I3] tika veiktas simu-
lacijas normalajam, Huabera vismazak labveligajam (ar £ = .862), dubultajam ekspo-
nencialajam un Kos1 sadalijjumiem. Tika novéertétas sekojosas statistikas: videja vertiba
(attelos apzimeta ka Mean), mediana (Med), gludinata mediana (SMed), Hubera nover-
tejums (MHub), gludais Hubera novertejums (SHub), Kosi novertejums (Cau) un gludais
Kost novertéjums (SCau). Visas statistikas tika aprekinatas, pienemot, ka skalas para-
metrs ir zinams (s = 1). Katrai statistikai tika analizéts kvadratisko kludu sadalijums
pie N = 1000 simulacijam. Tika aprekinata kvadratisko kludu sadalijuma videja vertiba
(MSE), 99% kvantile un mediana. Lai salidzinatu novertéjumus, tika konstrueti videjo
kvadratisko klidu (MSE) grafiks attels), 99% kvantiles grafiks attels) un me-
dianas efektivitates grafiks attels) maziem izlasu apjomiem, n = 3,4,5,8,20. Ka
art 25%, 50%, 75%, 90%, 95% un 99% kvantilu grafiki katra sadalijuma veida vienam
izlases apjomam — n = 20 vai n = 8 attels). Gludinatie M-novertéjumi tika aprekina-
ti, izmantojot R paplagindjumprogrammu smoothmest, kuru saistiba ar publikaciju [13]

izstradajis Hampel un lidzautori.
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Ka jau sagaidams, katram sadalijumam labako rezultatu (mazako dispersiju) sasniedz
pie novertéjuma, kas ir tam atbilstosais maksimalas ticamibas novertejums, ka to var
redzét attela. Normalajam sadalijumam vislabako rezultatu sasniedz videja vertiba
gan MSE, gan 99% kvantilei, gan medianai. Hubera vismazak labveligajam sadalijumam
medianas un 99% kvantiles gadijuma efektivakais novertejums ir gludais Hubera nover-
tejums, kuram seko parastais Hiibera novertéjums (kas liecina, ka gludais novertejums
darbojas labak), savukart kvadratisko klidu medianas gadijuma lidzigi labu rezultatu
dod art gludinata mediana. Dubultajam eksponencialajam sadalijjumam efektivaka MSE
un 99% kvantiles gadijuma ir gluda un parasta mediana. Kost sadalijjumam matematis-
ka ceriba neeksisté, un * — oo, kad n — oo. Lidz ar to, vidéjas vértibas novértéjums
salidzinajuma ar parejiem bija tik slikts, ka grafikos nav attelots. Visefektivakais ir Kost

novertejums, turklat gludais darbojas labak par parasto.
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8. att.: Lokacijas parametra M-novertejumu kvadratisko kludu sadalijuma kvantiles. (a)
Standartnormalais sadalijums, n = 20, (b) Huabera vismazak labveligais sadalijums ar
k = 0.862, n = 8, (¢) dubultais eksponencialais sadalijums ar yp = 0, A = 1, n = 20, (d)

Kost sadalijums ar p =0, 0 = 1, n = 20.
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9. att.: Lokacijas parametra M-novertéjumu vidéjas kvadratiskas klidas efektivitate daza-
diem izlasu apjomiem. (a) Standartnormalais sadalijums (b) Hubera vismazak labveligais
sadalijums ar k = 0.862, (c) dubultais eksponencialais sadalijums ar = 0, A = 1, (d)

Kost sadalijums ar p =0, o = 1.
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10. att.: Lokacijas parametra M-novertejumu kvadratisko kludu 99% kvantiles efektivi-
tate dazadiem izlasu apjomiem. (a) Standartnormalais sadalijums (b) Hiubera vismazak
labveligais sadalijums ar k = 0.862, (¢) dubultais eksponencialais sadalijums ar p = 0,

A =1, (d) Kost sadalijjums ar =0, 0 = 1.
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11. att.: Lokacijas parametra M-novertejumu kvadratisko klidu medianas efektivitate
dazadiem izlasu apjomiem. (a) Standartnormalais sadalijums (b) Hiabera vismazak lab-
veligais sadalijums ar k = 0.862, (¢) dubultais eksponencialais sadaltijums ar = 0, A = 1,

(d) Kost sadalijums ar =0, o0 = 1.
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4. Empiriskas ticamibas metode

Empiriskas ticamibas (angl. - empirical likelihood, EL) metode ir musdienu nepara-
metriskas statistikas metode, kuru izstradaja Owen [7], [8], [9]. Metodes butiba ir aprok-
simet datus ar diskretiem sadalijumiem, kam piemit punktveida varbtitibas datu punktos.
Empiriskas ticamibas metodi, tapat ka tas parametrisko lidzinieci maksimalas ticamibas
funkcijas metodi, var izmantot parametru novértésanai, hipotézu parbaudei un noveéerte-
jumu ticamibas intervalu konstruesanai, tomer tai ir vairakas priekSrocibas. Piemeram,
empiriskie ticamibas intervali automatiski atspogulo noverotas datu kopas ipasibas un
tiem nav jabit simetriskiem.

Originalaja publikacija Owen [7] paradija, ka empiriskas ticamibas intervalus iespe-
jams konstruet vidéjai vertibai, diferencejamiem statistiskajiem funkcionaliem, taja skai-
ta kvantilem, un noteiktiem M-novertéjumiem. Qin un Lawless [I0] formuléja empirisko
ticamibas metodi visparigda forma ar nenovirzitiem vienadojumiem, kas ietver visus ie-
prieks minetos piemeérus. Qin un Lawless apliko d—dimensionalus i.i.d. gadijuma lielu-
mus X1, ..., X, ar nezinamu sadalijuma funkciju F un p-dimensionalu parametru 6. Sis
nodalas ietvaros vienkarsibas labad tiks pienemts, kap =1 un d = 1.

Pienemsim, ka informacija par F' un 6 dota nenovirzitas funkcijas g(X, 6) forma, kur
E{g9(X,0)} = 0. Piemeram, videjas vertibas gadijuma ¢(X;,0) = X; — 0. Aplukojot
kvantiles 0, = F~'(q), iegtst g(X;,0,) = I{z<o,} — ¢-

Definicija 14. Par sadalijuma F' neparametrisko ticamibas funkciju L(F') sauc funkciju
L(F) =] » (4.1)
i=1

kur p; = P(X =X;)un > p; = 1.
Funkcija L(F') sasniedz maksimumu, kad p; = 1/n, t.i., kad F ir empiriska sadali-
juma funkcija F,(z) = n=' Y"1 | I{y,<py. Lidz ar to sadalijuma funkcijai ' var definet

neparametrisko jeb empirisko ticamibas attiecibu

L(F)
R(F) = = || np:. (4.2)
iy 1l
Funkciju L(F') maksimizée pie nosacijumiem

pi = 0, sz‘ =1, Zpig(Xu@) =0. (4.3)
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L(F) eksiste viens vienigs maksimums, pie nosacijuma, ka 0 atrodas izliektas ¢aulas iek-
$puse, kuru veido punkti g( Xy, 0), g(Xs,0), ..., g(X,,8). Atrisinajumu atrod ar Lagranza

reizinataju palidzibu. Define

H = leogpZ + o (1 — Zm) — n)\Zpl (X5, 0), (4.4)

kur A un )\ ir Lagranza reizinataji. Atvasinot H attieciba pret p;, iegiist

oH 1
=— — X —nAg(X;,0) =0,
Opi  pi 0 = Ayl )
0OH
Zpiapi:n—)\0:0:>)\0:n (4.5)
un
1 1
=) — 4.6
b <n) 1+ Ag(X;, 0) (4.6)
[zmantojot treso ierobezojumu no (4.3)), iegust
9(X;, 0)
= X, 0) a7 4.
0= sz i Zl+>\g(X,,9) (4.7)

lidz ar to A ir nosakama ka funkcija no §. No 0 < p; < 1 seko, ka 1 + A\g(X;,0) > 1/n
visiem . Fiksétam 6 apliko kopu Dy = {\ : 1+ Ag(X;,0) > 1/n}. Dy ir izliekta un slegta,
un ierobezota, ja 0 pieder punktu g(X;,0) izliektas caulas ieksienei. Turklat, atvasinot

(4.7) pec A, iegust

9 1= 9(X,0) | 1 (9(X,0)
o {5 2T g% /\g(Xi,Q_)} R e vead 4

kas vienmer ir negativs. Saskana ar inversas funkcijas teorému, A = A(#) nepartraukti

diferencéjama funkcija péc 6.

Empiriskas ticamibas attiecibas funkcija parametram 6 ir forma

H{( ) T ) (49)

un empiriskas ticamibas attieciba

1
anz = H m (4.10)

Ertak lietojama ir logaritmiska empiriska ticamibas attieciba,

1(0) = —log R(0 Zlog (14 X(0)g(X;,0)]. (4.11)
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Minimizejot [(6), iegust parametra 6 empiriskas ticamibas novertejumu
argming [(0) = 0. Qin un Lawless paradija, ka pie zinamiem nosacijumiem, logaritmis-
kajai empiriskas ticamibas attiecibai ir speka neparametriska Vilksa teoréma [10, 307.

Ipp.]
W (6) = —2log R(fh) > 3, (4.12)

kad n — oo un Hy : § = 6 ir speka. Si teorema lauj sekojosi konstruet empiriskas

ticamibas novertejumu intervalus: nosaka c tadu, ka
P(xi<c)=1-aq, (4.13)
kur (1 — «) ir izveleta parklajuma precizitate. Tad empiriskais ticamibas intervals ir
Re={0:W(0) <c}, (4.14)
un, saskana ar Vilksa teoremu , intervala asimptotiska parklajuma precizitate ir
Py € R.) = P{W(bh) <c}=1-a. (4.15)

Piemeérs 12. Videja vertiba . Novertejosa funkcija ir g(X;;0) = X; —p un (4.7) ir forma

— —— =0 4.16
n;1+)\(Xi—M) ’ (4.16)

no kurienes nosaka A véertibu. Logaritmiska empiriskas ticamibas attiecibas statistika ir

W) =23 log {1 +A(X; — )} (4.17)

4.1. Empiriskas ticamibas metode M-novértéjumiem

Owen [7] paradija, ka empiriskas ticamibas metode ir pielietojama ari noteiktiem M-

novertéjumiem. Aplikosim M-novértéjumus, kas ir uzdoti funkcionalaja forma (2.3))

Teoréma 3. [7, 243. lpp.] Pienemsim, ka 7 = T(F) ir M-novertéjumu definéjosa vien-
adojuma
/ W(X, 7)dF(z) = 0 (4.18)
atrisinajums, un pienemsim, ka X1, Xo, ..., X, ir i.1.d. sadalili gadijuma lielumi, X; ~
Fo. Aplako viena argumenta funkcijas v¥..(x) un 1,.(t), kur
V() = P(,t) = (). (4.19)
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Pienemsim, ka funkcijai (x,t) speka: (i) T(Fy) = 7 eksisté un ir viens vienigs, (ii)
V.. (z) ir merojama, (i11) D{Y(X1,7)} >0, (iv) E{|¢.(X)|*} < o0.

Pozitivar konstantei ¢ un empiriskas ticamibas attiecibai R, kas definéta 7 aplako
Fen ={F|R(F) > ¢, F < F,,}, un

Sen= 1 {t‘ / z/J(sc,t)dF(x):O}. (4.20)

FeFen
Tad
P(T(Fy) € Sen) = P{xi < —2logc},

kad n — oo. Turklat, ja (v) 1y ir neaugosa pec t, tad S.,, ir intervals.

Piemérs 13. Huabera novertejums [7]. Hibera novertéjuma i-funkcijai (2.14)) izpildas
teoremas nosacijumi, un S.,, ir intervals. g(X;,0) = ¢ {(X; — )/}, kur ¢ ir meroga

novértéjums, un empiriskas ticamibas attieciba ir forma

R(p) = sup { ani|pi > 0, Zpi = I,ZPW (Xi&_ M) = 0}. (4.21)
P Ti=1 i=1 i=1

Apzime Z; = ¢(X;, p). Tad (4.21)) sasniedz maksimumu pie

pi={n(1+2Z)} ", (4.22)
un A ir vienadojuma
I Z
- =0 4.23

sakne, un ta atrodas intervala (—Z(:S, —Z(_l)l). Owen norada, ka ) ierobezojosas vertibas
var atrast, atrisinot vienadojumu {n(1 + X2)}~' = 2, kur » pienem vertibas Zy un Z.

Viens no ticamibas intervala kvalitates mériem ir ta garums, tadel ir svarigi parbaudit,
vai intervala garums ir robusts. Skaidrs, ka ticamibas intervals vidéjai vértibai, kas balstits
uz centralo robezteoremu, nav robusts, jo pat viens izlecejs datos var likt dispersijai
eksplodet un var veidoties loti plats intervals. Empiriskas ticamibas intervals videjai
vertibai ir balstits tikai uz novérotajiem datiem, un ta galapunkti ir datu punktu svértais
videjais. Ta ka pec metodes nosacijumiem visi svari ir pozitivi, tad intuitivi var spriest,
ka intervala garumu butiski var ietekmet izleceju klatbutne datos.

Rodas jautajums, vai robusta M-noveértéjuma empiriskas ticamibas intervals saglaba
punktveida novértejuma robustuma ipasibu. Izradas, ka asimptotiski ta patiesam ir, ka
to pieradija Tsao un Zhou [11]. Lai to petitu, tapat ka punktveida novertejumam, ari

ticamibas intervala garumam nepiecieSsams definét lizuma punktu.
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Definicija 15. [I1] Pienemsim, ka doti noverojumi X, ..., X,, |X;| < oo, kuriem ieguts

ticamibas intervals ar garumu L,,. Tad L, galigas izlases lizuma punktu €, define

1
€n(Ln; X1, ...,X,) = —min {m’ max sup {L,(Z1,...,7Z,)} = oo} ) (4.24)
n isensim Vi, Yo
kur Zy,..., Z, ir izlase, kas iegiita, aizstajot skaita m datu punktus X; ,..., X, ar brivi
izvéletam verttham Y, ..., Y,,. Seit X; un Y; nav gadijuma lielumi.

Galigu izlasu lizuma punkts parada, kads izlase ar apjomu n ir minimalais izleceju
skaits m, pie kura ticamibas intervala garums tieksies uz bezgalibu. Tsao un Zhou [I1]
pieradija, ka empiriskas ticamibas intervalam videéjai vertibai €, = 1/n, tatad pietiek ar
vienu izleceju, lai intervala garums brivi palielinatos lidz bezgalibai.

Definesim galigu izlasu apaksejo lizuma punktu €V intervala garumam L, ka

I .
el = —min {m‘ sup {Ln(X(l), s Xnem), Y1), - - - ,Y(n))} = oo} ) (4.25)
Y(1)s+Y(m)

Saja gadijuma skaita m lielakas izlases vertibas X; tiek aizstatas ar lielam vertibam Y;,

kam spéka X(n_m) < Yin, o< }/(m).

Teoréma 4. [11, 183. Ipp.] Huabera novertéjuma (1 —a)% empiriskas ticamibas intervala

galigu izlasu augséejais lazuma punkts ir

¢/ = min {m| c(m) > ¢} /n, (4.26)

n

kur n ir izlases apjoms,

o= ()" (o) (121

kur ¢ = exp(—x3 o/2)-

Atzimesim, ka ¢(m) ir Hubera novertejuma empiriskas ticamibas attiecibas R(u) no
(4.21) maksimala vertiba situacija, kad izlase satur skaita m augsgjos izlécejus, turklat ta
tiek sasniegta pie svariem p; = 1/(2m), kad ¢ atbilst izleceju datiem, un p; = 1/{2(n—m)}
parejos gadijumos.

Lai noteiktu €V lielumu fiksetiem n un ¢, uz bridi pienemsim, ka €V var pienemt jebkuru
vertibu no intervala (0, 1]. Pienemsim, ka ¢ = m/n ir augséjo izléceju ipatsvars izlasé ar

lielumu n un definésim

) = fetm =3 (1) (12 ) (1.25)




Tad
¢V = inf{ell(e) > cV/"}. (4.29)

No (4.28) un (4.29)) seko, ka asimptotiskais lizuma punkts Hiibera novertéjuma empi-

riskas ticamibas intervalam ir 0.5, tatad tads pats ka Hubera punktveida novertejumam.
tabula aprekinatas €V vertibas 90% ticamibas intervalam. Praktiskos uzdevumos ja-
nem vera, ka ¢/ € {1/n,...,n/n}, piemeram, ja n = 20, tad, 90% ticamibas intervalam
ista €U vertiba ir [20 x 0.318]/n, kur [nz] apzime skaitla veselo dalu, tas ir, €/ = 7/20.

attela konstrueta logaritmiska empiriska ticamibas attieciba —2log R(u) videjai
vertibai un Hubera novertejumam pie normala modela N(0,3) un piesarnota normala
modela 0.95N(0,3) 4+ 0.05N(20,3). Redzams, ka nepiesarpotd modela gadijuma abas
metodes dod loti lidzigus ticamibas intervalus, bet piesarnojuma gadijuma Hubera nover-
tejuma intervals ir daudz sauraks. Sis piemers ir ilustracija tam, ka Hubera novertejum
EL ticamibas intervali saglaba robustumu, bet vidéjas vértibas EL ticamibas intervali —
ne.

Zhang [19] pieradija, ka Teorema |3| defineta M-novertejuma ticamibas intervala par-
klajuma kliida, izmantojot x? aproksimaciju, ir ar kartu O(n~'). Zhang art pieradija, ka,
tapat ka vidéjas vertibas gadijuma, Habera novértéjuma gadijuma ir iespgjams pielietot
Bartleta korekciju un samazinat parklajuma kludu lidz O(n~?). Si darba ietvaros Bartleta

korekcijas aspekts netiks apskatits.

3. tabula: Galigu izlasu augsejais luzuma punkts Hubera novertejuma 90% empiriskas

ticamibas intervalam. Tsao un Zhou, [11]

n 10 20 30 100 200 oo
e/ 0.246 0.318 0.351 0.419 0.463 0.5

4.2. Empiriskas ticamibas metode divu izlasu gadijuma

Empiriskas ticamibas metodi divu izlagu videjo vertibu un sadalijuma funkciju starpi-
bam aprakstija Qin un Zhao [I2]. Saja raksta izvirzitie rezultati tika pieraditi, balstoties
uz Qin un Lawless [I0] rezultatiem par empirisko ticamibas metodi vispariga forma. To-
mer, formulejumos iesaistitajam nenovirzitam funkcijam jaizpildas noteiktiem gluduma

nosacijumiem, lai pieradijumos varetu lietot Teilora izvirzijumus.
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12. att.: Logaritmiska ticamibas attieciba —2 * In R(u), kur p ir videja vertiba (EL) un
Habera novértejums (EL Huber), pie modeliem (a) N (0, 3) (b) 0.95N(0, 3)+0.05N (20, 3).

Taisne attelo x? sadalijuma 95% kvantili.

Aplikosim divu izlasu problemu, kur Xj,..., X, ir i.i.d sadaliti gadijuma lielumi ar
nezinamu sadalijjuma funkciju £3, un Yj, ... Y, ir i.i.d. sadaliti ar nezinamu sadalijjuma
funkciju F5, un ka funkcijas F; un F; ir atkarigas attiecigi no nezinamiem viendimensio-
naliem parametriem 6, un 6. Meés intereséjamies par parametru starpibu A = 0; — 0.
Pienemsim, ka informacija par patiesajiem parametriem A un 6, ir dota nenovirzitu fun-

kciju forma

Epwi (X, 6y, A) =0,

EFQUJQ(Y, 90, A) = 0. (430)

Lai iegutu ticamibas intervalus parametram A, definé empiriskas ticamibas attiecibu

ni no
R(A,0) = sup H(nlpi) H(nQQj)a (4.31)
Pa = j=1
kur p=(p1,...,Pny) un ¢ = (qi, - . ., Gn,) Nosaka ierobezojumi

ni n

1
Di 2 072 = 17 s 7n17zpi = 172pzw1(X1797A) = OJ
i=1 i=1

no ng
G >0=1...nm,) ¢=1Y quaY;0 A)=0. (4.32)
j=1 j=1
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(4.31) eksiste viens vienigs atrisinajums pie nosacijuma, ka 0 pieder izliektajai ¢aulai,
kuru veido punkti wy(X;, 0, A) un izliektajai caulai, kuru veido wy (Y}, 0, A). Maksimumu

atrod, izmantojot Lagranza reizinataju metodi, un iegiist, ka

1
C = =1, ... 4.
P A+ M@ (X8, A)) (4.33)
1

U e+ X (0)wa(Y;, 0, A))

i=1,...,n9, (4.34)

kur Lagranza reizinatajus A1 (#) un A\y(#) nosaka no viendadojumiem

= wy(X;,0,A)

=0, 4.35
2 wy(Y;,0,A)

=0. 4.36

Define empirisko logaritmisko ticamibas attiecibu

W(A,0) = —2log R(A, §) = Qilog(l N (0)w (X0, 0,A))

=1
+2) “log(1+ Aa(0)ws(Y,0,A)). (4.37)
j=1

~ ~

Novertejumu 6 = §(A), kas minimizé R(A, #) fiksetam parametram A, nosaka no viena-

dojuma
- 0)au(X;,0,A) ~ Aa(0)ax(Y;,0,A)
+ =0, 4.38
; 1+>\1 (0)w1(Xi,0,A) ;1+)\2(6)w2(§/},6,A) (4.38)
kur
a1(X;,0,A) = %ﬁ un ay(Y;,0,A) = % (4.39)

Teoréma 5. [12] Piepemsim, ka
(i) 6y € 2, un Q ir valéjs intervals.

(ii) Epw?(X,0,A) > 0 un Ep,w3(Y,0,A) > 0, a1(X,0,A) un ay(Y,0,A) ir nepar-
trauktas 0y apkartne, ai(X,0,A) un wi(X,0,A) Saja apkartne ir ierobezotas ar
kadu integrejamu funkciju G1(X), un ao(Y,0,A) un wi(Y,0,A) Saja apkartne ir
ierobezotas ar kadu integrejamu funkciju Go(Y'). Pienemsim ari, ka Er aq(X,0,A)

un Ep,as(Y,0,A) nav vienadas ar nulli.
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(i) 1+ — k (kad ni,ng — 00) un 0 < k < oo.

Tad vienadojumam eksiste sakne 0, kas ir konsistents 6, novertejums, R(A,0)

sasniedz savu lokalo maksimuma vertibu punkta 0, un

o, bt
V0 =) = N (O’ B, +kﬁlﬁ§o> ’ (4.40)

kur k < oo ir tada pozitiva konstante, ka izpildas na/ny — k, kad ny,ny — oo, un

— 2log R(Ao, 0) % 2, (4.41)

kad ny,ny — 00, un

51 = EF1w%(X7 90a AO)? 52 = EFng(K 907 AO)a
Bro = Eron(X, 00, Ao), B0 = Ep,as(Y, 6y, Ag). (4.42)

Piemeérs 14. (Qin un Zhao, [12]) Divu vidéjo vertibu starpiba. Apzime 6y = [ xdFi(x)
un Ag = [ydFy(y) — [xdFy(z). (4.30) iegust, izveloties

U)l(X, 00, Ao) =X - 60, wg(Y’, 90, Ao) =Y — 00 — Ao. (443)

Piemeérs 15. Divu gludo Hubera novertejumu starpiba. Ieverosim, ka gludais Hubera
novertejums (3.1)) atbilst Teoremas [5| nosacijumiem. Pienemsim, ka 6 un 6, ir attiecigi

izlagu X un Y gludie Hiibera novértéjumi. Tad, Ay = 6; — 6y un

wn (X, 0, Ag) — 0 (X - 60) - ws(Y, 09, Ao) = ¥ (u) L )

01 02

kur ¢ atbilst gluda Habera novertejuma t-funkcijai, kas defineta 1) un g; un gy ir

attiecigi izlasu X un Y meéroga noveértéjumi.
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5. Rezultati

Analizes mérkis bija parbaudit, ka strada jauna uz gludo Hiibera novértéjumu balstita
empiriskas ticamibas metode divam izlasem. Ka tika aprakstits nodala, empiriskas
ticamibas metode Hubera novertejumam vienas izlases gadijuma ir robusta metode un
gadijumos, kad datos sastopami izléceji, darbojas labak par citam metodem. Tapéc tika
izvirzita hipotéze, ka situacijas, kad nepieciesama robusti novértéjumi, ari divu izlasu ga-
dijuma uz gludo Hubera novertejumu balstita empiriskas ticamibas metode ir paraka par
alternativam metodem. Pirmkart, tika apskatitas realu datu piemeri, kas satur izlécéjus.
Tika parbaudita nulles hipotéze, ka abu populaciju lokacijas parametri ir vienadi. Otrkart,
tika veikta simulaciju analize, ar merki petit ticamibas intervalu parklajuma precizitati,
ka ari veikt jaudas analizi. Gan realo, gan simuléto datu gadijuma jauna metode tika
salidzinata ar klasisko t-testu divam izlasém un empiriskas ticamibas metodi divu vidéjo

vertibu starpibai.

5.1. Izmantoto datu piemeéru apraksts

Saja apaksnodala tiks analizétas sesas divu izlasu datu kopas no publikacijam [20],
[21] un [22]. IQ dati, Heritier et al. [20]. Datu kopa satur 94 piecus gadus vecu bernu 1Q
raditajus. Piecpadsmit bernu mates cies no pecdzemdibu depresijas sindroma (1. izlase),
79 bernu mates ir veselas (2. izlase). Parbauda Hy, ka 1Q raditaju sadalijumu lokacijas
parametri starp grupam neatskiras. Lielaka dala no IQ vertibam abas grupas ir starp 80
un 144, iznemot divas mazas vertibas vienam bernam katra grupa, attiecigi 22 un 48.

Gaismas parvietosanas ilguma dati, Stigler [21]. Apskatam datu kopas nr. 9.,
nr. 10 un nr. 11 (n; = 20, ny = 20, ng = 26), kas satur Newcombe gaismas parvietosanas
ilguma tresas merijumu serijas datus, kas tika ieguti 1882. gada. Saja gadijuma ir zinama
ista vertiba 33.02. Lielaka dala merjjumu ir starp 20 un 35, izpemot divus ieverojamus
izlecejus, attiecigi —2 un —44 datu kopa nr. 9. Visiem salidzinatajiem izlasu pariem
parbauda H, ka lokacijas parametrs starp serijam neatskiras.

LOS jeb uzturésanas ilguma dati, Marazzi [22]. Pirma izlase satur datus par 315
pacientu uzturésanas ilgumiem slimnicas Belgija, 1988. gada, saistiba ar noteiktiem nervu
sistemas traucéjumiem. Otra datu kopa satur datus par 32 uzturésanas ilgumiem slimni-
cas Sveice taja pasa gada un saistiba ar to pasu slimibu. Sveicei atbilstosa izlase satur

divas ekstremas vertibas, attiecigi 374 un 198 dienas. Tika apskatita ari atvasinata datu
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kopa (apzimeta ka LOS*), kura iegiita, izsledzot no Sveices datu kopas divas ekstremas
vertibas. Parbauda Hy, ka uzturesanas ilgumu sadalijumu lokacijas parametri Belgija un
Sveice neatskiras.

Sim datu piemeram ir butiska praktiska nozime. LOS ir nozimigs indikators, kuru
izmanto slimnicu izmaksu novertesanai, un LOS videjas vertibas mediciniski homogenam
pacientu grupam biezi tiek izmantotas par pamatu resursu sadalei slimnicam. Tac¢u LOS
statistiskais sadalijums nav simetrisks, turklat dati satur izlécéjus, kuru vértibas starp
gadiem butiski mainas, lidz ar to videja vertiba ir nepiemerots novertejums, un ta jaaizstaj
ar kadu robustu procediru. Tapat praktiska nozime ir ari divu izlasu probléemai, jo var
biit nepieciesams salidzinat robustus LOS novértéjumus starp dazadam slimnicam vai

periodiem.

5.2. Datu analize

Hipoteze, ka divi lokacijas parametri ir vienadi, katrai datu kopai tiek parbaudita, lie-
tojot tris metodes: (1) divu izlasu t-testu videjo vertibu starpibai, (2) empiriskas ticami-
bas testu divu izlagu videjo vertibu starpibai un iepriekseja nodala definéto (3) empiriskas
ticamibas testu divu gludu Hubera novertejumu starpibai. Testiem atbilstosas p-vertibas
apkopotas [5.| tabula, un atbilstosie ticamibas intervali apkopoti 0. tabula.

Tiek aplikotas divas t-testa versijas, pienemot attiecigi vienadas dispersijas (panelis
"v.eq=T") un atskirigas dispersijas (panelis "v.eq = F”) starp izlasem. Lietojot gludos
Hubera novertejumus, vispirms ar butstrapa metodi tika noverteta parasta Hubera nover-
tejuma dispersija V' un rezultati apkopti [4.] tabula. Butstrapa dispersijas no [£.] tabulas
panela 6=MAD tika izmantotas, lai novértétu gludos Hiibera novértéjumus un tiem at-
bilstosas testu p-vertibas [5.| tabula un ticamibas intervalus [6.| tabula (panelis EL Habera,
V=noveértets). Sie rezultati tika salidzinati ar p-vertibam un ticamibas intervaliem, kas
iegiti, izmantojot Hampel [13] ieteikto dispersiju V' = 2.046 (panelis EL Habera, V=2.046
un [6.| tabula). Papildus tam, gludie Hubera novertejumi abos panelos tika aprekina-
ti, izmantojot tris dazadus meroga novertejumus: ¢ = 1, izlases standartnovirzi sd un
normalizeto medianas absolito novirzi MAD = (1/0.6745) Med{|X — Med(X)|}.

Ka tika aprakstits nodala par méroga novertésanu, aprékinot Habera novertéju-
mu, velams lietot robustu parametra o no (2.14) novertejumu. legttie rezultati apstiprina,

ka tam patiesam ir nozime. Datu kopam LOS un LOS*, lietojot MAD, tiek iegtutas butiski
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4. tabula: Hubera novertejuma (negluda) dispersijas V', novertetas balstoties uz 10,000

neparametriska butstrapa izlasem. Hibera novéertéjums aprékinats ar £ = 1.35, izman-

tojot dazadus meroga novertejumus (6 = 1, standartnovirze sd un medianas absoluta

novirze MAD)

6=1 ¢ =MAD 6 =sd
Dati izlase 1 izlase 2 izlase 1  izlase 2 izlase 1 izlase 2
1Q 167.42  318.89 189.19  357.86 173.97  465.76
Stigler9-10 59.06 37.86 58.04 32.23 160.48 33.08
Stigler10-11  37.86 13.14 32.23 17.51 33.08 17.04
Stigler9-11 59.06 13.14 58.04 17.51 160.48 17.04
LOS 15.46 9.85 42.41 14.73 74.25  2690.92
LOS* 16.67  6.95 42.41 8.28 74.06  106.48

5. tabula: p-vertibas hipotézu parbaudei Hj: lokacijas parametri ir vienadi.

Gludais

Hibera novértéjums aprekinats ar & = 1.35 un dazadiem meéroga parametriem (6 = 1,

SD un MAD)
t-tests EL EL Hibera, V novertéts EL Hubera, V=2.046
Dati V.eq=F V.eq=T tests =1 o= 6 =sd =1 o= o =sd
MAD MAD
1Q 0.122 0.016 0.052 0.052 0.052 0.052 0.066 0.068 0.055
Stigler9-10 0.112 0.106 0.019 0.024 0.019 0.019 0.201 0.073 0.031
Stigler10-11  0.632 0.626 0.620 0.619 0.620 0.620 0.640 0.606 0.625
Stigler9-11 0.147 0.097 0.033 0.041 0.034 0.033 0.280 0.119 0.050
LOS 0.192 0.000 0.023 0.558 0.449 0.024 0.932 0.792 0.023
LOS* 0.953 0.933 0.951 0.016 0.210 0.998 0.663 0.252 0.785

atskirigas p-vertibas, kas noved pie atskirigiem lemumiem par H, patiesumu. Rezultati

liecina, ka nozime ir ari V izvelei. Novertejot V', tiek iegttas atskirigas p-vertibas neka

gadijuma, kad V = 2.046, turklat, datu kopas Stigler9-11 gadijuma V' novértésana pat

noved pie pretéja lemuma par Hy patiesumu. Var ari ievérot, ka rezultati ar novertéto V

ir lidzigi tiem, ko dod EL metode videjo vertibu starpibai. Iznemot piemeru LOS, kur

metode ar noverteto V' ir vieniga metode, kas nenoraida Hj, ka lokacijas parametri ir

vienadi. Tas nozimé, ka Sai metodei vienigajai ir spéja ”atpazit” piesarnojumu. Lidziga

sakariba verojama ari ticamibas intervalu gadijuma tabula pirmajiem cetriem datu
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6. tabula: Ticamibas intervali hipotézu parbaudei Hy: lokacijas parametri ir vienadi.

Gludais Hiibera novertéjums ar £ = 1.35, méroga novértéjums MAD

t-test t-tests EL EL Huabera, EL Huabera,
Dati v.eq=F v.eq=T tests V novertets V =2.046
IQ (-3.49,26.927)  (2.272,21.165)  (-0.105, 29.356)  (-0.105, 29.356)  (-0.769, 24.371)

Stigler9-10  (-15.309, 1.709)  (-15.11, 1.51)  (-17.871,-0.912) (-17.831,-0.905)  (-9.37, 0.345)

Stigler10-11  (-2.243, 3.651)  (-2.188,3.596)  (-2.101, 3.546)  (-2.099, 3.545)  (-2.062, 3.542)
Stigler9-11  (-14.504, 2.312)  (-13.342, 1.15)  (-17.104, -0.387) (-17.062, -0.381)  (-8.477, 0.778)
LOS (-44.517,9.325)  (-26.985, -8.206)  (-55.189, -1.313)  (-12.947, 2.561)  (-1.851, 1.563)
LOS* (-7.976, 7.522)  (-5.523,5.069)  (-11.97,4.213)  (-1.943,4.657)  (-0.756, 1.964)

pariem EL videjo vertibu starpibai un EL Hubera novertejumu starpibai ar novertetu
V dod loti lidzigus ticamibas intervalus, bet LOS datu kopam EL Hubera novéertéjumu
starpibai dod ieverojami mazakus ticamibas intervalus. Isaks intervalu garums pierada,

ka metode ir robustaka par parejam.

5.3. Simulaciju analize

Tika veikta simulaciju analize divu gludo Hubera novertejumu starpibai datiem no
gamma sadalijuma ar un bez piesarnojuma, Kosi sadalijuma, dubulta eksponenciala sa-
daljjuma un Hibera vismazak labveéliga sadalijuma . Tiek parbaudita parklajuma
precizitate novertéjumam A = 6, — 6 no (15, piemeéra. Gamma sadalijumu simulacijas ie-
prieks analizeja Marazzi [22] ka asimetrisku sadalijumu piemeéru un $aja darba sekots [22]
pieejai. Ar gamma sadalijumu iespéjams modelét datus, kas raksturo izmaksu mainibu,
un divu izlasu problemas gamma sadalijjumiem biezi vien ir atskirigi skalas parametri. Ta-
pec simulaciju sadalijjumi konstrueti ta, lai abam izlasem butu vienadas videjas vertibas,
bet skalas parametri butu atskirigi: F; = Gamma(a = 0; s = 1); F; = Gamma(a =1; s =
1/0), kur gamma sadalijuma vidgéja vertiba ir a/s un tiek apskatitas dazadas o vértibas.
Lielas izleceju vertibas datos modeletas, pievienojot sadalijjumiem vienmeriga sadalijuma
Unif[0, 50] piesarnojumu. Tika veiktas simulacijas ar N = 10,000 atkartojumiem diviem
piesarnojuma limeniem ¢ = 0.2 un € = 0.06 un diviem izlasu apjomiem, n; = ny, = 50 un
niy = ng = 100.

Ticamibas intervalu parklajuma precizitate apkopota |8.| — tabulas un salidzinatas

cetras metodes: divu izlasu t-tests, empiriskas ticamibas metode vidéjo vértibu starpibai
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(panelis "EL”) un empiriskas ticamibas metode divu gludo Hubera novertejumu starpibai,
ar fiksetu un novertétu asimptotisko dispersiju V. Visi Hiibera novertéjumi apréekinati,
izmantojot M AD meéroga novertéjumu. V izvelets atbilstosi Hampel [I3] noradijumiem
ka Hubera novertejuma asimptotiskas minimax dispersija atbilstoSajam piesarnojuma li-
menim : pie € = 0.06 V = 1.302, un pie ¢ = 0.2, V = 2.046. Metode ar novertetu V', V
iegits, apréekinot simulétajiem sadaljjumiem negludo Hibera novertéjumu, un iegatajam
sadalijjumam robusti novertéjot dispersiju ar MAD.

un [9.| tabula modeliem bez piesarnojuma redzams, ka metode Hubera novertejumu
starpibai ar novertétu V' nedaudz atpaliek no t-testa, bet darbojas loti lidzigi EL. metodei.
Savukart Hubera novertéjums ar fiksetu V' dod sliktaku parklajuma precizitati. un
ar vienmeriga sadalijuma piesarnojuma limeni € = 0.2 EL un Hubera novertejums
ar novertetu V atkal dod lidzigus rezultatus, savukart rezultati pie fikseta V' ir nekon-
sekventi: dazos gadijumos metodes parklajuma precizitate ta ir bitiski labaka, bet dazos
gadijumos sliktaka. Arl un tabulas piesarnojuma limenim € = 0.06 V fiksésana
dod nekonsekventus rezultatus, savukart metode ar novertetu V uzrada butiski labakus
rezultatus neka EL metode. Turklat, pie lielakam skalas atskirtbam starp modeliem F}
un Fy (0 =7, 0 = 10, 0 = 20) Hubera novertéjums ar novértétu V parsniedz arl t-testa
rezultatus.

Kopuma rezultati liek domat, ka V fiksesana dod nepareizus rezultatus, un svarigi ir
V novertet. Metode ar novertétu V' loti labi konkure ar EL metodi vidéjai vértibai un
t-testu, turklat situacijas, kur sadaljjumam ir piesarnojums un skalas parametri ir stipri
atskirigi starp modeliem, paradas $is metodes prieksrocibas.

Papildus parklajuma precizitates analizei tikai veikta jaudas analize. Teste Hj, ka
lokacijas parametri starp izlasem neatskiras, dati simuléti no sadalijumiem F; = (1-
e)Gamma(a = 5; s =1)+ e Unif[0,50]; F» = Gamma(a=1;s=1/0), 0 =5,6,7,8,9. Pec
sadalijuma konstrukcijas, Hy nav speka pie o # 5. Pirmaja soli tika generets H, sadali-
jums testa statistikai —2log R(A, 0), izmantojot EL metodi divu vidéjo vertibu starpibai
un divu Htbera novértéjumu starpibai ar fiksétu un novéertétu V. Sadalijums simuléts
N = 10,000 izlasem ar apjomu n; = ny = 50 no F; = Gamma(a = 5; s =1); F, = Gam-
ma(a = 1; s = 1/0). Statistiku sadalijums redzams attela un tas kritiskas vertibas
redzamas [7] tabula.

Saskana ar Teoremu, —2log R(A,0) statistikai jabut sadalitai pec —4 x3 sadali-
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7. tabula: Kritiskas vertibas H, sadalijumam testa statistikai —2log R(A,#), simuléts
N = 10,000 izlasem no sadalijumiem F; = Gamma(a = 5; s =1); F;, = Gamma(a = 1; s

= 1/0), un x? sadalijuma kvantiles.

a=010 a=0.05

EL 2.893 4.176
Huber, V = 2.046 4.058 5.621
Huber, V novertéts 2.885 4.174
X3 2.706 3.842

juma. attela redzams, ka $is nosacijums izpildas EL vidéjo vértibu starpibai un EL
Hubera novertejumu starpibai ar novertetu asimptotisko dispersiju V. Fikseta V gadi-
juma tiek ieguts sadalfjums, kam ir smagaka aste neka y?, arl testa kritiska vertiba ir
lielaka neka x? atbilstosa kvantile. Iespejams, ka §T metode konverge uz robezsadalijumu
lenak neka parejas EL metodes, un §is noverojums sniedz vel vienu argumentu par labu
V' novertesanai.

Testa rezultati apkopti tabula. Modelos bez piesarnojuma EL metode vidéjai ver-
tibai un Hiibera novéertéjumam ar novértétu V' jauda ir loti lidziga, t-testa jauda nedaudz
atpaliek. Modelos ar piesarnojumu Hubera novertejums ar novertetu V ir visjaudigakais
un lielakiem o bitiski parsniedz EL vidéjo vértibu starpibai sniegumu un ari t-testa snie-
gumu. Pie € = .06 un ¢ = 5 visas metodes noraida H, biezak neka pienemtaja limeni. Tas
nozime, ka neviena no metodém tomer nespéj efektivi atpazit vienmerigo sadalijumu ka
piesarnojumu. Tomer Hubera metodei ir zemaks H, noraidisanas limenis neka paréejam
metodém. Visbeidzot, arl jaudas analize V' fikseésana rada nekonsekvenci rezultatos.

tabulas apkopota parklajuma precizitate Kosi, dubultajam eksponencialajam
un Hubera vismazak labveligajam parametram. Sie sadalijumi tika izveleti, jo tie tika
analizeti Hampel [I3] publikacija par gludiem M-novertéjumiem. Redzams, ka V' nover-
tésana iespaido rezultatus Kosi sadalijuma gadijuma, bet Hibera vismazak labvéligajam
sadalijumam V' iespejams darbojas ka saskanosanas parametrs un rezultati V' novertejot

vai V fiksgjot ir loti lidzigi.
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13. att.: H, sadalijjums testa statistikai —2log R(A, 0), simulets N = 10,000 izlasem no
sadalijumiem F} = Gamma(a = 5; s =1); F, = Gamma(a = 1; s = 1/0). Salidzinajumam
attelota y? sadalfjuma blivuma funkcija. (a) EL metode videjai vertibai, (b) EL metode
divu Hubera novertejumu starpibai, V' = 2.046, (¢) EL metode divu Habera novértejumu

starpibai, V' novertets.
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8. tabula: Parklajuma precizitate modelim F} = Gamma(a = o; s = 1); F, = Gamma(a

= 1;s = 1/0), iy = ny = 50, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V novertéts
3 3.3 7.3 0.942 0.938 0.894 0.935
4 4.1 12.7 0.945 0.938 0.894 0.938
5 5.8 20.2 0.944 0.941 0.887 0.941
6 6.8 28.9 0.941 0.935 0.883 0.936
7 8.2 39.2 0.941 0.938 0.881 0.938
10 11.8 81.1 0.939 0.937 0.877 0.937
20 24.6 318.3 0.936 0.935 0.866 0.935

9. tabula: Parklajuma precizitate modelim F} = Gamma(a = o; s = 1); F, = Gamma(a

=1;s=1/0), ny = ny = 100, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V noverteéts
3 3.3 7.3 0.946 0.944 0.879 0.941
4 4.1 12.7 0.946 0.945 0.867 0.943
) 5.8 20.2 0.945 0.946 0.862 0.946
6 6.8 28.9 0.944 0.944 0.858 0.944
7 8.2 39.2 0.948 0.950 0.851 0.949
10 11.8 81.1 0.943 0.944 0.840 0.944
20 24.6 318.3 0.945 0.945 0.832 0.945
10. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = (l-¢)Gamma(a = o0; s = 1) +

eUnif]0,50]; F» = Gamma(a = 1; 8 = 1/0) ar e = 0.2, ny = ny = 50, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V novertéts
3 8.7 8.0 0.146 0.056 0.353 0.108
4 10.2 13.5 0.211 0.119 0.405 0.162
5 13.4 21.3 0.285 0.199 0.459 0.232
6 16.0 31.2 0.373 0.307 0.511 0.328
7 16.8 42.0 0.448 0.404 0.556 0.420
10 22.0 82.6 0.653 0.655 0.659 0.660
20 36.8 344.3 0.911 0.924 0.834 0.924
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11. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = (l-¢)Gamma(a = o; s = 1) +

eUnif0,50]; F, = Gamma(a = 1; s = 1/0) ar e = 0.2, ny = ny = 100, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
Vi1 V2 V=2.046 V novertets
3 8.7 8.0 0.005 0.002 0.109 0.007
4 10.2 13.5 0.016 0.010 0.156 0.017
5 13.4 21.3 0.037 0.026 0.206 0.037
6 16.0 31.2 0.076 0.065 0.253 0.078
7 16.8 42.0 0.136 0.125 0.299 0.140
10 22.0 82.6 0.401 0.417 0.450 0.424
20 36.8 344.3 0.908 0.924 0.760 0.925
12. tabula: Parklajuma precizitate modelim F} = (l-¢)Gamma(a = o; s = 1) +

eUnif]0,50]; F» = Gamma(a = 1; s = 1/0) ar € = 0.06, n; = ny = 50, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V noverteéts
3 4.2 8.6 0.839 0.646 0.781 0.842
4 5.7 14.9 0.845 0.723 0.779 0.841
) 7.0 23.4 0.852 0.780 0.776 0.845
6 8.3 34.5 0.859 0.818 0.773 0.856
7 9.7 46.6 0.871 0.853 0.782 0.870
10 13.0 93.5 0.893 0.901 0.785 0.904
20 24.9 375.1 0.927 0.930 0.803 0.930
13. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = (l-¢)Gamma(a = o0; s = 1) +

eUnif]0,50]; F» = Gamma(a = 1; 8 = 1/0) ar € = 0.06, ny = ny = 100, N = 10, 000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V novertéts
3 4.2 8.6 0.839 0.646 0.781 0.842
4 5.7 14.9 0.845 0.723 0.779 0.841
5 7.0 23.4 0.852 0.780 0.776 0.845
6 8.3 34.5 0.859 0.818 0.773 0.856
7 9.7 46.6 0.871 0.853 0.782 0.870
10 13.0 93.5 0.893 0.901 0.785 0.904
20 24.9 375.1 0.927 0.930 0.803 0.930
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14. tabula: Simuleta jauda hipotezu parbaudei Hy: nav atskiribas starp lokacijas para-
metriem. Modelis F; = (1-¢)Gamma(a = 5; s =1)+ e¢Unif[0,50]; F» = Gamma(a = 1;
s =1/0), ny = ny =50, N = 10,000, ¢ = 0 un ¢ = 0.06. Gluda Hubera novéertejuma

méroga novertéjums ar MAD.

e=0 e =0.06
o Limenis t-tests EL Huber, Huber, t-tests EL Huber, Huber,
V=2.046 V no- V=1.302 V no-
vertets vertets

5 0.10 0.1039 0.1073 0.1023 0.1077 0.2605 0.2968 0.2081 0.2243
0.05 0.0559 0.0531 0.0535 0.0541 0.1482 0.196 0.1286 0.1381
6 0.10 0.2623 0.3149 0.1400 0.3212 0.1041 0.1256 0.0884 0.1213
0.05 0.1488 0.2042 0.0803 0.2094 0.0477 0.0681 0.0428 0.0617
7 0.10 0.6266 0.6886 0.4306 0.6944 0.1864 0.1869 0.2525 0.2906
0.05 0.4685 0.5657 0.315 0.5725 0.1133 0.1225 0.1619 0.1864
8 0.10 0.8713 0.9077 0.7342 0.9115 0.3811 0.3582 0.5274 0.5455
0.05 0.7666 0.8400 0.6264 0.8451 0.2694 0.2532 0.4008 0.4143
9 0.10 0.9674 0.9776 0.9042 0.9786 0.5815 0.5503 0.7611 0.7578
0.05 0.9235 0.9601 0.8391 0.9618 0.4607 0.4242 0.6635 0.6451

15. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = Cauchy(0; s = 0); F» = Cauchy(0; s =
1/0), N = 1000, n; = ny = 50.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
Vi V2 V=2.046 V novertets

3 25 0.311 0.971 0.764 0.654 0.625

5 75 0.117 0.981 0.731 0.618 0.498

7 156 0.063 0.974 0.758 0.668 0.588

10 278 0.031 0.980 0.792 0.732 0.687

20 1147 0.008 0.975 0.931 0.918 0.911
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16. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = Doublexp(0; o); F» = Doublexp(0; 1),
ny = ny = 50, N = 1000.

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V novertéts
0.1 0.01 1.12 0.960 0.940 0.955 0.945
0.2 0.05 1.19 0.955 0.935 0.950 0.950
0.5 0.30 1.19 0.940 0.940 0.945 0.945
2 4.78 1.19 0.955 0.935 0.965 0.960
5 29.85 1.19 0.965 0.940 0.960 0.945
10 119.39 1.19 0.965 0.945 0.960 0.940

17. tabula: Parklajuma precizitate modelim F; = HIf(0; o), F» = HIf(0; 1), ny = ny = 50,
N = 1000

o Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,
V1 V2 V=2.046 V novertéts
0.2 0.08 2.15 0.95 0.936 0.938 0.941
0.5 0.49 2.25 0.951 0.945 0.946 0.944
1 1.95 2.25 0.949 0.943 0.941 0.942
2 7.81 2.25 0.955 0.944 0.946 0.944
5 48.83 2.25 0.954 0.947 0.950 0.945
10 195.32 2.25 0.964 0.947 0.954 0.948
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Secinajumi

Magistra darba tika apliikotas robustas statistikas pamatnostadnes, ka ari pielie-
tota empiriskas ticamibas funkcijas metode nesen ieviestajiem gludajiem Hubera M-
novertejumiem.

Simulaciju pieméros vienas izlases gadijuma tika noskaidrots, ka gludie Habera no-
vertejumi darbojas labak, salidzinajuma ar to negludinatajam versijam. Tika ieviesta
empiriskas ticamibas metode divu gludo Hubera novertejumu starpibai un metodes snie-
gums tika analizéts salidzinajuma ar divu izlasu t-testu un empiriskas ticamibas metodi
videjai vertibai. Metodes ieviesanas gaita izradijas, ka Hampel [I3] noradijums par fik-
setas asimptotiskas dispersijas V' izveli gluda Hubera novertejuma aprekina empiriskas
ticamibas metodes gadijuma dod pretrunigus rezultatus. Tapec tika secinats, ka Sada
pieeja nav pareiza, un pareizak ir V novertet.

Kopuma var secinat ka empiriskas ticamibas metode divu gludo Hiibera novértéjumu
starpibai ar novertetu V darbojas lidzigi EL. metodei divu vidéjo vertibu starpibai. Simu-
laciju piemeéros verojama tendence, ka EL metodei videjai vertibai darbojas labak tajos
piemeéros, kur dati nav piesarnoti. Savukart EL metodei, kura balstita uz gludo Habera
novertejumu, bija verojamas nelielas prieksrocibas divos gadijumos. Pirmkart, situacijas,
kur datos paradas piesarnojums. Sads rezultats atbilst robustibas—efektivitates kompro-
misa principam, kas nosaka, ka robustas metodes pie modela ir mazak efektivas neka
klasiskas statistikas metodes. Otrkart, jauna metode parspéja paréjas metodes situacijas
pie asimetriskiem sadalijumiem ar loti atskirigiem skalas parametriem.

ArT realo datu piemeéros bija vérojams, ka EL metode vidéjai vertibai un Hubera
novértéjumam ar novertetu V' darbojas lidzigi. Savukart V' fiksésana vairakos pieméros
lika pienemt preteju lemumu par Hy neka parejas EL metodes. Sada tendence ari norada
uz to, ka metode nedarbojas pareizi. Rezultati liecina, ka empiriskas ticamibas metode
divu Hubera novértéjumu starpibai ir vél viena metode, kuru iespéjams lietot sadalijumu
lokacijas parametru salidzinasanai divu izlagu problemas. Ipasi gadijumos, kad dotie dati
ir ar piesarnojumu, to butu noderigi lietot paraleli klasiski lietotajam statistikas metodem.

Saistiba ar §1 darba rezultatiem sagatavosana ir publikacija. Turklat, robusta statistika
ir izradijies interesants darba lauks, un talak tiek planots aplikot empirisko ticamibas
metodi divu noskeltu videjo vertibu starpibai, balstoties uz Qin un Tsao [23] rezultatu

vienas izlases gadijuma.
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