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Anotâcija

Maìistra darbâ aplûkotas robustâs statistikas pamatnostâdnes un gludie M-novçrtçjumi.

Darbâ ieviesta robusta empîriskâs ticamîbas (EL) metode divu gludu Hûbera M-novçrtçjumu

starpîbai, balstoties uz Qin un Zhao rezultâtiem EL metodei divu izlaðu gadîjumâ. Metode

prasa noteiktus gluduma nosacîjumus EL nenovirzîtajiem vienâdojumiem, un to pielie-

tot Hûbera novçrtçjumam bija iespçjams pateicoties nesen Hampel definçtajam gludajam

Hûbera novçrtçjumam, kuram ðie nosacîjumi izpildâs. Metode tika pielietota simulâciju

analîzç daþâdiem piesâròotiem un nepiesâròotiem sadalîjumiem un reâlu datu piemçriem

un tika salîdzinâta ar EL metodi vidçjo vçrtîbu starpîbai un divu izlaðu t-testu. Tika

secinâts, ka jaunâ metode darbojas lîdzîgi EL metodei vidçjo vçrtîbu starpîbai, bet tai ir

priekðrocîbas situâcijâs, kad datos ir piesâròojums.

Atslçgas vârdi: robustâ statistika, M-novçrtçjumi, gludie M-novçrtçjumi, gludais Hûbera

novçrtçjums, empîriskâs ticamîbas metode, divu izlaðu problemâtika



Abstract

Thesis outlines the basic ideas of robust statistics and smooth M-estimators. Empirical

likelihood (EL) method for the difference of two smoothed Huber M-estimators has been

implemented based on the results of Qin and Zhao. This method requires some smoothness

conditions on the EL estimating equations which are satisfied by the smooth Huber M-

estimator recently defined by Hampel. Simulation analysis was performed for various

contaminated and uncontaminated distributions and several real data sets were analysed.

The new method was compared to EL for the difference of two means and to two sample

t-test. It was concluded that the new method works similarly to the EL for the difference

of two means but outperforms it where contaminated data is involved.

Keywords: robust statistics, M-estimators, smooth M-estimators, smooth Huber estima-

tor, empirical likelihood, two sample case
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Ievads

Pieòçmumi par normalitâti, linearitâti vai neatkarîbu parâdâs praktiski visâs statisti-

kas metodçs. Tomçr jâòem vçrâ, ka jebkura matemâtiska modeïa pieòçmumi ir realitâtes

aptuvens apraksts. Daudzas parametriskâs statistikas metodes ir konstruçtas tâ, lai tâs

bûtu optimâlâs pie idealizçtâ modeïa, un to sniegums bûtiski pasliktinâs pat pie ðíietami

mazâm novirzçm no ðî modeïa. Ðo problçmu pçta robustâs statistikas teorija, kas aplû-

ko novirzes no daþâdiem parametrisko modeïu pieòçmumiem, pçta to efektu un meklç

metodes, kas bûtu pçc iespçjas stabilas pret ðâdâm novirzçm. Daþi robustâs statistikas

jautâjumi ir pazîstami jau kopð statistikas metoþu pirmssâkumiem, piemçram, jautâjums

par izlçcçju ietekmi un tâs mazinâðanas iespçjâm, bet formâlas un visaptveroðas robustî-

bas teorijas attîstîba sâkâs XX gadsimta 60.-tajos un 70.-gados ar John Tukey (1960 [1],

1962 [2]), Peter J. Huber (1964 [3], 1967 [4]) un Frank Hampel (1971 [5], 1974 [6]) darbiem.

Viens no pamatakmeòiem robustâs statistikas teorijâ bija Hûbera "Robust estimation of

location"[3], kurâ Hûbers definçja M-novçrtçjumu klasi, kas vispârinâja maksimâlâs tica-

mîbas metodes ideju un vçlâk kalpoja par pamatu sareþìîtâku robustu metoþu, piemçram,

robustas regresiju analîzes, korelâciju un variâciju analîzes izstrâdâðanâ. M-novçrtçjumu

ietvarâ Hûbers definçja kâdu îpaði svarîgu novçrtçjumu { Hûbera novçrtçjumu, kuram

piemît optimâlâ dispersija minimax nozîmç normâlâ modeïa apkârtnç.

Robustâ statistika reizçm tiek salîdzinâta ar neparametrisko statistiku. Neparametris-

kâs statistikas metodes balstâs uz ïoti vispârîgiem pieòçmumiem par datiem, piemçram,

to neatkarîbu un nepârtrauktîbu, bet neprasa veikt pieòçmumus par sadalîjuma veidu.

Starp abâm statistikas nozarçm ir zinâmas lîdzîbas { daudzas neparametriskâs procedûras

ir izrâdîjuðâs robustas, turklât neparametriskâs statistikas metodes bieþi raduðâs kâ atbil-

de uz klasisko procedûru robustuma trûkumu. Tomçr robustâ statistika ir parametriska

statistika, jo apskata statistiku uzvedîbu konkrçtu parametrisku modeïu apkârtnç.

Ir atrodami piemçri, kur abu statistikas nozaru metodes tikuðas savienotas un sav-

starpçji papildinâtas. Mûsdienu parametriskajâ statistikâ stabilu vietu ir ieòçmusi Owen

radîtâ empîriskâs ticamîbas metode [7], [8], [9], kuru, tâpat kâ tâs parametrisko lîdzinieci{

maksimâlas ticamîbas funkcijas metodi, var izmantot parametru novçrtçðanai, hipotçþu

pârbaudei un novçrtçjumu ticamîbas intervâlu konstruçðanai. Owen jau pirmajâ empîris-

kâs ticamîbas metodei veltîtajâ publikâcijâ [7] pierâdîja, ka empîriskâs ticamîbas intervâlus

iespçjams konstruçt Hûbera definçtajiem M-novçrtçjumiem. Turklât veids, kâdâ definçti
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M-novçrtçjumi, ïoti dabiski iekïaujas vispârîgajâ Qin un Lawless [10] empîriskâs ticamîbas

metodes definîcijâ ar nenovirzîtiem vienâdojumiem. Vçlâk Tsao un Zhou [11] pierâdîja, ka

uz robustiem M-novçrtçjumiem balstîti empîriskâs ticamîbas intervâli saglabâ punktveida

novçrtçjumiem piemîtoðo robustumu un tâdçï ir îpaði interesanti situâcijâs, kad datos var

parâdîties izlçcçji.

Empîriskâs ticamîbas metodi divu izlaðu vidçjo vçrtîbu un sadalîjuma funkciju star-

pîbâm vispirms aprakstîja Qin un Zhao [12]. Ðajâ metodç ir bûtiski, lai nenovirzîtajiem

vienâdojumiem izpildîtos noteikti gluduma nosacîjumi, taèu parastajam Hûbera novçrtç-

jumam ðie nosacîjumi nav spçkâ. Nesenâ publikâcijâ [13] Hampel definçja gludinâðanas

principu M-novçrtçjumiem, un radâs ideja ðâdam gludinâtam Hûbera novçrtçjumam pie-

lietot empîriskâs ticamîbas metodi. Lîdz ar to radâs arî maìistra darba galvenais mçríis:

îstenot empîriskâs ticamîbas metodi divu gludu Hûbera novçrtçjumu starpîbai un novçr-

tçt tâ sniegumu, salîdzinot ar citâm klasiskâm statistikas metodçm. Darba mçríis prasa

sekojoðo uzdevumu izpildi:

1. Iepazîties ar robustâs statistikas teorijas pamatjautâjumiem un metodçm, îpaði M-

novçrtçjumiem.

2. Apskatît gludos M-novçrtçjumus un salîdzinât to sniegumu ar parastajiem M- no-

vçrtçjumiem.

3. Izveidot programmu divu gludu Hûbera novçrtçjumu starpîbas empîriskâs ticamîbas

metodes aprçíinâðanai. Analizçt metodi, salîdzinot tâs pârklâjuma precizitâti un

jaudu ar citâm klasiskâm statistikas metodçm reâlu datu un simulâciju piemçros.

Empîriskâs ticamîbas metode divu Hûbera novçrtçjumu starpîbai tika prezentçta konfe-

rencç International Conference on Robust Statistics (autors Jânis Valeinis, lîdzautori Mâra

Vçliòa un ar George Luta, University of Georgetown, Washington DC, USA), sagatavo-

ðanâ ir arî publikâcija. Divu izlaðu problemâtikai tika lietota Valeiòa un Cera izstrâdâtâ

R programma, kas publiski pieejama kâ R paplaðinâjumprogramma EL.

Darbs sastâv no ievada, piecâm nodaïâm, secinâjumiem un literatûras avotu saraksta.

1. nodaïâ apskatîta robustâs statistikas teorija, 2. nodaïâ aprakstîti M-novçrtçjumi,

3. nodaïâ tuvâk apskatîts gludais Hûbera novçrtçjums, 4. nodaïâ izklâstîta empîriskâs

ticamîbas metode un 5. nodaïâ atrodama simulâciju un datu analîze. Visi darbâ veiktie

aprçíini îstenoti programmâ R.
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1. Robustâs statistikas teorija

Statistiskâs metodes balstâs ne tikai uz novçrotajiem datiem, bet arî uz virkni tieðu

vai netieðu pieòçmumu. Modeïa pieòçmumi atspoguïo statistiíim zinâmo informâciju par

risinâmo problçmu, kâ arî tie palîdz formulçt tâdu matemâtisku modeli, kuru bûtu iespç-

jams atrisinât no teorçtiskâ un izskaitïojamîbas viedokïa. Modeïi neizbçgami ir realitâtes

vienkârðojums, un tie labâkajâ gadîjumâ aptuveni raksturo reâlo situâciju. Statistikâ vis-

plaðâk lietotais pieòçmums ir par to, ka novçrotie dati ir normâli sadalîti. Ðis pieòçmums

ir bijis pamatâ visu klasisko regresiju analîzes, dispersiju analîzes un daudzdimensiju sta-

tistikas metoþu konstruçðanâ. Normâlâ sadalîjuma lietoðanu attaisno fakts, ka tas labi

reprezentç lielu daïu reâli novçrotu datu kopu, turklât tas ir çrti lietojams no teorçtiskâ

viedokïa, ïaujot atklâtâ veidâ iegût optimâlu statistisko metoþu formulas, kâ piemçram,

maksimâlâs ticamîbas metode vai maksimâlâs ticamîbas attiecîbas testi.

Bieþi vien pieòçmums par normalitâti (piemçram, regresija ar normâli sadalîtiem at-

likumiem) ir spçkâ tikai aptuveni, tâdâ nozîmç, ka normâlais sadalîjums labi raksturo

lielâko daïu novçrojumu, tomçr daþi novçrojumi atbilst kâdai citai struktûrai, vai varbût

tiem nav saskatâma nekâda struktûra. Ðâdas netipiskas datu vienîbas sauc par izlçcçjiem,

un pat viens izlçcçjs var kropïojoði ietekmçt klasiskas uz normalitâti balstîtas statistikas

metodes rezultâtu.

Varçtu cerçt, ka, ja ðâda "aptuvena" normalitâte ir spçkâ, tad uz normalitâtes teoriju

balstîtajiem rezultâtiem arî vajadzçtu bût aptuveni pareiziem. Diemþçl tâ tas nav. Ja

tiek pieòemts, ka dati ir normâli sadalîti, bet patiesajam sadalîjumam ir "smagas astes",

tad uz maksimâlâs ticamîbas metodi balstîtie novçrtçjumi ne tikai pârstâj bût optimâlie,

bet tiem var bût zema statistiskâ efektivitâte (t.i., nepieòemami liela dispersija), ja astes

ir simetriskas, vai arî pârlieku liels biass (parametra novçrtçjuma matemâtiskâs cerîbas

atðíirîba no tâ patiesâs vçrtîbas), ja astes ir asimetriskas. Turklât, klasiskie testi ðâdâ

gadîjuma zaudç jaudu, savukârt klasiskie ticamîbas intervâli var bût neprecîzi vai pârâk

plaði.

Kopð XX gadsimta vidus izpratne par to, ka daudzas no bieþâk lietotajâm statistikas

procedûrâm ir pârlieku jutîgas pret ðíietami nenozîmîgâm novirzçm no modeïa pieòçmu-

miem, arvien pieaugusi un tâpçc radîta virkne robustu procedûru. Terminu "robusts"

Peter J. Huber [14] formulç sekojoði: robustîba nozîmç metodes nejutîgumu pret nelielâm

novirzçm no modeïa pieòçmumiem. Robustâs statistikas mçríis ir izstrâdât metodes, kas
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dod uzticamus parametru novçrtçjumus un tiem atbilstoðos testus un ticamîbas intervâ-

lus, ne tikai tad, kad dati precîzi atbilst noteiktajam sadalîjumam, bet arî situâcijâ, kad

tam iepriekð aprakstîtajâ nozîmç atbilst tikai aptuveni. Visbieþâk analizçtais gadîjums ir

aptuveni normâli sadalîjumi, tomçr ðî pieeja labi darbojas arî citiem aptuveniem sadalîju-

miem, piemçram, aptuvenam gamma sadalîjumam nesimetriski sadalîtu datu gadîjumâ.

Robustâs statistikas teorija sâka attîstîties XX gadsimta 60.-tajos un 70.-gados ar

fundamentâlajiem John Tukey (1960 [1], 1962 [2]), Peter J. Huber (1964 [3], 1967 [4])

un Frank Hampel (1971 [5], 1974 [6]) darbiem. Robusto metoþu attîstîba kïuva iespçja-

ma, pateicoties augoðajai datoru pieejamîbai un âtrumam, jo, atðíirîbâ no klasiskajâm

metodçm, robustu metoþu novçrtçðana bieþi iekïauj nelineâru problçmu un optimizâcijas

uzdevumu risinâðanu. Nozîmîgas grâmatas robustâs statistikas teorijâ sarakstîjuði Huber

(1981 [15]), Hampel, Ronchetti, Rousseeuw and Stahel (1986 [16]), Huber un Ronchetti

(2009 [14]), uz praktiskâm metodçm orientçtu grâmatu ar S-PLUS pielietojumiem { Ma-

ronna, Martin un Yohai (2006 [17]).

1.1. Datu diagnostika

Lai ilustrçtu izlçcçju ietekmi uz klasiskâs statistikas metodçm, aplûkosim Hampel [16]

analizçto piemçru, kas satur datus par divu medikamentu miega paildzinâðanas efektu.

Piemçrs 1. (Cushny and Peebles dati, [16, 78. lpp.]) Desmit personâm reìistrçtas

atðíirîbas starp divu medikamentu miega paildzinâðanas radîtiem efektiem:

0.0, 0.8, 1.0, 1.2, 1.3, 1.3, 1.4, 1.8, 2.4, 4.6. (1.1)

Kâ norâda Hampel, ðie dati ilgstoði daþâdâs grâmatâs citçti kâ normâli sadalîtu datu

paraugs un raksturots ar tâ vidçjo vçrtîbu. Aplûkojot novçrojumu vçrtîbas 1.(a) attçlâ,

rodas aizdomas, ka novçrojums 4.6 varçtu bût izlçcçjs. Savukârt 1.(b) attçlâ redzami da-

þâdi ðîs izlases lokâcijas parametra novçrtçjumi: parastâ vidçjâ vçrtîba 1.58 un seði daþâdi

robusti novçrtçjumi: 10% noðíeltâ vidçjâ vçrtîba tiek aprçíinâta, izslçdzot 10% lielâkos

un 10% mazâkos novçrojumus no izlases un aprçíinot vidçjo vçrtîbu no atlikuðajiem no-

vçrojumiem, 20% noðíeltâ vidçjâ gadîjumâ attiecîgi tiek izslçgti 20% lielâkie un mazâkie

novçrojumi. Hodges-Lehmann novçrtçjumu definç kâ mediânu no visu novçrojumu pâru

vidçjâm vçrtîbâm: (Xi + Xj)/2, i, j = 1, . . . , 10. Hûbera novçrtçjums ir robusts novçrtç-

jums, kas tiks definçts 2. nodaïâ. Redzams, ka robustie novçrtçjumi pieòem vçrtîbas no
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1. att.: Cushnee an Peebles dati: (a) desmit novçrojumu vçrtîbas; (b) septiòi lokâcijas

parametra novçrtçjumi: x̄ { vidçjâ vçrtîba, 10% { 10% noðíeltais vidçjais, 20% { 20%

noðíeltais vidçjais, H/L { Hodges Lehmann novçrtçjums, Med { mediâna, Hub- Hûbera

novçrtçjums, X̄0 { vidçjâ vçrtîba bez novçrojuma 4.6.

1.24 lîdz 1.4, un, pat ja tiem ir atðíirîgas robustuma pakâpes, tie visi atrodas samçrâ tâlu

no vidçjâs vçrtîbas 1.58.

Jâatzîmç, ka vidçjâs vçrtîbas X̄0 novçrtçjums izlasei bez ekstrçmâs vçrtîbas 4.6 varçtu

tikt iegûts, lietojot kâdu labu datu diagnostikas metodi. Rodas jautâjums, kâdçï nepie-

cieðamas robustas metodes, ja iespçjams lietot labi pazîstamâs divu soïu procedûras: (1)

attîrît datu izlasi, lietojot kâdu izlçcçju noteikðanas metodi; (2) pielietot klasiskâs sta-

tistikas novçrtçðanas un hipotçþu pârbaudes metodes atlikuðajiem datiem. Tomçr divu

soïu procedûrai ir daþâdi trûkumi. Pirmkârt, ir situâcijas, kad abus soïu noðíirt nav ie-

spçjams, piemçram, daudzparametru regresijâ noteikt izlçcçjus ir praktiski neiespçjami,
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ja nav iegûti robusti parametru novçrtçjumi. Otrkârt, attîrîtie dati vienalga nebûs nor-

mâli sadalîti, jo iespçjama gan kïûdaina datu izslçgðana, gan iekïauðana. Treðkârt, to var

uzskatît par empîrisku faktu, ka labâko izlçcçju izslçgðanas procedûru sniegums nepanâk

labâko robusto metoþu sniegumu (skat. [16, 56.{71. lpp.]). Un visbeidzot, daþâdi praktis-

ki piemçri râda, ka klasiskâs izlecçju izslçgðanas metodes bieþi nestrâdâ, ja izlasç ir vairâki

izlçcçji: lielâkie izlçcçji, bûtiski palielinot izlases dispersiju, "noslçpj" mazâk nozîmîgos

izlçcçjus. Turklât jâòem vçrâ arî fakts, ka tad, kad izlçcçji ir noteikti, statistiíim vçl ir

jâpieòem subjektîvs lçmums, ko ar tiem darît.

1.2. Robustu procedûru vçlamâs îpaðîbas

Pieòemsim, ka dots parametrisks modelis, un pieòemsim, ka ir pamats cerçt, ka tas

pietiekoði labi apraksta reâlo situâciju, tomçr netiek uzskatîts, ka pieòçmumi ir pilnîgi

pareizi. Sekojot Huber [14] pieejai, ðâdâ situâcijâ ikvienai robustai statistikas metodei

bûtu jâsasniedz sekojoði mçríi:

1. Efektivitâte. Metodei ir pietiekoði laba efektivitâte (dispersijas lieluma nozîmç) pie

pieòçmumos aprakstîtâ modeïa { tâ ir optimâlâ vai "gandrîz" optimâlâ procedûra.

2. Stabilitâte. Mazas novirzes no modeïa pieòçmumiem tikai nenozîmîgi pasliktina

metodes sniegumu. Sniegums ir izmçrâms ar, piemçram, asimptotisko dispersiju vai

biasu punktveida novçrtçjumu gadîjumâ, vai izmçru un jaudu testu gadîjumâ.

3. Lûzums. Nozîmîgâm novirzçm no modeïa nevajadzçtu izrâdîties katastrofâlâm. Ðo

îpaðîbu raksturo statistikas lûzuma punkts { mazâkais sliktu novçrojumu îpatsvars

izlasç, pie kura statistika var pieòemt patvaïîgi lielas vçrtîbas. Matemâtiski precî-

zâka definîcija tiks sniegta nâkamajâ nodaïâ.

Visi trîs aspekti ir bûtiski, tomçr vçrts atzîmçt, ka rupjâs kïûdas jeb neliels skaits

novçrojumu datos, kas mçra to paðu daudzumu, bet kuru kïûdas ir lielâkas (t.i., tiem

piemît lielâka dispersija) nekâ pârçjiem novçrojumiem, ir uzskatâmas par nelielu novir-

zi no modeïa. Tâdçï robustu procedûru pirmais mçríis ir nodroðinâties pret rupjajâm

kïûdâm. Jâòem arî vçrâ, ka robustîba ir kompromiss, jeb, citçjot Anscombe [18] metafo-

ru, par robustîbu ir dabiski jâmaksâ "apdroðinâðanas prçmija" { zinâma daïa procedûras

efektivitâtes pie modeïa.
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1.3. Robustîbas mçri

Kâ tika norâdîts iepriekð, parametriskâs statistikas metoþu mçríis ir definçt novçrtç-

jumus, kas ir optimâli pie kâda precîzi uzdota modeïa, bet robustâ statistika meklç no-

vçrtçjumus, kas pietiekoði labi darbojas kâdâ modeïa apkârtnç. Ðajâ nodaïâ tiks sniegts

matemâtiski precîzâks skaidrojums ðai idejai, aprakstot daþas metodes novçrtçjumu ro-

bustîbas pakâpes mçrîðanai.

Ietekmes funkcija

Definîcija 1. Pieòemsim, ka dota novçrojumu izlase X1, . . . , Xn. Par novçrtçjuma θ̂

jutîguma lîkni izlasei X1, . . . , Xn sauc funkciju

SC(x0) = θ̂(X1, . . . , Xn, x0)− θ̂(X1, . . . , Xn), (1.2)

kas ir funkcija no izlçcçja x0.

2. attçlâ ir redzama jutîguma lîkne Cushnee and Peebles datiem un daþiem no 1.

piemçrâ aplûkotajiem novçrtçjumiem: vidçjai vçrtîbai, 10% noðíeltajai vidçjai vçrtîbai,

mediânai un Hodges{Lehmann novçrtçjumam. Redzams, ka visâm statistikâm, izòemot

vidçjo vçrtîbu, jutîguma lîkne ir ierobeþota funkcija. Tâtad var ievçrot, ka robustâm

statistikâm ir raksturîga ierobeþota jutîguma lîkne.

−2 0 2 4 6 8 10
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2
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2. att.: Jutîguma lîkne Cushnee un Peebles datiem: x̄ { vidçjai vçrtîbai, 10% { 10%

noðíeltajai vidçjai vçrtîbai, H/L { Hodges{Lehmann novçrtçjumam un Med { mediânai.
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Lai pârbaudîtu ðo novçrojumu, nepiecieðams analizçt statistiku asimptotisko uzvedîbu.

Jutîguma lîknes asimptotiskâ versija ir ietekmes funkcija (angl. - influence function), bet

lai to definçtu, nepiecieðams novertçjumus izteikt kâ funkcionâïus. Pieòemsim, ka doti

viendimensionâli neatkarîgi un vienâdi sadalîti (i.i.d.) novçrojumi X1, X2, . . . , Xn, kas

pieder kâdai novçrojumu telpai X , kas ir reâlâs taisnes R apakðkopa, turklât X var arî

sakrist ar R.

Parametriska modeïa ietvaros aplûko sadalîjuma funkciju saimi Fθ, kur nezinâmais

parametrs θ pieder kâdai parametru telpai Θ. Klasiskajâ statistikâ pieòem, ka novçrojumi

Xi sadalîti pilnîgi atbilstoði kâdai no sadalîjuma funkcijâm Fθ. Piemçram, X = R, Θ = R

un Fθ ir normâlais sadalîjums ar vidçjo vçrtîbu θ un standartnovirzi 1; X = [0,∞],

Θ = (0,∞) un Fθ ir eksponenciâlais sadalîjums ar matemâtisko cerîbu θ.

Aplûkojam parametra θ novçrtçjumus, kas ir reâlvçrtîgas statistikas formâ

Tn = Tn(X1, . . . , Xn) = Tn(Gn).

Mûs interesç novçrtçjumi, kas ir funkcionâïi, t.i.,

Tn(Gn) = T (Gn),

vai arî, kas ir asimptotiski aizstâjami ar funkcionâïiem.

Definîcija 2. Pieòemsim, ka eksistç funkcionâlis T : domain(T )→ R (kur domain(T ) ir

visu sadalîjumu F(X ) kopa, kurâ T definçts), kam spçkâ

Tn(X1, . . . , Xn)
n→∞−−−→ T (G)

pçc varbûtîbas, ja novçrojumi ir i.i.d. sadalîti pçc sadalîjuma funkcijasG, G ∈ domain(T ).

Tâdâ gadîjumâ saka, ka T (G) ir statistiku virknes {Tn;n ≥ 1} asimptotiskâ vçrtîba pie

sadalîjuma funkcijas G.

Definîcija 3. Saka, ka statistikai T (G) ir spçkâ asimptotiskâ normalitâte, ja izpildâs

LG(
√
n [Tn − T (G)])

d−−−→
n→∞

N(0, V (T,G)), (1.3)

kur LG nozîmç dotâs statistikas sadalîjumu pie novçrojumu sadalîjuma G. V (T,G) sauc

par virknes {Tn;n ≥ 1} asimptotisko dispersiju pie sadalîjuma G. Ja funkcionâlim T

izpildâs

T (Fθ) = θ ∀θ ∈ Θ, (1.4)

tad saka, ka funkcionâlis T ir Fiðera konsistents.
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Definîcija 4. [16, 84. lpp.] Par funkcionâïa T ietekmes funkciju pie sadalîjuma F sauc

funkciju

IF (x;T, F ) = lim
ε↓0

T ((1− ε)F + ε∆x)− T (F )

ε
, (1.5)

tajos x ∈ X , kur ðî robeþa eksistç.

Ietekmes funkcija raksturo punktâ x atrodoðos nelielu daudzumu izlçcçju ietekmi uz

novçrtçjuma vçrtîbu. Lielums T ((1 − ε)F + ε∆x) ir funkcionâïa asimptotiskâ vçrtîba

situâcijâ, kad sadalîjums ir F un izlçcçju îpatsvars ε ir vienâds ar x0. Var teikt, ka ietekmes

funkcija râda, kâda ir statistikas asimptotiskâs vçrtîbas uzvedîba mazâ apkârtnç.

No funkcionâlanalîzes viedokïa ietekmes funkcija ir funkcionâïa T atvasinâjums pçc

Gato.

Definîcija 5. Funkcionâli T sauc par atvasinâmu pçc Gato (Gateaux ) punktâ F ∈

domain(T ) (kur F ir sadalîjuma funkcija), ja eksistç reâla funkcija a1 tâda, ka visiem

G ∈ domain(T ) spçkâ

lim
t→0

T ((1− t)F + tG)− T (F )

t
=

∫
a1(x)dG(x), (1.6)

jeb ekvivalenti,
∂

∂t
[T ((1− t)F + tG)]t=0 =

∫
a1(x)dG(x). (1.7)

Ievietojot (1.7) G = ∆x (pie nosacîjuma, ka ∆x ∈ domain(T )), iegûst ietekmes funkciju

(1.5).

Ietekmes funkciju var uztvert kâ jutîguma lîknes robeþu. Pievienojot izlaseiX1, . . . , Xn

vienu izlçcçju, piesâròojuma îpatsvars ir 1/(n+1). Definç standartizçto jutîguma funkciju

SCn(x0) =
θ̂n+1(X1, . . . , Xn, x0)− θ̂n(X1, . . . , Xn)

1/(n+ 1)
=

= (n+ 1)θ̂n+1(X1, . . . , Xn, x0)− θ̂n(X1, . . . , Xn) (1.8)

un iegûst ietekmes funkcijas (1.5) galîgu izlaðu versiju ar ε = 1/(n+ 1).

Eksistç sakarîba starp funkcionâïa ietekmes funkciju un tâ asimptotisko dispersiju no

(1.3)

V (T, F ) =

∫
IF (x;T, F )2dF (x). (1.9)

Ðî sakarîba seko no T pie sadalîjuma F izvirzîjuma Teilora rindâ punktâ Fn, kur Fn ir

empîriskâ sadalîjuma funkcija (heiristisku paskaidrojumu var skatît, piemçram, [16, 85.

lpp.]). Ðî sakarîba arî parâda, ka, lai statistika bûtu robusta, nepiecieðams, lai tâs ietekmes
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funkcija bûtu ierobeþota. Ja novçrtçjumu virknes {Tn;n ≥ 1} asimptotiskajai vçrtîbai T

izpildâs Fiðera konsistence, tad ir spçkâ Krâmera { Rao nevienâdîba.

Definîcija 6. Pieòemsim, ka fθ ir Fθ blîvuma funkcija un F∗ := Fθ∗ , kur θ∗ ir kâds fiksçts

Θ elements. Tad Fiðera informâciju J(F∗) pie sadalîjuma F∗ definç

J(F∗) =

∫ (
∂

∂θ
[ln fθ(x)]θ∗

)2

dF∗. (1.10)

Atvasinot ietekmes funkciju pçc θ punktâ θ∗, iegûst Kramera { Rao nevienâdîbu∫
IF (x;T, F∗)

2dF∗(X) = V (T, F∗) ≥
1

J(F∗)
, (1.11)

kur vienâdîba ir spçkâ tad un tikai tad, ja IF (x;T, F∗) ir proporcionâls ∂
∂θ

[ln fθ(x)]θ∗ .

Aplûkosim daþus piemçrus. Pieòemsim, ka dota novçrojumu telpa X = R, parametru

telpa Θ = R un dots normâlais lokâcijas modelis Fθ(x) = Φ(x− θ), kur Φ ir standartnor-

mâlâ sadalîjuma funkcija. Pieòemsim, ka θ0 = 0, tâtad Fθ0 = Φ.

Piemçrs 2. Vidçjâ vçrtîba. Tn = (1/n)
∑n

i=1Xi un atbilstoðais funkcionâlis T (G) =∫
udG(u) ir definçts visiem varbûtîbu mçriem ar galîgu pirmo momentu. T ir Fiðera

konsistents, un no (1.5) seko

IF (x;T,Φ) = lim
ε↓0

∫
ud [(1− ε)Φ + ε∆x] (u)−

∫
udΦ(u)

ε
=

= lim
ε↓0

(1− ε)
∫
udΦ(u) + ε

∫
ud∆x(u)−

∫
udΦ(u)

ε
=

= lim
ε↓0

εx

ε
(1.12)

(jo
∫
udΦ(u) = 0), lîdz ar to

IF (x;T,Φ) = x. (1.13)

Acîmredzami
∫
IF (x;T,Φ)dΦ(x) = 0 un asimptotiskâ dispersija V (T,Φ) =

=
∫
IF (x;T,Φ)2dΦ(x) = 1. Tâtad vidçjâ vçrtîba nav robusts novçrtçjums, jo tâ ietekmes

funkcija nav ierobeþota.

Piemçrs 3. Izlases mediâna. Ja n ir nepâra skaitlis, tad Tn = X((n+1)/2), pretçjâ gadîjumâ

Tn = X(n/2) + X(n/2+1). Atbilstoðais funkcionâlis ir T (G) = G−1(1/2). gadîjumâ, ja ðî

vçrtîba nav viena vienîga, izvçlas intervâla {t : G(t) = 1/2} viduspunktu, un gadîjumâ,

ja G ir lçciens pie 1/2, izvçlas vçrtîbu, kur atrodas ðis lçciens.
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Apgalvojums 1. [16, 89. lpp.] T ir Fiðera konsistents un

IF (x;T,Φ) =
sgn(x)

2φ(0)
, (1.14)

kur φ ir standartnormâlâ sadalîjuma blîvuma funkcija. Redzams, ka ietekmes funkcija ir

ierobeþota, tâtad mediâna ir robusts novçrtçjums. Arî mediânas gadîjumâ
∫
IF (x;T,Φ)dΦ(x) =

0. Asimptotiskâ dispersija ir

V (T,Φ) =

∫
IF (x;T,Φ)2dΦ(x) = (2φ(0))−2 = π/2 ≈ 1.571. (1.15)

Lûzuma punkts

Parametra θ novçrtçjuma θ̂ lûzuma punkts ir maksimâlais piesâròojuma (netipisku

datu) daudzums, pie kura θ̂ joprojâm spçj sniegt informâciju par θ, tas ir, par tipisko

datu punktu sadalîjumu. Arî lûzuma punktu var definçt gan galîgâm izlasçm, gan asim-

ptotiskajam gadîjumam. Lûzuma punkta teorija tiks izklâstîta, balstoties uz [17, 3.2.

nodaïa] izklâstu.

Pieòemsim, ka θ ∈ Θ. Lai θ̂ bûtu informatîvs par θ, piesâròojuma ietekme nedrîkst

likt novçrtçjumam θ̂ tiekties uz bezgalîbu vai arî uz Θ robeþu ∂Θ. Piemçram, dispersijas

novçrtçjuma gadîjumâ Θ = [0,∞], novçrtçjumam jâpaliek ierobeþotam un tas nedrîkst

arî sasniegt robeþu 0.

Definîcija 7. Par novçrtçjuma θ̂ asimptotisko lûzuma punktu pie sadalîjuma funkcijas F

sauc lielâko vçrtîbu ε∗ ∈ (0, 1) tâdu, ka visiem ε < ε∗ funkcija T ((1−ε)F +εG) kâ funkcija

no G ir ierobeþota un tai nav kopîgu punktu ar Θ robeþu. Tas ir, eksistç ierobeþota un

slçgta kopa K ∈ Θ tâda, ka K ∩ ∂Θ = ∅ un

T ((1− ε)F + εG) ∈ K ∀ε < ε∗ un ∀G. (1.16)

Daþreiz var bût noderîgâk apskatît lûzuma punktu galîgai izlasei. Pieòemsim, ka

θ̂n = θ̂n(x) ir novçrtçjums, kas definçts izlasçm x = (x1, x2, . . . , xn).

Definîcija 8. Par novçrtçjuma θ̂n galîgu izlaðu lûzuma punktu ar aizstâðanu sauc maksi-

mâlo proporciju ε∗n(θ̂n, x) no novçrojumiem, kurus aizstâjot ar brîvi izvçlçtiem izlçcçjiem

novçrtçjums θ̂n(y) paliek ierobeþots un neðíeïas ar θ definîcijas kopas robeþu ∂Θ. Citiem

vârdiem sakot, apzîmç ar Xm visas izlases y, kam ar x sakrît skaitâ n−m elementi:

Xm = {y : #(y) = n,#(x ∩ y) = n−m}.
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Tad, par galîgas izlases lûzuma punktu sauc maksimâlo proporciju

ε∗n(θ̂n, x) =
m∗

n
,

kur m∗ = max{m ≥ 0 : θ̂n(y) - ierobeþots un neðíeïas ar ∂Θ ∀y ∈ Xm}.

Definîcija 9. Apzîmç ar Xm visas izlases y ar elementu skaitu n+m, kuras satur x:

Xm = {y : #(y) = n+m,x ⊂ y}

Tad, par galîgu izlaðu lûzuma punktu ar papildinâðanu sauc maksimâlo proporciju

ε∗∗n (θ̂n, x) =
m∗∗

n+m
,

kur m∗∗ = max{m ≥ 0 : θ̂n+m(y) - ierobeþots un nesakrît ar ∂Θ ∀y ∈ Xm}.

Abas definîcijas ε∗ un ε∗∗ dod lîdzîgas vçrtîbas pie lieliem n, bet ε∗ var izrâdîties çrtâk

lietojams, jo tas vienmçr aprçíinâms pie viena un tâ paða novçrtçjumu skaita n.

Piemçrs 4. Vidçjâ vçrtîba. Skaidrs, ka, ja kaut vai vienu izlases elementu aizstâj ar

izlçcçju x∗ →∞, tad x̄→∞. Lîdz ar to vidçjai vçrtîbai ε∗n = 0 un arî ε∗∗n = 0.

Piemçrs 5. α% noðíeltâ vidçjâ vçrtîba. Viegli redzçt, ka m∗ = [nα] un lîdz ar to ε∗n =

[αn]/n. Asimptotiskais lûzuma punkts ε∗ = α.

Piemçrs 6. Mediâna. Ievçro, ka mediâna ir vienâda ar 50% noðíelto vidçjo vçrtîbu. Lîdz

ar to, galîgu izlaðu lûzuma punkts ε∗n = [n/2], bet asimptotiskais lûzuma punkts ε∗ = 0.5.

Piemçrs 7. Aplûko novçrtçjumu klasi µ̂, kam spçkâ

µ̂(X1 + c, . . . , Xn + c) = µ̂(X1, . . . , Xn) + c. (1.17)

Ðâdus novçrtçjumus sauc par lokâcijas ekvivariantiem novçrtçjumiem.

Apgalvojums 2. Lokâcijas ekvivariantiem novçrtçjumiem ir spçkâ

ε∗n ≤
1

n

[
n− 1

2

]
. (1.18)

Pierâdîjums [17, 76. lpp]. Ievçro, ka (1.18) ekvivalents tam, ka no ε < ε∗ seko 1−ε > ε∗.

Pieòemsim, ka ε < ε∗. Definç Ft(x) = F (x− t) un

Ht = (1− ε)F + εFt ∈ Fε, H∗t = εF + (1− ε)F−t ∈ F1−ε, (1.19)
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kur

Fε = {(1− ε)F + εG : G ∈ G},

kur G ir visu sadalîjuma funkciju klase. Apzîmç ar µ̂∞(F ) novçrtçjuma µ̂ asimptotisko

vçrtîbu pie sadalîjuma funkcijas F , t.i.,

µ̂n →p µ̂∞(F ). Ievçrojot, ka Ht(x) = H∗t (x− t) un òemot vçrâ ekvivariancei, seko

µ̂∞(Ht) = µ̂∞(H∗t ) + t ∀t.

Tâ kâ ε < ε∗, µ̂∞(Ht) paliek ierobeþots, kad t→∞, lîdz ar to µ̂∞(H∗t ) nav ierobeþots un

H∗t ∈ F1−ε, kas nozîme, ka 1− ε > ε∗.
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2. M-novçrtçjumi

2.1. M-novçrtçjumi kâ maksimâlâs ticamîbas novçrtçjumu

vispârinâjums

1964. gadâ P. J. Huber publicçja rakstu "Robust estimation of location", kurâ tika vis-

pârinâts maksimâlâs ticamîbas novçrtçjumu jçdziens, aplûkojot to plaðâkas novçrtçjumu

klases ietvaros, kura tika nosaukta par M-novçrtçjumiem (no angïu valodas { generalized

maximal likelihood).

Definîcija 10. [16, 100. lpp.] Parametra θ maksimâlâs ticamîbas (ML) novçrtçjums ir

vçrtîba Tn = Tn(X1, X2, . . . , Xn), kas maksimizç
∏n

i=1 fTn(Xi), jeb ekvivalenti,

n∑
i=1

[− ln fTn(Xi)]→ min
Tn

.

Aplûkosim sakarîbu
n∑
i=1

ρ(Xi, Tn)→ min
Tn
, (2.1)

kur ρ ir kâda funkcija telpâ X × Θ. Turklât, ja ρ eksistç atvasinâjums ψ(x, θ) =

(∂/∂θ)ρ(x, θ), tad (2.1) ir ekvivalenta sakarîba

n∑
i=1

ψ(Xi, Tn) = 0. (2.2)

Definîcija 11. [16, 101. lpp.] Jebkuru novçrtçjumu, kas definçts formâ (2.1) vai (2.2)

sauc par M-novçrtçjumu. Turklât piezîmçsim, ka, ja Gn ir izlases ìenerçtâ empîriskâ

sadalîjuma funkcija, tad (2.2) atrisinâjumu Tn var izteikt arî formâ T (Gn), kur T ir

funkcionâlis, kuru uzdod sakarîba∫
ψ(x, T (G))dG(x) = 0 (2.3)

visiem sadalîjumiem G, kam ðis integrâlis ir definçts.

2.2. M-novçrtçjumu îpaðîbas

Ievietojot sakarîbâ (2.3) G vietâ Ft,x = (1 − t)F + t∆x un atvasinot pçc t, iegûst

M-novçrtçjuma ietekmes funkciju

IF (x;ψ, F ) =
ψ(x, T (F ))

−
∫

∂
∂θ

[ψ(y, θ)]T (F ) dF (y)
. (2.4)
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Gadîjumâ, kad tiek apskatîts lokâcijas modelis X = R, Θ = R, Fθ(x) = F (x− θ), tad

dabîgi pieòemt, ka ψ-funkcija uzdota veidâ

ψ(x, θ) = ψ(x− θ), (2.5)

kur, lai izpildîtos Fiðera konsistence (1.4), ir spçkâ∫
ψdF = 0 jeb EFψ = 0. (2.6)

Tad ietekmes funkcija ir formâ

IF (x;ψ,G) =
ψ(x− T (G))∫

ψ′(y − T (G))dG(y)
, (2.7)

un pie modelî pieòemtâ sadalîjuma F iegûst

IF (x;ψ, F ) =
ψ(x)∫
ψ′dF

(2.8)

pie nosacîjuma, ka
∫
ψ′dF 6= 0. No sakarîbas (2.8) iegûst M-novçrtçjuma dispersiju pie

modeïa:

V (ψ, F ) =

∫
ψ2dF

(ψ′dF )2
. (2.9)

Var pierâdît (skatît, piemçram [15, 49{52. lpp.]), ka nedilstoðai ψ-funkcijai un pie noteik-

tiem regularitâtes nosacîjumiem par sadalîjumu F , M-novçrtçjumiem ir spçkâ asimpto-

tiskâ normalitâte ar dispersiju V no (2.9).

M-novçrtçjumiem spçkâ Krâmera { Rao nevienâdîba (1.11) ar

J(F ) =

∫ (
f ′

f

)2

dF. (2.10)

2.3. Piemçri

Piemçrs 8. Maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums. No 10. definîcijas seko, ka izvçloties

ρ(x, θ) = − ln f(x, θ) un ψ(x, θ) = − ∂
∂θ

ln f(x, θ), (2.1) un (2.2) definç maksimâlâs tica-

mîbas novçrtçjumu, kas sasniedz mazâko iespçjamo asimptotisko dispersiju V (ψ, F ), t.i.,

Fiðera informâcijas inverso funkciju J(F )−1.

Pieòemsim, ka F = Φ, tad iegûst aritmçtisko vidçjo: ψ(x, θ) = x − θ, tâtad no (2.6)

seko, ka θ = EX. ρ(x, θ) = (x− θ)2, V (ψ,Φ) = J(Φ)−1 = 1.

Piemçrs 9. Ja F ir dubultais eksponenciâlais sadalîjums ar blîvuma funkciju f(x) =

1/2 exp(−|x|), tad kâ maksimâlâs ticamîbas novçrtçjumu iegûst mediânu. ρ(x, θ) = |x−θ|,

ρ eksistç atvasinâjums ψ pie x 6= 0 un

ψ(x, θ) = sgn(x− θ).
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Ievçro, ka sgn(x) = I{x>0} − I{x<0}, tad (2.2) ir formâ
n∑
i=1

sgn(Xi − θ) =
n∑
i=1

(I{Xi>θ} − I{Xi<θ}) = (2.11)

= #(Xi > θ)−#(Xi < θ) = 0, (2.12)

no kurienes seko, ka #(Xi > θ) = #(Xi < θ), tas ir, θ ir mediâna. Asimptotiskâ dispersija

ir V (ψ, F ) = J(F )−1 = 1.

Piemçrs 10. Hûbera novçrtçjumu definç ρ-funkcija

ρ(x) =

x
2, |x| ≤ k

2k|x| − k2, |x| > k,

(2.13)

kuras atvasinâjums ir 2ψ(x), kur

ψ(x) =


k, x ≥ k

x, −k ≤ x ≤ k

−k, x ≤ −k,

(2.14)

kur konstante k ∈ (0,∞). Hûbera novçrtçjuma ρ un ψ funkcijas skatâmas 3. attçlâ.
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3. att.: Hûbera novçrtçjuma ρ un ψ funkcijas, k = 1.35.

Piemçrs 11. Bi-square novçrtçjumu definç, izvçloties

ρ(x) =

1− [1− (x/k)2]
3
, |x| < k

1, |x| ≥ k,

(2.15)
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atvasinâjums ρ′(x) = 6ψ(x)/k2, kur

ψ(x) = x

[
1−

(x
k

)2
]2

I{|x|≤k}. (2.16)

Bi-square novçrtçjuma ψ-funkcija nav monotona (skat. 4. attçlu).
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4. att.: Bi-square novçrtçjuma ρ un ψ funkcijas, k = 1.35.

2.4. Hûbera minimax problçma

Tipiski, klasiskâs statistikas procedûra ir optimâlâ procedûra pie kâda ideâlâ (visbie-

þâk, normâlâ) modeïa. Ja ðî procedûra ir robusta un mçs vçlamies nodroðinâties pret

novirzçm no modeïa, tad par ðo robustîbu ir jâmaksâ ar novçrtçjuma efektivitâti. Lîdz ar

to jautâjums ir, pret cik lielâm novirzçm nepiecieðams nodroðinâties un cik daudz efek-

tivitâtes ir pieïaujams zaudçt. Viena no pieejâm ir fiksçt noteiktu modeïa apkârtni un

nodroðinâties, lai novçrtçjums bûtu robusts ðajâ apkârtnç. Tâda bija Hûbera [3] pieeja,

kas lokâcijas modeïa gadîjumâ noved pie minimax problçmas asimptotiskajai dispersijai

vai biasam. Par kritçriju izvçloties asimptotisko dispersiju, iegûst vienkârðu, nerando-

mizçtu minimax atrisinâjumu. Vismazâk labvçlîgâ situâcija - sadalîjums F0 jeb dabas

minimax stratçìija - minimizç Fiðera informâciju dotajâ apkârtnç.

Pieòemsim, ka îstâ viendimensionâlu kïûdu sadalîjuma funkcija F atrodas kâdâ modeïa

sadalîjuma F0 apkârtnç Pε, novçrojumi ir i.i.d. sadalîti ar sadalîjuma funkciju F (x − θ)

un ka nepiecieðams novçrtçt lokâcijas parametru θ. Mçríis ir optimizçt ðâda novçrtçjuma
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robustîbas îpaðîbas, minimizçjot tâ maksimâlo dispersiju starp sadalîjumiem F ∈ Pε.

Pieòemsim, ka mçríis ir nevis minimizçt novçrtçjuma atlikumu summu, bet gan sekojoðu

izteiksmi
n∑

1=1

ρ(Xi − θ), (2.17)

kur ρ ir simetriska, augoða funkcija, kas aug lçnâk nekâ kvadrâtiski. Tad θ vçrtîba Tn, pie

kuras izteiksme (2.17) sasniedz minimumu, ir vienâdojuma

n∑
i=1

ψ(Xi − Tn) = 0 (2.18)

atrisinâjums, kur ψ = ρ′. Pieòemsim, ka Xi ir i.i.d. sadalîti ar sadalîjuma funkciju

F ∈ Pε, kur

Pε = {F |F = (1− ε)Φ + εH,H ∈M, H { simetrisks sadalîjums.} (2.19)

Definîcija 12. Sadalîjumu klasi (2.19) sauc par normâlo sadalîjumu ar piesâròojumu, un

ε sauc par piesâròojuma lîmeni.

Ðâds modelis rodas, piemçram, situâcijâ, kad tiek pieòemts, ka novçrojumi sadalîti

normâli ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju 1, bet ε-daïa no visiem datiem ir mçrîjumu

kïûdas. Jâpiezîmç, ka ar piesâròojuma idejas palîdzîbu pirmoreiz statistikas teorijâ tika

aprakstîta kâda parametriska modeïa pilna apkârtne.

Izvirzot izteiksmi (2.18) Teilora rindâ, iegûst, ka asimptotiski Tn ir spçkâ∑
ψ(Xi)− Tn

∑
ψ′(Xi) = 0, (2.20)

un, izmantojot centrâlo robeþteorçmu, var secinât, ka
√
nTn ir asimptotiski normâlo sa-

dalîts ar dispersiju

A(F, T ) =
EF (ψ2)

(EFψ′)2
. (2.21)

Ðî ir pierâdîjuma skice, kas heiristiski pamato, kâdçï nepiecieðams modeïa apkârtni

definçt formâ (2.19). Formâlu pierâdîjumu var skatît [14] 3.2.2. nodaïâ.

Ievçro, ka lai A(F, T ) paliktu ierobeþots kopâ F ∈ Pε, nepiecieðams, lai ψ bûtu iero-

beþots. Vienkârðâkâ ψ funkcija ir iegûstama, izvçloties par ρ izliektu funkciju

ρ(x) =


1
2
x2, |x| ≤ k

k|x| − 1
2
k2, |x| > k.

(2.22)
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Tad ψ

ψ(x) =


k, x ≥ k

x, −k ≤ x ≤ k

−k, x ≤ −k.

(2.23)

Ievçro, ka tikko izvçlçtâs ρ un ψ-funkcijas atbilst Hubera novçrtçjumu definçjoðajâm fun-

kcijâm (2.13) un (2.14).

Tâlâk ievçro, ka

A(F, T ) ≤ (1− ε)EΦψ
2 + εk2

((1− ε)EΦψ′)2
, (2.24)

kur augðçjâ robeþa tiek sasniegta pie tâdiem sadalîjumiem H, kuriem visa masa atrodas

ârpus intervâla [−k; k]. Novçrtçjums, kuru definç sakarîba (2.17), ir maksimâlâs ticamîbas

novçrtçjums sadalîjumam formâ f0(x) = Ce−ρ(x). Tâtad, ja sakarîbâ (2.22) izvçlas k tâdu,

lai C = (1− ε)/
√

2π, iegûst, ka k un ε saista sakarîba

2φ(k)

k
− 2Φ(−k) =

ε

(1− ε)
, (2.25)

un iegûst, ka

f0 =
1− ε√

2π
e−ρ(x). (2.26)

f0 atbilstoðais sadalîjums F0 pieder apkârtnei Pε, un seko, ka

sup
F∈Pε

A(F, T ) = A(F0, T ). (2.27)

Tâtad ir iegûts, ka Hûbera novçrtçjums ir maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums blîvuma

funkcijai f0 (2.26) atbilstoðajam sadalîjumam F0, kuru sauc par Hûbera vismazâk labvçlîgo

sadalîjumu un tas minimizç F0 asimptotisko dispersiju. Turklât, Hûbera novçrtçjums

minimizç asimptotisko dispersiju piesâròotu normâlo sadalîjumu klasç Pε (2.19). Hûbera

vismazâk labvçlîgais sadalîjums F0 redzams 2.4. attçlâ. Ðim sadalîjumam centrâlajâ daïâ

ir saspiests normâlais sadalîjums, un tam ir smagas astes, kas uzskatâmi parâda to, ka

sadalîjums konstruçts, lai raksturotu piesâròojuma ietekmi.

Hûbera novçrtçjums zinâmâ mçrâ ir vidusceïð starp diviem visbieþâk pielietotajiem

lokâcijas parametru novçrtçjumiem - vidçjo vçrtîbu un mediânu, un tas rod kompromisu

starp pirmâ efektivitâti un otrâ robustumu. Aplûkojot konstantes k robeþgadîjumus,

k → ∞ un k → 0, iegûst attiecîgi vidçjo vçrtîbu un mediânu, kas arî ir M-novçrtçjumi.
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5. att.: Hûbera vismazâklabvelîgais sadalîjums daþâdiem ε piesâròojuma lîmeòiem. Sa-

lîdzinâjumam attçlota standartnormâlâ sadalîjuma blîvuma funkcija un ar koeficien-

tu (1 − ε) saspiests standartnormâlâ sadalîjuma blîvuma funkcijas grafiks, kas inter-

vâlâ |x| < k sakrît ar Hûbera vismazâklabvçlîgâ sadalîjuma blîvuma funkcijas grafiku.

(a)ε = 20%, k = 0.86; (b) ε = 10%, k = 1.14; (c)ε = 5%, k = 1.4; (d) ε = 1%, k = 1.94.
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Lîdz ar to k var interpretçt kâ saskaòoðanas konstanti, kas nosaka novçrtçjuma robustuma

pakâpi.

Aprçíinot asimptotiskâs dispersijas augðçjo robeþu daþâdiem sadalîjumiem no saimes

Pε [3, 1. tabula], mainot ψ-funkcijas k vçrtîbu un piesâròojuma lîmeni ε, var secinât, ka k

izvçlei nav kritiskas nozîmes. Hûbera secinâjums bija, ka jebkura vçrtîba 1 ≤ k ≤ 2 dod

apmierinoðus rezultâtus piesâròojuma lîmeòiem ε ≤ 0.2. Motivâciju ðim secinâjumam

var rast 1. tabulâ, kas ir fragments no Hûbera oriìinâlâs tabulas: redzams, ka jebkuram

0 ≤ ε ≤ 0.2 (kas, turklât, atbilst vairumam saprâtîgu praktisku situâciju) asimptotiskâs

dispersijas robeþa, izvçloties 1 ≤ k ≤ 2, nemainâs tik strauji, lai novçrtçjums kïûtu

neefektîvs.

No ðîs tabulas iespçjams arî nolasît katram piesâròojuma lîmenim optimâlo k. Piemç-

ram, ε = 0.05 vismazâko dispersiju V = 1.047 sasniedz pie k = 1.4, pie ε = 0.2 mazâko

dispersiju V = 2.046 sasniedz pie aptuveni k = 0.9 (precîzâs vçrtîbas var aprçíinât no

sakarîbas (2.25)). Ðîs sakarîbas var izmantot situâcijâ, kad piesâròojuma lîmenis ir zinâms

vai nojauðams.

Klasiska pieeja k izvçlei situâcijâ, kad piesâròojuma lîmenis nav zinâms, ir izvçlçties

fiksçtu efektivitâtes zudumu (jeb "apdroðinâðanas prçmijas lielumu") pie normâlâ modeïa.

2.4. tabulâ redzama attiecîba starp robstîbu un efektivitâti daþâdiem k gadîjumâ, kad

sadalîjums ir jaukts normâlais sadalîjums F = (1− ε)N(0, 1) + εN(0, 10). Ja izvçlçsimies

nodroðinâties pret novirzçm no modeïa, lietojot Hûbera novçrtçjumu ar k = 1.4, bet dati

izrâdîsies precîzi standartnormâli sadalîti, tad iegûtais novçrtçjums bûs par 4.7% mazâk

efektîvs, nekâ vidçjâ vçrtîba. Ðo efektivitâtes zuduma apmçru katram k var nolasît tabulas

kolonnâ, kur ε = 0. Literatûrâ minçts klasisks ieteikums (piemçram, [17]) ir izvçlçties

k = 1.35, kas atbilst 5% efektivitâtes zudumam pie normâlâ modeïa.
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1. tabula:
√
nTn asimptotiskâs dispersijas augðçjâs robeþas (2.24) pie modeïa F = (1 −

ε)Φ+ εH, kur H - simetrisks sadalîjums, Tn - Hûbera novçrtçjums no (2.18) ar ψ-funkciju

no (2.14).

k EΦψ
′ EΦψ

2 ε = 0 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5

0.0 0.0000 0.0000 1.571 1.603 1.636 1.741 1.939 2.454 6.283

0.1 0.0797 0.0095 1.492 1.523 1.556 1.658 1.853 2.358 6.137

0.2 0.1585 0.0358 1.423 1.454 1.485 1.586 1.778 2.276 6.030

0.3 0.2358 0.0758 1.362 1.393 1.424 1.524 1.714 2.209 5.961

0.4 0.3108 0.1265 1.309 1.339 1.370 1.470 1.659 2.154 5.930

0.5 0.3829 0.1851 1.263 1.293 1.324 1.423 1.613 2.111 5.935

0.6 0.4515 0.2491 1.222 1.252 1.284 1.384 1.576 2.079 5.976

0.7 0.5161 0.3160 1.187 1.217 1.249 1.351 1.546 2.058 6.053

0.8 0.5763 0.3840 1.156 1.187 1.220 1.324 1.522 2.047 6.166

0.9 0.6319 0.4511 1.130 1.162 1.195 1.302 1.506 2.046 6.317

1.0 0.6827 0.5161 1.107 1.140 1.175 1.284 1.495 2.055 6.506

1.1 0.7287 0.5777 1.088 1.122 1.158 1.272 1.490 2.072 6.734

1.2 0.7699 0.6352 1.072 1.107 1.144 1.263 1.491 2.099 7.003

1.3 0.8064 0.6880 1.058 1.095 1.134 1.258 1.496 2.135 7.314

1.4 0.8385 0.7358 1.047 1.086 1.126 1.256 1.507 2.179 7.669

1.5 0.8664 0.7785 1.037 1.078 1.121 1.258 1.522 2.233 8.069

1.6 0.8904 0.8160 1.029 1.073 1.118 1.262 1.542 2.296 8.517

1.7 0.9109 0.8487 1.023 1.069 1.116 1.270 1.567 2.367 9.012

1.8 0.9281 0.8767 1.018 1.066 1.117 1.280 1.595 2.448 9.558

1.9 0.9426 0.9006 1.014 1.065 1.119 1.292 1.628 2.537 10.154

2.0 0.9545 0.9205 1.010 1.065 1.122 1.307 1.665 2.635 10.802

2.5 0.9876 0.9776 1.002 1.078 1.156 1.410 1.905 3.255 14.821

3.0 0.9973 0.9950 1.000 1.103 1.209 1.554 2.229 4.078 20.098
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2. tabula: Hûbera M-novçrtçjuma asimptotiskâs dispersijas pie modeïa

F = (1− ε)N(0, 1) + εN(0, 10). [17, 27. lpp.]

k ε=0 ε=0.05 ε=0.10

0 1.571 1.722 1.897

0.7 1.187 1.332 1.501

1.0 1.107 1.263 1.443

1.4 1.047 1.227 1.439

1.7 1.023 1.233 1.479

2.0 1.010 1.259 1.550

∞ 1 5.95 10.9

2.5. Robusti mçroga novçrtçjumi

Definîcija 13. Par mçroga parametra novçrtçjumu sauc jebkuru pozitîvu statistiku Sn,

kas ir ekvivarianta pret mçrogoðanu:

Sn(aX1, aX2, . . . , aXn) = aSn(X1, X2, . . . , Xn), kur a > 0. (2.28)

Robustajâ statistikâ mçroga parametri parâdâs kâ traucçjoðie parametri. Piemçram,

lokâcijas parametra M-novçrtçjumi nav invarianti attiecîbâ pret mçrogu, taèu ðo problçmu

var pârvarçt, uzdodot M-novçrtçjumu Tn formâ
n∑
i=1

ψ

(
xi − Tn
Sn

)
= 0, (2.29)

kur Sn ir kâds mçroga parametra novçrtçjums. Dabîgi bûtu novçrtçt Sn ar kâdu robustu

novçrtçjumu. Zinâms, ka visparastâkais mçroga novçrtçjums - izlases standartnovirze

(SD) s, kuru definç

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − x̄)2, (2.30)

nav robusta. Tukey (1960) piedâvâtâ alternatîva bija vidçjâ absolûtâ novirze (angl. {

mean absolute deviation), kas arî ir jutîga pret izlçcçjiem, bet mazâk neka standartnovirze:

MD =
1

n

n∑
i=1

|Xi − x̄|. (2.31)

Visbieþâk lietotais robustais mçroga novçrtçjums ir MAD (angl. { median absolute devia-

tion)

MAD = median(|Xi −median(Xi)|). (2.32)
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Atðíirîbâ no cita labi zinâma mçroga novçrtçjuma - starpkvartiïu novçrtçjuma

IQR = X(n−m+1) −X(m), m = [n/4] , (2.33)

MAD piemît augstâks lûzuma punkts ε∗ = 0.5 (IQR tas ir ε∗ = 0.25). Parasti mçro-

ga novçrtçjumus nepiecieðams standartizçt, lai pie modeïa tie bûtu Fiðera konsistenti.

Piemçram, lai MAD bûtu konsistents pie normâlâ modeïa, to nepiecieðams izdalît ar

Φ−1(3/4) = 0.6745.

6. attçlâ konstruçtas jutîguma lîknes izkliedes novçrtçjumiem. MAD un IQR jutîguma

lîkne ir ierobeþota, tâtad ðie novçrtçjumi patieðâm ir robusti. Savukârt standartnovirzei

SD un vidçjai absolûtajai novirzei MD jutîguma lîkne nav ierobeþota, kas parâda to

robustuma trûkumu.

Lai atrisinâtu (2.29), parasti ir pietiekoði novçrtçt Sn vispirms un tad ievietot (2.29).

Alternatîvi, var arî novçrtçt Tn un Sn vienlaicîgi, taèu tas ir skaitliski sareþìîtâks uzde-

vums; par abu pieeju atbilstîbu konkrçtâm situâcijâm sîkâk aprakstîts, piemçram, Huber

[3] "Proposal 2".
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6. att.: Jutîguma lîkne daþâdiem izkliedes novçrtçjumiem, N(0, 1) izlasei: n=20. (a)

standartnovirzei (SD), (b) mediânas absolûtajai novirzei (MAD), (c) vidçjai absolûtajai

novirzei (MD), (d) starpkvartiïu novçrtçjumam (IQR).

3. Gludais Hûbera novçrtçjums

Nesenâ publikâcijâ [13] Hampel definçja gludinâðanas principu M-novçrtçjumiem, kur

gludinâðanas pakâpe ir atkarîga no izlases lieluma. Jaunais novçrtçjums saglabâ M-

novçrtçjuma asimptotiskâs îpaðîbas, un, kâ liecina Hampel simulâciju eksperimenta re-
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zultâti, mazu izlaðu gadîjumâ sniedz precîzâkus rezultâtus nekâ parastais M-novçrtçjums,

îpaði sadalîjumu astçs.

Gludinâðanas principu definç M-novçrtçjuma ψ funkcijai. Vispârîgai M-novçrtçjuma

ψ funkcijai definç skores funkciju

ψ̃(x) =

∫
ψ(x+ u)dQn(u), (3.1)

kur Qn var izvçlçties kâ sâkotnçjâ M-novçrtçjuma sadalîjuma funkciju pie n i.i.d. no-

vçrojumiem no modelî pieòemtâ sadalîjuma. Izòemot vidçjo vçrtîbu un mediânu, M-

novçrtçjumu sadalîjuma funkcija galîgiem izlaðu apjomiem nav izsakâma atklâtâ veidâ.

Tomçr, kâ minçts (2.2.) nodaïâ, M-novçrtçjumiem ir spçkâ asimptotiskâ normalitâte, lîdz

ar to Qn var aizstât ar N(0, V/n), kur V ir M-novçrtçjuma asimptotiskâ dispersija. Jâpie-

zîmç, ka gludinâðanas principu var pielietot arî M-novçrtçjumiem, kuru ψ funkcijas jau ir

gludas.

Ja M-novçrtçjums ir arî maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums, tad par Qn var izvçlçties

atbilstoðo sadalîjumu, pie kura novçrtçjums ir asimptotiski optimâls. Hûbera novçrtçjuma

gadîjumâ tas ir Hûbera vismazâk labvçlîgais sadalîjums (2.26). Izvçloties par Qn blîvuma

funkciju f0 no izteiksmes (2.26), ψ-funkcija, kas definç gludo M-novçrtçjumu, izsakâma

atklâtâ formâ

ψ̃k(x) = kΦ

(
x− k
σn

)
− k

(
1− Φ

(
x+ k

σn

))
+ x

(
Φ

(
x+ k

σn

)
− Φ

(
x− k
σn

))
+ σn

(
φ

(
x+ k

σn

)
− φ

(
x− k
σn

))
, (3.2)

kur σn =
√
V/n. Gludinâtâ funkcija ψk, salîdzinâjumâ ar Hûbera novçrtçjuma ψ funkciju,

redzama 3. attçlâ.

Hampel [13] simulâciju eksperimentâ pçtîja datus no daþâdiem sadalîjumiem: normâlâ

sadalîjuma, Hûbera vismazâk labvçlîgâ sadalîjuma ar parametru k = 0.862 (kas, saskaòâ

ar (2.25), atbilst ε = 0.2), dubultâ eksponenciâlâ sadalîjuma un Koðî sadalîjuma. Visos

gadîjumos Hampel izvçlçjâs V = 2.046 no (3.2), kas ir atbilstoðâ minimax dispersija

piesâròojuma lîmenim ε = 0.2.

Ja nepiecieðams aprçíinât gludo Hûbera novçrtçjumu reâliem datiem, piesâròojuma

lîmenis ε nav zinâms, lîdz ar to nav iespçjams izvçlçties k un aprçíinât asimptotisko

dispersiju. Tâdçï reâliem datiem ðî darba ietvaros tika nolemts V novçrtçt ar izlases

dispersiju, izmantojot kvantiïu butstrapa metodi.
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7. att.: (a) Hûbera novçrtçjuma ψ funkcija, (b) gludinâtâ Hûbera novçrtçjuma ψ̃k funkcija.

k = 1.35.

3.1. Negludo un gludo M-novçrtçjumu salîdzinâjums - simulâ-

ciju piemçri

Lai salîdzinâtu gludos un parastos M-novçrtçjumus, lîdzîgi kâ [13] tika veiktas simu-

lâcijas normâlajam, Hûbera vismazâk labvçlîgajam (ar k = .862), dubultajam ekspo-

nenciâlajam un Koðî sadalîjumiem. Tika novçrtçtas sekojoðas statistikas: vidçjâ vçrtîba

(attçlos apzîmçta kâ Mean), mediâna (Med), gludinâtâ mediâna (SMed), Hûbera novçr-

tçjums (MHub), gludais Hûbera novçrtçjums (SHub), Koðî novçrtçjums (Cau) un gludais

Koðî novçrtçjums (SCau). Visas statistikas tika aprçíinâtas, pieòemot, ka skalas para-

metrs ir zinâms (s = 1). Katrai statistikai tika analizçts kvadrâtisko kïûdu sadalîjums

pie N = 1000 simulâcijâm. Tika aprçíinâta kvadrâtisko kïûdu sadalîjuma vidçjâ vçrtîba

(MSE), 99% kvantile un mediâna. Lai salîdzinâtu novçrtçjumus, tika konstruçti vidçjo

kvadrâtisko kïûdu (MSE) grafiks (9. attçls), 99% kvantiles grafiks (10. attçls) un me-

diânas efektivitâtes grafiks (11. attçls) maziem izlaðu apjomiem, n = 3, 4, 5, 8, 20. Kâ

arî 25%, 50%, 75%, 90%, 95% un 99% kvantiïu grafiki katra sadalîjuma veida vienam

izlases apjomam { n = 20 vai n = 8 (8. attçls). Gludinâtie M-novçrtçjumi tika aprçíinâ-

ti, izmantojot R paplaðinâjumprogrammu smoothmest, kuru saistîbâ ar publikâciju [13]

izstrâdâjis Hampel un lîdzautori.
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Kâ jau sagaidâms, katram sadalîjumam labâko rezultâtu (mazâko dispersiju) sasniedz

pie novçrtçjuma, kas ir tam atbilstoðais maksimâlâs ticamîbas novçrtçjums, ka to var

redzçt 8. attçlâ. Normâlajam sadalîjumam vislabâko rezultâtu sasniedz vidçjâ vçrtîba

gan MSE, gan 99% kvantilei, gan mediânai. Hûbera vismazâk labvçlîgajam sadalîjumam

mediânas un 99% kvantiles gadîjumâ efektîvâkais novçrtçjums ir gludais Hûbera novçr-

tçjums, kuram seko parastais Hûbera novçrtçjums (kas liecina, ka gludais novçrtçjums

darbojas labâk), savukârt kvadrâtisko kïûdu mediânas gadîjumâ lîdzîgi labu rezultâtu

dod arî gludinâtâ mediâna. Dubultajam eksponenciâlajam sadalîjumam efektîvâkâ MSE

un 99% kvantiles gadîjumâ ir gludâ un parastâ mediâna. Koðî sadalîjumam matemâtis-

kâ cerîba neeksistç, un x̄ → ∞, kad n → ∞. Lîdz ar to, vidçjâs vçrtîbas novçrtçjums

salîdzinâjumâ ar pârçjiem bija tik slikts, ka grafikos nav attçlots. Visefektîvâkais ir Koðî

novçrtçjums, turklât gludais darbojas labâk par parasto.
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8. att.: Lokâcijas parametra M-novertçjumu kvadrâtisko kïûdu sadalîjuma kvantiles. (a)

Standartnormâlais sadalîjums, n = 20, (b) Hûbera vismazâk labvçlîgais sadalîjums ar

k = 0.862, n = 8, (c) dubultais eksponenciâlais sadalîjums ar µ = 0, λ = 1, n = 20, (d)

Koðî sadalîjums ar µ = 0, σ = 1, n = 20.
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9. att.: Lokâcijas parametra M-novertçjumu vidçjâs kvadrâtiskâs kïûdas efektivitâte daþâ-

diem izlaðu apjomiem. (a) Standartnormâlais sadalîjums (b) Hûbera vismazâk labvçlîgais

sadalîjums ar k = 0.862, (c) dubultais eksponenciâlais sadalîjums ar µ = 0, λ = 1, (d)

Koðî sadalîjums ar µ = 0, σ = 1.
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10. att.: Lokâcijas parametra M-novertçjumu kvadrâtisko kïûdu 99% kvantiles efektivi-

tâte daþâdiem izlaðu apjomiem. (a) Standartnormâlais sadalîjums (b) Hûbera vismazâk

labvçlîgais sadalîjums ar k = 0.862, (c) dubultais eksponenciâlais sadalîjums ar µ = 0,

λ = 1, (d) Koðî sadalîjums ar µ = 0, σ = 1.

32



3 4 5 8 20

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

Mean
Med
SMed
MHub
SHub
MCau
SCau

(a)

3 4 5 8 20

0.
80

0.
85

0.
90

0.
95

1.
00

Mean
Med
SMed
MHub
SHub
MCau
SCau

(b)

3 4 5 8 20

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

Mean
Med
SMed
MHub
SHub
MCau
SCau

(c)

3 4 5 8 20

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

Med
SMed
MHub
SHub
MCau
SCau

(d)

11. att.: Lokâcijas parametra M-novertçjumu kvadrâtisko kïûdu mediânas efektivitâte

daþâdiem izlaðu apjomiem. (a) Standartnormâlais sadalîjums (b) Hûbera vismazâk lab-

vçlîgais sadalîjums ar k = 0.862, (c) dubultais eksponenciâlais sadalîjums ar µ = 0, λ = 1,

(d) Koðî sadalîjums ar µ = 0, σ = 1.
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4. Empîriskâs ticamîbas metode

Empîriskâs ticamîbas (angl. - empirical likelihood, EL) metode ir mûsdienu nepara-

metriskâs statistikas metode, kuru izstrâdâja Owen [7], [8], [9]. Metodes bûtîba ir aprok-

simçt datus ar diskrçtiem sadalîjumiem, kam piemît punktveida varbûtîbas datu punktos.

Empîriskâs ticamîbas metodi, tâpat kâ tâs parametrisko lîdzinieci maksimâlas ticamîbas

funkcijas metodi, var izmantot parametru novçrtçðanai, hipotçþu pârbaudei un novçrtç-

jumu ticamîbas intervâlu konstruçðanai, tomçr tai ir vairâkas priekðrocîbas. Piemçram,

empîriskie ticamîbas intervâli automâtiski atspoguïo novçrotâs datu kopas îpaðîbas un

tiem nav jâbût simetriskiem.

Oriìinâlajâ publikâcijâ Owen [7] parâdîja, ka empîriskâs ticamîbas intervâlus iespç-

jams konstruçt vidçjai vçrtîbai, diferencçjamiem statistiskajiem funkcionâïiem, tajâ skai-

tâ kvantilçm, un noteiktiem M-novçrtçjumiem. Qin un Lawless [10] formulçja empîrisko

ticamîbas metodi vispârîgâ formâ ar nenovirzîtiem vienâdojumiem, kas ietver visus ie-

priekð minçtos piemçrus. Qin un Lawless aplûko d−dimensionâlus i.i.d. gadîjuma lielu-

mus X1, . . . , Xn ar nezinâmu sadalîjuma funkciju F un p-dimensionâlu parametru θ. Ðîs

nodaïas ietvaros vienkârðîbas labad tiks pieòemts, ka p = 1 un d = 1.

Pieòemsim, ka informâcija par F un θ dota nenovirzîtas funkcijas g(X, θ) formâ, kur

E{g(X, θ)} = 0. Piemçram, vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ g(Xi, θ) = Xi − θ. Aplûkojot

kvantiles θq = F−1(q), iegûst g(Xi, θq) = I{x≤θq} − q.

Definîcija 14. Par sadalîjuma F neparametrisko ticamîbas funkciju L(F ) sauc funkciju

L(F ) =
n∏
i=1

pi, (4.1)

kur pi = P (X = Xi) un
∑n

i=1 pi = 1.

Funkcija L(F ) sasniedz maksimumu, kad pi = 1/n, t.i., kad F ir empîriskâ sadalî-

juma funkcija Fn(x) = n−1
∑n

i=1 I{xi<x}. Lîdz ar to sadalîjuma funkcijai F var definçt

neparametrisko jeb empîrisko ticamîbas attiecîbu

R(F ) =
L(F )

L(Fn)
=

n∏
i=1

npi. (4.2)

Funkciju L(F ) maksimizç pie nosacîjumiem

pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1,
∑
i

pig(Xi, θ) = 0. (4.3)
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L(F ) eksistç viens vienîgs maksimums, pie nosacîjuma, ka 0 atrodas izliektas èaulas iek-

ðpusç, kuru veido punkti g(X1, θ), g(X2, θ), . . . , g(Xn, θ). Atrisinâjumu atrod ar Lagranþa

reizinatâju palîdzîbu. Definç

H =
∑
i

log pi + λ0

(
1−

∑
i

pi

)
− nλ

∑
i

pig(Xi, θ), (4.4)

kur λ un λ0 ir Lagranþa reizinâtâji. Atvasinot H attiecîbâ pret pi, iegûst

∂H

∂pi
=

1

pi
− λ0 − nλg(Xi, θ) = 0,∑

i

pi
∂H

∂pi
= n− λ0 = 0⇒ λ0 = n (4.5)

un

pi =

(
1

n

)
1

1 + λg(Xi, θ)
. (4.6)

Izmantojot treðo ierobeþojumu no (4.3), iegûst

0 =
∑
i

pig(Xi, θ) =
1

n

∑
i

g(Xi, θ)

1 + λg(Xi, θ)
, (4.7)

lîdz ar to λ ir nosakâma kâ funkcija no θ. No 0 ≤ pi ≤ 1 seko, ka 1 + λg(Xi, θ) ≥ 1/n

visiem i. Fiksçtam θ aplûko kopu Dθ = {λ : 1+λg(Xi, θ) ≥ 1/n}. Dθ ir izliekta un slçgta,

un ierobeþota, ja 0 pieder punktu g(Xi, θ) izliektâs èaulas iekðienei. Turklât, atvasinot

(4.7) pçc λ, iegûst

∂

∂λ

{
1

n

n∑
i=1

g(Xi, θ)

1 + λg(Xi, θ)

}
= − 1

n

n∑
i=1

(g(Xi, θ))
2

(1 + λg(Xi, θ))2
, (4.8)

kas vienmçr ir negatîvs. Saskaòâ ar inversâs funkcijas teorçmu, λ = λ(θ) nepârtraukti

diferencçjama funkcija pçc θ.

Empîriskâs ticamîbas attiecîbas funkcija parametram θ ir formâ

L(θ) =
n∏
i=1

{(
1

n

)
1

1 + λ(θ)g(Xi, θ)

}
, (4.9)

un empîriskâs ticamîbas attiecîba

R(θ) =
n∏
i=1

npi =
n∏
i=1

1

1 + λg(Xi, θ)
. (4.10)

Çrtâk lietojama ir logaritmiskâ empîriskâ ticamîbas attiecîba,

l(θ) = − logR(θ) =
n∑
i=1

log [1 + λ(θ)g(Xi, θ)] . (4.11)
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Minimizçjot l(θ), iegûst parametra θ empîriskâs ticamîbas novçrtçjumu

arg minθ l(θ) = θ̃. Qin un Lawless parâdîja, ka pie zinâmiem nosacîjumiem, logaritmis-

kajai empîriskâs ticamîbas attiecîbai ir spçkâ neparametriskâ Vilksa teorçma [10, 307.

lpp.]

W (θ0) = −2 logR(θ0)
d−→ χ2

1, (4.12)

kad n → ∞ un H0 : θ = θ0 ir spçkâ. Ðî teorçma ïauj sekojoði konstruçt empîriskâs

ticamîbas novçrtçjumu intervâlus: nosaka c tâdu, ka

P (χ2
1 ≤ c) = 1− α, (4.13)

kur (1− α) ir izvçlçtâ pârklâjuma precizitâte. Tad empîriskais ticamîbas intervâls ir

Rc = {θ : W (θ) ≤ c}, (4.14)

un, saskaòâ ar Vilksa teorçmu (4.12), intervâla asimptotiskâ pârklâjuma precizitâte ir

P (θ0 ∈ Rc) = P{W (θ0) ≤ c} = 1− α. (4.15)

Piemçrs 12. Vidçjâ vçrtîba µ. Novçrtçjoðâ funkcija ir g(Xi; θ) = Xi−µ un (4.7) ir formâ

1

n

n∑
i=1

Xi − µ
1 + λ(Xi − µ)

= 0, (4.16)

no kurienes nosaka λ vçrtîbu. Logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîbas statistika ir

W (µ) = 2
n∑
i=1

log {1 + λ(Xi − µ)} . (4.17)

4.1. Empîriskâs ticamîbas metode M-novçrtçjumiem

Owen [7] parâdîja, ka empîriskâs ticamîbas metode ir pielietojama arî noteiktiem M-

novçrtçjumiem. Aplûkosim M-novçrtçjumus, kas ir uzdoti funkcionâlajâ formâ (2.3)

Teorçma 3. [7, 243. lpp.] Pieòemsim, ka τ = T (F ) ir M-novçrtçjumu definçjoðâ vien-

âdojuma ∫
ψ(X, τ)dF (x) = 0 (4.18)

atrisinâjums, un pieòemsim, ka X1, X2, . . . , Xn ir i.i.d. sadalîti gadîjuma lielumi, Xi ∼

F0. Aplûko viena argumenta funkcijas ψ·t(x) un ψx·(t), kur

ψ·t(x) = ψ(x, t) = ψx·(t). (4.19)
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Pieòemsim, ka funkcijai ψ(x, t) spçkâ: (i) T (F0) = τ eksistç un ir viens vienîgs, (ii)

ψ·τ (x) ir mçrojama, (iii) D {ψ(X1, τ)} > 0, (iv) E {|ψ·τ (X)|3} <∞.

Pozitîvai konstantei c un empîriskâs ticamîbas attiecîbai R, kas definçta (4.2), aplûko

Fc,n = {F |R(F ) ≥ c, F � Fn}, un

Sc,n =
⋃

F∈Fc,n

{
t
∣∣∣ ∫ ψ(x, t)dF (x) = 0

}
. (4.20)

Tad

P (T (F0) ∈ Sc,n)→ P
{
χ2

1 ≤ −2 log c
}
,

kad n→∞. Turklât, ja (v) ψx,t ir neaugoða pçc t, tad Sc,n ir intervâls.

Piemçrs 13. Hûbera novçrtçjums [7]. Hûbera novçrtçjuma ψ-funkcijai (2.14) izpildâs

3. teorçmas nosacîjumi, un Sc,n ir intervâls. g(Xi, θ) = ψ {(Xi − µ)/σ̂}, kur σ̂ ir mçroga

novçrtçjums, un empîriskâs ticamîbas attiecîba ir formâ

R(µ) = sup
p

{ n∏
i=1

npi|pi ≥ 0,
n∑
i=1

pi = 1,
n∑
i=1

piψ

(
Xi − µ
σ̂

)
= 0
}
. (4.21)

Apzîmç Zi = ψ(Xi, µ). Tad (4.21) sasniedz maksimumu pie

pi = {n(1 + λZi)}−1 , (4.22)

un λ ir vienâdojuma
1

n

n∑
i=1

Zi
1 + λZi

= 0 (4.23)

sakne, un tâ atrodas intervâlâ (−Z−1
(n),−Z

−1
(1)). Owen norâda, ka λ ierobeþojoðâs vçrtîbas

var atrast, atrisinot vienâdojumu {n(1 + λz)}−1 = 2, kur z pieòem vçrtîbas Z(1) un Z(n).

Viens no ticamîbas intervâla kvalitâtes mçriem ir tâ garums, tâdçï ir svarîgi pârbaudît,

vai intervâla garums ir robusts. Skaidrs, ka ticamîbas intervâls vidçjai vçrtîbai, kas balstîts

uz centrâlo robeþteorçmu, nav robusts, jo pat viens izlçcçjs datos var likt dispersijai

eksplodçt un var veidoties ïoti plats intervâls. Empîriskâs ticamîbas intervâls vidçjai

vçrtîbai ir balstîts tikai uz novçrotajiem datiem, un tâ galapunkti ir datu punktu svçrtais

vidçjais. Tâ kâ pçc metodes nosacîjumiem visi svari ir pozitîvi, tad intuitîvi var spriest,

ka intervâla garumu bûtiski var ietekmçt izlçcçju klâtbûtne datos.

Rodas jautâjums, vai robusta M-novçrtçjuma empîriskâs ticamîbas intervâls saglabâ

punktveida novçrtçjuma robustuma îpaðîbu. Izrâdâs, ka asimptotiski tâ patieðâm ir, kâ

to pierâdîja Tsao un Zhou [11]. Lai to pçtîtu, tâpat kâ punktveida novçrtçjumam, arî

ticamîbas intervâla garumam nepiecieðams definçt lûzuma punktu.
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Definîcija 15. [11] Pieòemsim, ka doti novçrojumi X1, . . . , Xn, |Xi| <∞, kuriem iegûts

ticamîbas intervâls ar garumu Ln. Tad Ln galîgas izlases lûzuma punktu εn definç

εn(Ln;X1, . . . , Xn) =
1

n
min

{
m
∣∣ max
i1,...,im

sup
Y1,...,Ym

{Ln(Z1, . . . , Zn)} =∞
}
, (4.24)

kur Z1, . . . , Zn ir izlase, kas iegûta, aizstâjot skaitâ m datu punktus Xi1 , . . . , Xim ar brîvi

izvçlçtâm vçrtîbâm Y1, . . . , Ym. Ðeit Xi un Yi nav gadîjuma lielumi.

Galîgu izlaðu lûzuma punkts parâda, kâds izlasç ar apjomu n ir minimâlais izlçcçju

skaits m, pie kura ticamîbas intervâla garums tieksies uz bezgalîbu. Tsao un Zhou [11]

pierâdîja, ka empîriskâs ticamîbas intervâlam vidçjai vçrtîbai εn = 1/n, tâtad pietiek ar

vienu izlçcçju, lai intervâla garums brîvi palielinâtos lîdz bezgalîbai.

Definçsim galîgu izlaðu apakðçjo lûzuma punktu εUn intervâla garumam Ln kâ

εUn =
1

n
min

{
m
∣∣ sup
Y(1),...,Y(m)

{
Ln(X(1), . . . , X(n−m), Y(1), . . . , Y(n))

}
=∞

}
. (4.25)

Ðajâ gadîjumâ skaitâ m lielâkâs izlases vçrtîbas Xi tiek aizstâtas ar lielâm vçrtîbâm Yi,

kam spçkâ X(n−m) < Y(1), . . . , < Y(m).

Teorçma 4. [11, 133. lpp.] Hûbera novçrtçjuma (1−α)% empîriskâs ticamîbas intervâla

galîgu izlaðu augðçjais lûzuma punkts ir

εUn = min {m| c(m) ≥ c} /n, (4.26)

kur n ir izlases apjoms,

c(m) =
( n

2m

)m( n

2(n−m)

)(n−m)

, (4.27)

kur c = exp(−χ2
1,α/2).

Atzîmçsim, ka c(m) ir Hûbera novçrtçjuma empîriskâs ticamîbas attiecîbas R(µ) no

(4.21) maksimâlâ vçrtîba situâcijâ, kad izlase satur skaitâ m augðçjos izlçcçjus, turklât tâ

tiek sasniegta pie svariem pi = 1/(2m), kad i atbilst izlçcçju datiem, un pi = 1/{2(n−m)}

pârçjos gadîjumos.

Lai noteiktu εUn lielumu fiksçtiem n un c, uz brîdi pieòemsim, ka εUn var pieòemt jebkuru

vçrtîbu no intervâla (0, 1]. Pieòemsim, ka ε = m/n ir augðçjo izlçcçju îpatsvars izlasç ar

lielumu n un definçsim

l(ε) = {c(m)}1/n =
1

2

(
1

ε

)ε(
1

1− ε

)1−ε

. (4.28)
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Tad

εUn = inf{ε|l(ε) ≥ c1/n}. (4.29)

No (4.28) un (4.29) seko, ka asimptotiskais lûzuma punkts Hûbera novçrtçjuma empî-

riskâs ticamîbas intervâlam ir 0.5, tâtad tâds pats kâ Hûbera punktveida novçrtçjumam.

3. tabulâ aprçíinâtas εUn vçrtîbas 90% ticamîbas intervâlam. Praktiskos uzdevumos jâ-

òem vçrâ, ka εUn ∈ {1/n, . . . , n/n}, piemçram, ja n = 20, tad, 90% ticamîbas intervâlam

îstâ εUn vçrtîba ir [20× 0.318]/n, kur [nx] apzîmç skaitïa veselo daïu, tas ir, εUn = 7/20.

12. attçlâ konstruçta logaritmiskâ empîriskâ ticamîbas attiecîba −2 logR(µ) vidçjai

vçrtîbai un Hûbera novçrtçjumam pie normâlâ modeïa N(0, 3) un piesâròotâ normâlâ

modeïa 0.95N(0, 3) + 0.05N(20, 3). Redzams, ka nepiesâròotâ modeïa gadîjumâ abas

metodes dod ïoti lîdzîgus ticamîbas intervâlus, bet piesâròojuma gadîjumâ Hûbera novçr-

tçjuma intervâls ir daudz ðaurâks. Ðis piemçrs ir ilustrâcija tam, ka Hûbera novçrtçjum

EL ticamîbas intervâli saglabâ robustumu, bet vidçjâs vçrtîbas EL ticamîbas intervâli {

nç.

Zhang [19] pierâdîja, ka Teorçmâ 3 definçtâ M-novçrtçjuma ticamîbas intervâla pâr-

klâjuma kïûda, izmantojot χ2 aproksimâciju, ir ar kârtu O(n−1). Zhang arî pierâdîja, ka,

tâpat kâ vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ, Hûbera novçrtçjuma gadîjumâ ir iespçjams pielietot

Bartleta korekciju un samazinât pârklâjuma kïûdu lîdz O(n−2). Ðî darba ietvaros Bartleta

korekcijas aspekts netiks apskatîts.

3. tabula: Galîgu izlaðu augðçjais lûzuma punkts Hûbera novçrtçjuma 90% empîriskâs

ticamîbas intervâlam. Tsao un Zhou, [11]

n 10 20 30 100 500 ∞

εUn 0.246 0.318 0.351 0.419 0.463 0.5

4.2. Empîriskâs ticamîbas metode divu izlaðu gadîjumâ

Empîriskâs ticamîbas metodi divu izlaðu vidçjo vçrtîbu un sadalîjuma funkciju starpî-

bâm aprakstîja Qin un Zhao [12]. Ðajâ rakstâ izvirzîtie rezultâti tika pierâdîti, balstoties

uz Qin un Lawless [10] rezultâtiem par empîrisko ticamîbas metodi vispârîgâ formâ. To-

mçr, formulçjumos iesaistîtajâm nenovirzîtâm funkcijâm jâizpildâs noteiktiem gluduma

nosacîjumiem, lai pierâdîjumos varçtu lietot Teilora izvirzîjumus.
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12. att.: Logaritmiskâ ticamîbas attiecîba −2 ∗ lnR(µ), kur µ ir vidçjâ vçrtîba (EL) un

Hûbera novçrtçjums (EL Huber), pie modeïiem (a) N(0, 3) (b) 0.95N(0, 3)+0.05N(20, 3).

Taisne attçlo χ2
1 sadalîjuma 95% kvantili.

Aplûkosim divu izlaðu problçmu, kur X1, . . . , Xn1 ir i.i.d sadalîti gadîjuma lielumi ar

nezinâmu sadalîjuma funkciju F1, un Y1, . . . , Yn2 ir i.i.d. sadalîti ar nezinâmu sadalîjuma

funkciju F2, un ka funkcijas F1 un F2 ir atkarîgas attiecîgi no nezinâmiem viendimensio-

nâliem parametriem θ0 un θ1. Mçs interesçjamies par parametru starpîbu ∆ = θ1 − θ0.

Pieòemsim, ka informâcija par patiesajiem parametriem ∆ un θ0 ir dota nenovirzîtu fun-

kciju formâ

EF1w1(X, θ0,∆) = 0,

EF2w2(Y, θ0,∆) = 0. (4.30)

Lai iegûtu ticamîbas intervâlus parametram ∆, definç empîriskâs ticamîbas attiecîbu

R(∆, θ) = sup
p,q

n1∏
i=1

(n1pi)

n2∏
j=1

(n2qj), (4.31)

kur p = (p1, . . . , pn1) un q = (q1, . . . , qn2) nosaka ierobeþojumi

pi ≥ 0, i = 1, . . . , n1,

n1∑
i=1

pi = 1,

n1∑
i=1

piw1(Xi, θ,∆) = 0,

qj ≥ 0, j = 1, . . . , n2,

n2∑
j=1

qj = 1,

n2∑
j=1

qjw2(Yj, θ,∆) = 0. (4.32)
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(4.31) eksistç viens vienîgs atrisinâjums pie nosacîjuma, ka 0 pieder izliektajai èaulai,

kuru veido punkti w1(Xi, θ,∆) un izliektajai èaulai, kuru veido w2(Yj, θ,∆). Maksimumu

atrod, izmantojot Lagranþa reizinâtâju metodi, un iegûst, ka

pi =
1

n1(1 + λ1(θ)ω1(Xi, θ,∆))
, i = 1, . . . , n1, (4.33)

qj =
1

n2(1 + λ2(θ)ω2(Yj, θ,∆))
, j = 1, . . . , n2, (4.34)

kur Lagranþa reizinâtâjus λ1(θ) un λ2(θ) nosaka no vienâdojumiem

n1∑
i=1

w1(Xi, θ,∆)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆)
= 0, (4.35)

n2∑
j=1

w2(Yj, θ,∆)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆)
= 0. (4.36)

Definç empîrisko logaritmisko ticamîbas attiecîbu

W (∆, θ) = −2 logR(∆, θ) = 2

n1∑
i=1

log(1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆))

+ 2

n2∑
j=1

log(1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆)). (4.37)

Novçrtçjumu θ̂ = θ̂(∆), kas minimizç R(∆, θ) fiksçtam parametram ∆, nosaka no vienâ-

dojuma

∂W (∆, θ)

∂∆
=

n1∑
i=1

λ1(θ)α1(Xi, θ,∆)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆)
+

n2∑
j=1

λ2(θ)α2(Yj, θ,∆)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆)
= 0, (4.38)

kur

α1(Xi, θ,∆) =
∂w1(Xi, θ,∆)

∂θ
un α2(Yj, θ,∆) =

∂w2(Yj, θ,∆)

∂θ
. (4.39)

Teorçma 5. [12] Pieòemsim, ka

(i) θ0 ∈ Ω, un Ω ir vaïçjs intervâls.

(ii) EF1w
2
1(X, θ,∆) > 0 un EF2w

2
2(Y, θ,∆) > 0, α1(X, θ,∆) un α2(Y, θ,∆) ir nepâr-

trauktas θ0 apkârtnç, α1(X, θ,∆) un w3
1(X, θ,∆) ðajâ apkârtnç ir ierobeþotas ar

kâdu integrçjamu funkciju G1(X), un α2(Y, θ,∆) un w3
2(Y, θ,∆) ðajâ apkârtnç ir

ierobeþotas ar kâdu integrçjamu funkciju G2(Y ). Pieòemsim arî, ka EF1α1(X, θ,∆)

un EF2α2(Y, θ,∆) nav vienâdas ar nulli.
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(iii) n1

n2
→ k (kad n1, n2 →∞) un 0 < k <∞.

Tad vienâdojumam (4.38) eksistç sakne θ̂, kas ir konsistents θ0 novçrtçjums, R(∆, θ)

sasniedz savu lokâlo maksimuma vçrtîbu punktâ θ̂, un

√
n(θ̂ − θ0)

d−→ N

(
0,

β1β2

β2β2
10 + kβ1β2

20

)
, (4.40)

kur k <∞ ir tâda pozitîva konstante, ka izpildâs n2/n1 → k, kad n1, n2 →∞, un

− 2 logR(∆0, θ̂)
d−→ χ2

1, (4.41)

kad n1, n2 →∞, un

β1 = EF1w
2
1(X, θ0,∆0), β2 = EF2w

2
2(Y, θ0,∆0),

β10 = EF1α1(X, θ0,∆0), β20 = EF2α2(Y, θ0,∆0). (4.42)

Piemçrs 14. (Qin un Zhao, [12]) Divu vidçjo vçrtîbu starpîba. Apzîmç θ0 =
∫
xdF1(x)

un ∆0 =
∫
ydF2(y)−

∫
xdF1(x). (4.30) iegûst, izvçloties

w1(X, θ0,∆0) = X − θ0, w2(Y, θ0,∆0) = Y − θ0 −∆0. (4.43)

Piemçrs 15. Divu gludo Hûbera novçrtçjumu starpîba. Ievçrosim, ka gludais Hûbera

novçrtçjums (3.1) atbilst Teorçmas 5 nosacîjumiem. Pieòemsim, ka θ0 un θ1 ir attiecîgi

izlaðu X un Y gludie Hûbera novçrtçjumi. Tad, ∆0 = θ1 − θ0 un

w1(X, θ0,∆0) = ψ̃

(
X − θ0

σ̂1

)
, w2(Y, θ0,∆0) = ψ̃

(
Y −∆0 − θ0

σ̂2

)
, (4.44)

kur ψ̃ atbilst gludâ Hûbera novçrtçjuma ψ-funkcijai, kas definçta (3.2), un σ̂1 un σ̂2 ir

attiecîgi izlaðu X un Y mçroga novçrtçjumi.
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5. Rezultâti

Analîzes mçríis bija pârbaudît, kâ strâdâ jaunâ uz gludo Hûbera novçrtçjumu balstîtâ

empîriskâs ticamîbas metode divâm izlasçm. Kâ tika aprakstîts 4.1. nodaïâ, empîriskâs

ticamîbas metode Hûbera novçrtçjumam vienas izlases gadîjumâ ir robusta metode un

gadîjumos, kad datos sastopami izlçcçji, darbojas labâk par citâm metodçm. Tâpçc tika

izvirzîta hipotçze, ka situâcijâs, kad nepiecieðama robusti novçrtçjumi, arî divu izlaðu ga-

dîjumâ uz gludo Hûbera novçrtçjumu balstîtâ empîriskâs ticamîbas metode ir pârâka par

alternatîvâm metodçm. Pirmkârt, tika apskatîtâs reâlu datu piemçri, kas satur izlçcçjus.

Tika pârbaudîta nulles hipotçze, ka abu populâciju lokâcijas parametri ir vienâdi. Otrkârt,

tika veikta simulâciju analîze, ar mçríi pçtît ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâti,

kâ arî veikt jaudas analîzi. Gan reâlo, gan simulçto datu gadîjumâ jaunâ metode tika

salîdzinâta ar klasisko t-testu divâm izlasçm un empîriskâs ticamîbas metodi divu vidçjo

vçrtîbu starpîbai.

5.1. Izmantoto datu piemçru apraksts

Ðajâ apakðnodaïâ tiks analizçtas seðas divu izlaðu datu kopas no publikâcijâm [20],

[21] un [22]. IQ dati, Heritier et al. [20]. Datu kopa satur 94 piecus gadus vecu bçrnu IQ

râdîtâjus. Piecpadsmit bçrnu mâtes cieð no pçcdzemdîbu depresijas sindroma (1. izlase),

79 bçrnu mâtes ir veselas (2. izlase). Pârbauda H0, ka IQ râdîtâju sadalîjumu lokâcijas

parametri starp grupâm neatðíiras. Lielâkâ daïa no IQ vçrtîbâm abâs grupâs ir starp 80

un 144, izòemot divas mazas vçrtîbas vienam bçrnam katrâ grupâ, attiecîgi 22 un 48.

Gaismas pârvietoðanâs ilguma dati, Stigler [21]. Apskatâm datu kopas nr. 9.,

nr. 10 un nr. 11 (n1 = 20, n2 = 20, n3 = 26), kas satur Newcombe gaismas pârvietoðanâs

ilguma treðâs mçrîjumu sçrijas datus, kas tika iegûti 1882. gadâ. Ðajâ gadîjumâ ir zinâma

îstâ vçrtîba 33.02. Lielâkâ daïa mçrîjumu ir starp 20 un 35, izòemot divus ievçrojamus

izlçcçjus, attiecîgi −2 un −44 datu kopâ nr. 9. Visiem salîdzinâtajiem izlaðu pâriem

pârbauda H0, ka lokâcijas parametrs starp sçrijâm neatðíiras.

LOS jeb uzturçðanâs ilguma dati, Marazzi [22]. Pirmâ izlase satur datus par 315

pacientu uzturçðanâs ilgumiem slimnîcâs Beïìijâ, 1988. gadâ, saistîbâ ar noteiktiem nervu

sistçmas traucçjumiem. Otrâ datu kopa satur datus par 32 uzturçðanâs ilgumiem slimnî-

câs Ðveicç tajâ paðâ gadâ un saistîbâ ar to paðu slimîbu. Ðveicei atbilstoðâ izlase satur

divas ekstrçmas vçrtîbas, attiecîgi 374 un 198 dienas. Tika apskatîta arî atvasinâta datu
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kopa (apzîmçta kâ LOS*), kura iegûta, izslçdzot no Ðveices datu kopas divas ekstrçmâs

vçrtîbas. Pârbauda H0, ka uzturçðanâs ilgumu sadalîjumu lokâcijas parametri Beïìijâ un

Ðveicç neatðíiras.

Ðim datu piemçram ir bûtiska praktiska nozîme. LOS ir nozîmîgs indikators, kuru

izmanto slimnîcu izmaksu novçrtçðanai, un LOS vidçjâs vçrtîbas medicîniski homogçnâm

pacientu grupâm bieþi tiek izmantotas par pamatu resursu sadalei slimnîcâm. Taèu LOS

statistiskais sadalîjums nav simetrisks, turklât dati satur izlçcçjus, kuru vçrtîbas starp

gadiem bûtiski mainâs, lîdz ar to vidçjâ vçrtîba ir nepiemçrots novçrtçjums, un tâ jâaizstâj

ar kâdu robustu procedûru. Tâpat praktiska nozîme ir arî divu izlaðu problçmai, jo var

bût nepiecieðams salîdzinât robustus LOS novçrtçjumus starp daþâdâm slimnîcâm vai

periodiem.

5.2. Datu analîze

Hipotçze, ka divi lokâcijas parametri ir vienâdi, katrai datu kopai tiek pârbaudîta, lie-

tojot trîs metodes: (1) divu izlaðu t-testu vidçjo vçrtîbu starpîbai, (2) empîriskâs ticamî-

bas testu divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai un iepriekðçjâ nodaïâ definçto (3) empîriskâs

ticamîbas testu divu gludu Hûbera novçrtçjumu starpîbai. Testiem atbilstoðâs p-vçrtîbas

apkopotas 5. tabulâ, un atbilstoðie ticamîbas intervâli apkopoti 6. tabulâ.

Tiek aplûkotas divas t-testa versijas, pieòemot attiecîgi vienâdas dispersijas (panelis

"v.eq=T") un atðíirîgas dispersijas (panelis "v.eq = F") starp izlasçm. Lietojot gludos

Hûbera novçrtçjumus, vispirms ar butstrapa metodi tika novçrtçta parastâ Hûbera novçr-

tçjuma dispersija V un rezultâti apkopti 4. tabulâ. Butstrapa dispersijas no 4. tabulas

paneïa σ̂=MAD tika izmantotas, lai novçrtçtu gludos Hûbera novçrtçjumus un tiem at-

bilstoðâs testu p-vçrtîbas 5. tabulâ un ticamîbas intervâlus 6. tabulâ (panelis EL Hûbera,

V=novçrtçts). Ðie rezultâti tika salîdzinâti ar p-vçrtîbâm un ticamîbas intervâliem, kas

iegûti, izmantojot Hampel [13] ieteikto dispersiju V = 2.046 (panelis EL Hûbera, V=2.046

5. un 6. tabulâ). Papildus tam, gludie Hûbera novçrtçjumi abos paneïos tika aprçíinâ-

ti, izmantojot trîs daþâdus mçroga novçrtçjumus: σ̂ = 1, izlases standartnovirzi sd un

normalizçto mediânas absolûto novirzi MAD = (1/0.6745)Med{|X −Med(X)|}.

Kâ tika aprakstîts 2.5. nodaïâ par mçroga novçrtçðanu, aprçíinot Hûbera novçrtçju-

mu, vçlams lietot robustu parametra σ no (2.14) novçrtçjumu. Iegûtie rezultâti apstiprina,

ka tam patieðâm ir nozîme. Datu kopâm LOS un LOS*, lietojot MAD, tiek iegûtas bûtiski
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4. tabula: Hûbera novçrtçjuma (negludâ) dispersijas V , novçrtçtas balstoties uz 10, 000

neparametriskâ butstrapa izlasçm. Hûbera novçrtçjums aprçíinâts ar k = 1.35, izman-

tojot daþâdus mçroga novçrtçjumus (σ̂ = 1, standartnovirze sd un mediânas absolûtâ

novirze MAD)

σ̂ = 1 σ̂ =MAD σ̂ =sd

Dati izlase 1 izlase 2 izlase 1 izlase 2 izlase 1 izlase 2

IQ 167.42 318.89 189.19 357.86 173.97 465.76

Stigler9-10 59.06 37.86 58.04 32.23 160.48 33.08

Stigler10-11 37.86 13.14 32.23 17.51 33.08 17.04

Stigler9-11 59.06 13.14 58.04 17.51 160.48 17.04

LOS 15.46 9.85 42.41 14.73 74.25 2690.92

LOS* 16.67 6.95 42.41 8.28 74.06 106.48

5. tabula: p-vçrtîbas hipotçþu pârbaudei H0: lokâcijas parametri ir vienâdi. Gludais

Hûbera novçrtçjums aprçíinâts ar k = 1.35 un daþâdiem mçroga parametriem (σ̂ = 1,

SD un MAD)

t-tests EL EL Hûbera, V novçrtçts EL Hûbera, V=2.046

Dati V.eq=F V.eq=T tests σ̂ = 1 σ̂ =

MAD

σ̂ =sd σ̂ = 1 σ̂ =

MAD

σ̂ =sd

IQ 0.122 0.016 0.052 0.052 0.052 0.052 0.066 0.068 0.055

Stigler9-10 0.112 0.106 0.019 0.024 0.019 0.019 0.201 0.073 0.031

Stigler10-11 0.632 0.626 0.620 0.619 0.620 0.620 0.640 0.606 0.625

Stigler9-11 0.147 0.097 0.033 0.041 0.034 0.033 0.280 0.119 0.050

LOS 0.192 0.000 0.023 0.558 0.449 0.024 0.932 0.792 0.023

LOS* 0.953 0.933 0.951 0.016 0.210 0.998 0.663 0.252 0.785

atðíirîgas p-vçrtîbas, kas noved pie atðíirîgiem lçmumiem par H0 patiesumu. Rezultâti

liecina, ka nozîme ir arî V izvçlei. Novçrtçjot V , tiek iegûtas atðíirîgas p-vçrtîbas nekâ

gadîjumâ, kad V = 2.046, turklât, datu kopas Stigler9-11 gadîjumâ V novçrtçðana pat

noved pie pretçja lçmuma par H0 patiesumu. Var arî ievçrot, ka rezultâti ar novçrtçto V

ir lîdzîgi tiem, ko dod EL metode vidçjo vçrtîbu starpîbai. Izòemot piemçru LOS, kur

metode ar novçrtçto V ir vienîgâ metode, kas nenoraida H0, ka lokâcijas parametri ir

vienâdi. Tas nozîmç, ka ðai metodei vienîgajai ir spçja "atpazît" piesâròojumu. Lîdzîga

sakarîba vçrojama arî ticamîbas intervâlu gadîjumâ tabulâ 6.: pirmajiem èetriem datu
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6. tabula: Ticamîbas intervâli hipotçþu pârbaudei H0: lokâcijas parametri ir vienâdi.

Gludais Hûbera novçrtçjums ar k = 1.35, mçroga novçrtçjums MAD

t-test t-tests EL EL Hûbera, EL Hûbera,

Dati v.eq=F v.eq=T tests V novçrtçts V =2.046

IQ (-3.49, 26.927) (2.272, 21.165) (-0.105, 29.356) (-0.105, 29.356) (-0.769, 24.371)

Stigler9-10 (-15.309, 1.709) (-15.11, 1.51) (-17.871, -0.912) (-17.831, -0.905) (-9.37, 0.345)

Stigler10-11 (-2.243, 3.651) (-2.188, 3.596) (-2.101, 3.546) (-2.099, 3.545) (-2.062, 3.542)

Stigler9-11 (-14.504, 2.312) (-13.342, 1.15) (-17.104, -0.387) (-17.062, -0.381) (-8.477, 0.778)

LOS (-44.517, 9.325) (-26.985, -8.206) (-55.189, -1.313) (-12.947, 2.561) (-1.851, 1.563)

LOS* (-7.976, 7.522) (-5.523, 5.069) (-11.97, 4.213) (-1.943, 4.657) (-0.756, 1.964)

pâriem EL vidçjo vçrtîbu starpîbai un EL Hûbera novçrtçjumu starpîbai ar novçrtçtu

V dod ïoti lîdzîgus ticamîbas intervâlus, bet LOS datu kopâm EL Hûbera novçrtçjumu

starpîbai dod ievçrojami mazâkus ticamîbas intervâlus. Îsâks intervâlu garums pierâda,

ka metode ir robustâka par pârçjâm.

5.3. Simulâciju analîze

Tika veikta simulâciju analîze divu gludo Hûbera novçrtçjumu starpîbai datiem no

gamma sadalîjuma ar un bez piesâròojuma, Koðî sadalîjuma, dubultâ eksponenciâlâ sa-

dalîjuma un Hûbera vismazâk labvçlîgâ sadalîjuma (2.26). Tiek pârbaudîta pârklâjuma

precizitâte novçrtçjumam ∆ = θ2− θ1 no 15. piemçra. Gamma sadalîjumu simulâcijas ie-

priekð analizçja Marazzi [22] kâ asimetrisku sadalîjumu piemçru un ðajâ darba sekots [22]

pieejai. Ar gamma sadalîjumu iespçjams modelçt datus, kas raksturo izmaksu mainîbu,

un divu izlaðu problçmâs gamma sadalîjumiem bieþi vien ir atðíirîgi skalas parametri. Tâ-

pçc simulâciju sadalîjumi konstruçti tâ, lai abâm izlasçm bûtu vienâdas vidçjâs vçrtîbas,

bet skalas parametri bûtu atðíirîgi: F1 = Gamma(a = σ; s = 1); F2 = Gamma(a = 1; s =

1/σ), kur gamma sadalîjuma vidçjâ vçrtîba ir a/s un tiek apskatîtas daþâdas σ vçrtîbas.

Lielas izlçcçju vçrtîbas datos modelçtas, pievienojot sadalîjumiem vienmçrîgâ sadalîjuma

Unif[0, 50] piesâròojumu. Tika veiktas simulâcijas ar N = 10, 000 atkârtojumiem diviem

piesâròojuma lîmeòiem ε = 0.2 un ε = 0.06 un diviem izlaðu apjomiem, n1 = n2 = 50 un

n1 = n2 = 100.

Ticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâte apkopota 8. { 13. tabulâs un salîdzinâtas

èetras metodes: divu izlaðu t-tests, empîriskâs ticamîbas metode vidçjo vçrtîbu starpîbai
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(panelis "EL") un empîriskâs ticamîbas metode divu gludo Hûbera novçrtçjumu starpîbai,

ar fiksçtu un novçrtçtu asimptotisko dispersiju V . Visi Hûbera novçrtçjumi aprçíinâti,

izmantojot MAD mçroga novçrtçjumu. V izvçlçts atbilstoði Hampel [13] norâdîjumiem

kâ Hûbera novçrtçjuma asimptotiskâs minimax dispersija atbilstoðajam piesâròojuma lî-

menim : pie ε = 0.06 V = 1.302, un pie ε = 0.2, V = 2.046. Metodç ar novçrtçtu V , V

iegûts, aprçíinot simulçtajiem sadalîjumiem negludo Hûbera novçrtçjumu, un iegûtajam

sadalîjumam robusti novçrtçjot dispersiju ar MAD.

8. un 9. tabulâ modeïiem bez piesâròojuma redzams, ka metode Hûbera novçrtçjumu

starpîbai ar novçrtçtu V nedaudz atpaliek no t-testa, bet darbojas ïoti lîdzîgi EL metodei.

Savukârt Hûbera novçrtçjums ar fiksçtu V dod sliktâku pârklâjuma precizitâti. 10. un

11. ar vienmçrîgâ sadalîjuma piesâròojuma lîmeni ε = 0.2 EL un Hûbera novçrtçjums

ar novçrtçtu V atkal dod lîdzîgus rezultâtus, savukârt rezultâti pie fiksçta V ir nekon-

sekventi: daþos gadîjumos metodes pârklâjuma precizitâte tâ ir bûtiski labâka, bet daþos

gadîjumos sliktâka. Arî 12. un 13. tabulâs piesâròojuma lîmenim ε = 0.06 V fiksçðana

dod nekonsekventus rezultâtus, savukârt metode ar novçrtçtu V uzrâda bûtiski labâkus

rezultâtus nekâ EL metode. Turklât, pie lielâkâm skalas atðíirîbâm starp modeïiem F1

un F2 (σ = 7, σ = 10, σ = 20) Hûbera novçrtçjums ar novçrtçtu V pârsniedz arî t-testa

rezultâtus.

Kopumâ rezultâti liek domât, ka V fiksçðana dod nepareizus rezultâtus, un svarîgi ir

V novçrtçt. Metode ar novçrtçtu V ïoti labi konkurç ar EL metodi vidçjai vçrtîbai un

t-testu, turklât situâcijâs, kur sadalîjumam ir piesâròojums un skalas parametri ir stipri

atðíirîgi starp modeïiem, parâdâs ðîs metodes priekðrocîbas.

Papildus pârklâjuma precizitâtes analîzei tikai veikta jaudas analîze. Testç H0, ka

lokâcijas parametri starp izlasçm neatðíiras, dati simulçti no sadalîjumiem F1 = (1-

ε)Gamma(a = 5; s =1)+ ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ), σ = 5, 6, 7, 8, 9. Pçc

sadalîjuma konstrukcijas, H0 nav spçkâ pie σ 6= 5. Pirmajâ solî tika ìenerçts H0 sadalî-

jums testa statistikai −2 logR(∆, θ), izmantojot EL metodi divu vidçjo vçrtîbu starpîbai

un divu Hûbera novçrtçjumu starpîbai ar fiksçtu un novçrtçtu V . Sadalîjums simulçts

N = 10, 000 izlasçm ar apjomu n1 = n2 = 50 no F1 = Gamma(a = 5; s =1); F2 = Gam-

ma(a = 1; s = 1/σ). Statistiku sadalîjums redzams 13. attçlâ un tâs kritiskâs vçrtîbas

redzamas 7. tabulâ.

Saskaòâ ar 5. Teorçmu, −2 logR(∆, θ) statistikai jâbût sadalîtai pçc →d χ
2
1 sadalî-
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7. tabula: Kritiskâs vçrtîbas H0 sadalîjumam testa statistikai −2 logR(∆, θ), simulçts

N = 10, 000 izlasçm no sadalîjumiem F1 = Gamma(a = 5; s =1); F2 = Gamma(a = 1; s

= 1/σ), un χ2
1 sadalîjuma kvantiles.

α = 0.10 α = 0.05

EL 2.893 4.176

Huber, V = 2.046 4.058 5.621

Huber, V novçrtçts 2.885 4.174

χ2
1 2.706 3.842

juma. 13. attçlâ redzams, ka ðis nosacîjums izpildâs EL vidçjo vçrtîbu starpîbai un EL

Hûbera novçrtçjumu starpîbai ar novçrtçtu asimptotisko dispersiju V . Fiksçta V gadî-

jumâ tiek iegûts sadalîjums, kam ir smagâka aste nekâ χ2
1, arî testa kritiskâ vçrtîba ir

lielâka nekâ χ2 atbilstoðâ kvantile. Iespçjams, ka ðî metode konverìç uz robeþsadalijumu

lçnâk nekâ pârçjâs EL metodes, un ðis novçrojums sniedz vel vienu argumentu par labu

V novçrtçðanai.

Testa rezultâti apkopti 14. tabulâ. Modeïos bez piesâròojuma EL metode vidçjai vçr-

tîbai un Hûbera novçrtçjumam ar novçrtçtu V jauda ir ïoti lîdzîga, t-testa jauda nedaudz

atpaliek. Modeïos ar piesâròojumu Hûbera novçrtçjums ar novçrtçtu V ir visjaudîgâkais

un lielâkiem σ bûtiski pârsniedz EL vidçjo vçrtîbu starpîbai sniegumu un ari t-testa snie-

gumu. Pie ε = .06 un σ = 5 visas metodes noraida H0 bieþâk nekâ pieòemtajâ lîmenî. Tas

nozîmç, ka neviena no metodçm tomçr nespçj efektîvi atpazît vienmçrîgo sadalîjumu kâ

piesâròojumu. Tomçr Hûbera metodei ir zemâks H0 noraidîðanas lîmenis nekâ pârçjâm

metodçm. Visbeidzot, arî jaudas analîzç V fiksçðana rada nekonsekvenci rezultâtos.

15.-17. tabulâs apkopota pârklâjuma precizitâte Koðî, dubultajam eksponenciâlajam

un Hûbera vismazâk labvçlîgajam parametram. Ðie sadalîjumi tika izvçlçti, jo tie tika

analizçti Hampel [13] publikâcijâ par gludiem M-novçrtçjumiem. Redzams, ka V novçr-

tçðana iespaido rezultâtus Koðî sadalîjuma gadîjumâ, bet Hûbera vismazâk labvçlîgajam

sadalîjumam V iespçjams darbojas kâ saskaòoðanas parametrs un rezultâti V novçrtçjot

vai V fiksçjot ir ïoti lîdzîgi.
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13. att.: H0 sadalîjums testa statistikai −2 logR(∆, θ), simulçts N = 10, 000 izlasçm no

sadalîjumiem F1 = Gamma(a = 5; s =1); F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ). Salîdzinâjumam

attçlota χ2
1 sadalîjuma blîvuma funkcija. (a) EL metode vidçjai vçrtîbai, (b) EL metode

divu Hûbera novçrtçjumu starpîbai, V = 2.046, (c) EL metode divu Hûbera novçrtçjumu

starpîbai, V novçrtçts.
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8. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = Gamma(a = σ; s = 1); F2 = Gamma(a

= 1; s = 1/σ), n1 = n2 = 50, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 3.3 7.3 0.942 0.938 0.894 0.935

4 4.1 12.7 0.945 0.938 0.894 0.938

5 5.8 20.2 0.944 0.941 0.887 0.941

6 6.8 28.9 0.941 0.935 0.883 0.936

7 8.2 39.2 0.941 0.938 0.881 0.938

10 11.8 81.1 0.939 0.937 0.877 0.937

20 24.6 318.3 0.936 0.935 0.866 0.935

9. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = Gamma(a = σ; s = 1); F2 = Gamma(a

= 1; s = 1/σ), n1 = n2 = 100, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 3.3 7.3 0.946 0.944 0.879 0.941

4 4.1 12.7 0.946 0.945 0.867 0.943

5 5.8 20.2 0.945 0.946 0.862 0.946

6 6.8 28.9 0.944 0.944 0.858 0.944

7 8.2 39.2 0.948 0.950 0.851 0.949

10 11.8 81.1 0.943 0.944 0.840 0.944

20 24.6 318.3 0.945 0.945 0.832 0.945

10. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = (1-ε)Gamma(a = σ; s = 1) +

ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ) ar ε = 0.2, n1 = n2 = 50, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 8.7 8.0 0.146 0.056 0.353 0.108

4 10.2 13.5 0.211 0.119 0.405 0.162

5 13.4 21.3 0.285 0.199 0.459 0.232

6 16.0 31.2 0.373 0.307 0.511 0.328

7 16.8 42.0 0.448 0.404 0.556 0.420

10 22.0 82.6 0.653 0.655 0.659 0.660

20 36.8 344.3 0.911 0.924 0.834 0.924
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11. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = (1-ε)Gamma(a = σ; s = 1) +

ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ) ar ε = 0.2, n1 = n2 = 100, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 8.7 8.0 0.005 0.002 0.109 0.007

4 10.2 13.5 0.016 0.010 0.156 0.017

5 13.4 21.3 0.037 0.026 0.206 0.037

6 16.0 31.2 0.076 0.065 0.253 0.078

7 16.8 42.0 0.136 0.125 0.299 0.140

10 22.0 82.6 0.401 0.417 0.450 0.424

20 36.8 344.3 0.908 0.924 0.760 0.925

12. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = (1-ε)Gamma(a = σ; s = 1) +

ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ) ar ε = 0.06, n1 = n2 = 50, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 4.2 8.6 0.839 0.646 0.781 0.842

4 5.7 14.9 0.845 0.723 0.779 0.841

5 7.0 23.4 0.852 0.780 0.776 0.845

6 8.3 34.5 0.859 0.818 0.773 0.856

7 9.7 46.6 0.871 0.853 0.782 0.870

10 13.0 93.5 0.893 0.901 0.785 0.904

20 24.9 375.1 0.927 0.930 0.803 0.930

13. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = (1-ε)Gamma(a = σ; s = 1) +

ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1; s = 1/σ) ar ε = 0.06, n1 = n2 = 100, N = 10, 000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 4.2 8.6 0.839 0.646 0.781 0.842

4 5.7 14.9 0.845 0.723 0.779 0.841

5 7.0 23.4 0.852 0.780 0.776 0.845

6 8.3 34.5 0.859 0.818 0.773 0.856

7 9.7 46.6 0.871 0.853 0.782 0.870

10 13.0 93.5 0.893 0.901 0.785 0.904

20 24.9 375.1 0.927 0.930 0.803 0.930
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14. tabula: Simulçtâ jauda hipotçþu pârbaudei H0: nav atðíirîbas starp lokâcijas para-

metriem. Modelis F1 = (1-ε)Gamma(a = 5; s =1)+ ε Unif [0, 50]; F2 = Gamma(a = 1;

s = 1/σ), n1 = n2 = 50, N = 10, 000, ε = 0 un ε = 0.06. Gludâ Hûbera novçrtçjuma

mçroga novçrtçjums ar MAD.

ε = 0 ε = 0.06

σ Lîmenis t-tests EL Huber, Huber, t-tests EL Huber, Huber,

V=2.046 V no-

vçrtçts

V=1.302 V no-

vçrtçts

5 0.10 0.1039 0.1073 0.1023 0.1077 0.2605 0.2968 0.2081 0.2243

0.05 0.0559 0.0531 0.0535 0.0541 0.1482 0.196 0.1286 0.1381

6 0.10 0.2623 0.3149 0.1400 0.3212 0.1041 0.1256 0.0884 0.1213

0.05 0.1488 0.2042 0.0803 0.2094 0.0477 0.0681 0.0428 0.0617

7 0.10 0.6266 0.6886 0.4306 0.6944 0.1864 0.1869 0.2525 0.2906

0.05 0.4685 0.5657 0.315 0.5725 0.1133 0.1225 0.1619 0.1864

8 0.10 0.8713 0.9077 0.7342 0.9115 0.3811 0.3582 0.5274 0.5455

0.05 0.7666 0.8400 0.6264 0.8451 0.2694 0.2532 0.4008 0.4143

9 0.10 0.9674 0.9776 0.9042 0.9786 0.5815 0.5503 0.7611 0.7578

0.05 0.9235 0.9601 0.8391 0.9618 0.4607 0.4242 0.6635 0.6451

15. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = Cauchy(0; s = σ); F2 = Cauchy(0; s =

1/σ), N = 1000, n1 = n2 = 50.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

3 25 0.311 0.971 0.764 0.654 0.625

5 75 0.117 0.981 0.731 0.618 0.498

7 156 0.063 0.974 0.758 0.668 0.588

10 278 0.031 0.980 0.792 0.732 0.687

20 1147 0.008 0.975 0.931 0.918 0.911
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16. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = Doublexp(0; σ); F2 = Doublexp(0; 1),

n1 = n2 = 50, N = 1000.

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

0.1 0.01 1.12 0.960 0.940 0.955 0.945

0.2 0.05 1.19 0.955 0.935 0.950 0.950

0.5 0.30 1.19 0.940 0.940 0.945 0.945

2 4.78 1.19 0.955 0.935 0.965 0.960

5 29.85 1.19 0.965 0.940 0.960 0.945

10 119.39 1.19 0.965 0.945 0.960 0.940

17. tabula: Pârklâjuma precizitâte modelim F1 = Hlf(0; σ), F2 = Hlf(0; 1), n1 = n2 = 50,

N = 1000

σ Huber Huber t-tests EL Huber, Huber,

V1 V2 V=2.046 V novçrtçts

0.2 0.08 2.15 0.95 0.936 0.938 0.941

0.5 0.49 2.25 0.951 0.945 0.946 0.944

1 1.95 2.25 0.949 0.943 0.941 0.942

2 7.81 2.25 0.955 0.944 0.946 0.944

5 48.83 2.25 0.954 0.947 0.950 0.945

10 195.32 2.25 0.964 0.947 0.954 0.948
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Secinâjumi

Maìistra darbâ tika aplûkotas robustâs statistikas pamatnostâdnes, kâ arî pielie-

tota empîriskâs ticamîbas funkcijas metode nesen ieviestajiem gludajiem Hubera M-

novçrtçjumiem.

Simulâciju piemçros vienas izlases gadîjumâ tika noskaidrots, ka gludie Hûbera no-

vçrtçjumi darbojas labâk, salîdzinâjumâ ar to negludinâtajâm versijâm. Tika ieviesta

empîriskâs ticamîbas metode divu gludo Hûbera novçrtçjumu starpîbai un metodes snie-

gums tika analizçts salîdzinâjumâ ar divu izlaðu t-testu un empîriskâs ticamîbas metodi

vidçjai vçrtîbai. Metodes ievieðanas gaitâ izrâdîjâs, ka Hampel [13] norâdîjums par fik-

sçtas asimptotiskâs dispersijas V izvçli gludâ Hûbera novçrtçjuma aprçíinâ empîriskâs

ticamîbas metodes gadîjumâ dod pretrunîgus rezultâtus. Tâpçc tika secinâts, ka ðâda

pieeja nav pareiza, un pareizâk ir V novçrtçt.

Kopumâ var secinât ka empîriskâs ticamîbas metode divu gludo Hûbera novçrtçjumu

starpîbai ar novçrtçtu V darbojas lîdzîgi EL metodei divu vidçjo vçrtîbu starpîbai. Simu-

lâciju piemçros vçrojama tendence, ka EL metodei vidçjai vçrtîbai darbojas labâk tajos

piemçros, kur dati nav piesâròoti. Savukârt EL metodei, kura balstîta uz gludo Hûbera

novçrtçjumu, bija vçrojamas nelielas priekðrocîbas divos gadîjumos. Pirmkârt, situâcijâs,

kur datos parâdâs piesâròojums. Ðâds rezultâts atbilst robustîbas{efektivitâtes kompro-

misa principam, kas nosaka, ka robustâs metodes pie modeïa ir mazâk efektîvas nekâ

klasiskâs statistikas metodes. Otrkârt, jaunâ metode pârspçja pârçjâs metodes situâcijâs

pie asimetriskiem sadalîjumiem ar ïoti atðíirîgiem skalas parametriem.

Arî reâlo datu piemçros bija vçrojams, ka EL metode vidçjai vçrtîbai un Hubera

novçrtçjumam ar novçrtçtu V darbojâs lîdzîgi. Savukârt V fiksçðana vairâkos piemçros

lika pieòemt pretçju lçmumu par H0 nekâ pârçjâs EL metodes. Ðâda tendence arî norâda

uz to, ka metode nedarbojas pareizi. Rezultâti liecina, ka empîriskâs ticamîbas metode

divu Hûbera novçrtçjumu starpîbai ir vçl viena metode, kuru iespçjams lietot sadalîjumu

lokâcijas parametru salîdzinâðanai divu izlaðu problçmâs. Îpaði gadîjumos, kad dotie dati

ir ar piesâròojumu, to bûtu noderîgi lietot paralçli klasiski lietotajâm statistikas metodçm.

Saistîbâ ar ðî darba rezultâtiem sagatavoðanâ ir publikâcija. Turklât, robustâ statistika

ir izrâdîjies interesants darba lauks, un tâlâk tiek plânots aplûkot empîrisko ticamîbas

metodi divu noðíeltu vidçjo vçrtîbu starpîbai, balstoties uz Qin un Tsao [23] rezultâtu

vienas izlases gadîjumâ.
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