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Anotacija

Darbs tiek veltits nedzivibas apdrosinasanas IBNR atlidzibu rezervju prognozes un prog-
nozes standartkludas novertesanai, ka ari pilna prognozes sadalijuma noteiksanai, izman-
tojot visparinato linearo modeli un butstrapa datu parkartosanas metodi. Darba aplikota
klasiskas chain-ladder metodes saistiba ar visparinato linearo modeli, kas dod iespéju ie-
gut analitisko rezervju prognozes standartkludas novertejumu. Virs-izkliedeta Puasona
un Gamma modelu analitiski aprekinata rezervju prognozes standartkluda tiek salidzinata
ar butstrapa standartk]iidu un ari tiek iegiits pilns prognozes sadalijums. Sis metodes tiek
pielietotas konkretiem datiem par apdrosinasanas atlidzibu attistibu kada laika posma un

tiek salidzinati iegutie rezultati.

Atslégas vardi: nedzivibas apdrosinasana, IBNR atlidzibu rezerves, Chain-ladder, but-

straps, visparinatais linearais modelis



Abstract

This thesis is devoted to the IBNR claims reserves projection and projection error estima-
tion and also estimation of a full predictive ditribution, using generalised linear model and
bootstrap resampling procedure. Standard chain-ladder model is considered within the
generalised linear model framework, which provides analytic standard errors of prediction
of reserve estimates. Over-dispersed Poisson model and Gamma model analytic prediction
errors are compared with bootstrap standard errors and also full predictive distribution
is obtained. These methods are implemented using data about claims development over

some period of time.

Keywords: general insurance, IBNR claims reserves, Chain-ladder, bootstrap, generalised

linear model
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Ievads

IBNR ir saisinajums no anglu valodas ” incurred but not reported”. Sis termins attiecas
uz apdroSinasanas gadijumiem, kuri jau ir iestajusies, bet vel nav zinami apdroSinatajam
un par kuriem apdrosinatajam pastav saistibas uz rezervju izveidosanas datumu. IBNR
rezerves spélé svarigu lomu apdrosinasanas kompanijas finansu uzskaité, ipasi tad, ja
butisku parakstito prémiju dalu sastada nelaimes gadijumu apdrosinasana. Neprecizu
IBNR rezervju noteiksana noved pie neoptimaliem apdrosinasanas kompanijas vadibas le-
mumiem. Atbilstoso IBNR rezervju nodrosinasana ir ne tikai piesardziga finansu uzskaites
politika, bet tas ari tiek prasits ar likumu.

Paslaik visizplatitaka metode nedzivibas apdroSinasanas IBNR rezervju aprekinasanas
prakse ir “chain-ladder” metode, kura ir samera vienkarsi pielietojama, pat bez ipasas
programmatiras (to var vienkarsi realizet ar programmu Excel). Bet 8is metodes trikums
ir, ka ta dod tikai punktveida rezervju novértéjumu. Tacu biezi arvien lielako interesi
izraisa rezervju novertejuma augseja vai apakseja robeza ar noteiktu ticamibas limeni,
kas nozimé nepiecieSsamibu novertéet atlidzibu rezervju iespéjamu variaciju, vai, idealaja
gadijuma, iespéjamo iznakumu pilnu sadalijumu, no kura péc tam var iegiit kvantiles un
citus sadalijjuma parametrus. Uz So bridi jau tiek piedavati vairaki modeli, kuri saista
chain-ladder metodi ar kadu stohastisko modeli pie zinamiem pienemumiem. Tacu Sadu
metodologiju praktizéjosu lietotaju skaits pagaidam ir ierobezots, ipasi Latvija. Tam
var biit dazadi iemesli, pieméram, piemérotas programmatiiras trikums, ka ari nepilniga
metodologijas izpratne.

Darba tiek apskatita chain-ladder metode visparinata lineara modela ietvaros, kurs ir
plasi lietots statistiskaja modelesana. Sadai pieejai ir ta prieksrociba, ka ar to saistita
teorija var tikt izmantota, lai iegutu parametru novertejumus, ka ari piemeroto modela
atbilstibas meru, izmantojot atlikumus. Visparinata lineara modela teorija palidz izvest
analitiskas izteiksmes rezervju novertéjumu prognozes standartklidai. Atlikumi var bit
izmantoti butstrapa procediira, lai iegiitu butstrapa standartklidas.

Otra svariga metode, kura tika apskatita darba ir butstrapa pielietojums atlidzibu
rezervju prognozes novértésanai. Analitiskas prognozes klidu izteiksmes ietver sarezgitas
formulas, kuras griiti novertét. No otras puses, butstrapa prognozes kladas ir ieverojami
viegli iegut, ka art butstrapa metode dod iespeju iegut pilnu prognozes sadalijumu.

Darba merkis ir apskatit dazus visparinata lineara modela veidus un butstrapa metodi,



pielietot apskatitas metodes praktiski uz datiem un salidzinat rezultatus, ka art meginat
noteikt, kurs no modeliem ir labak piemérots konkretiem datiem. Darba tiek apskatiti
sekojosi visparinata lineara modela veidi: virs-izkliedéts Puasona modelis, chain-ladder
Normalas aproksimacijas, Gamma, log-Normalais un Maka modelis. Visas metodes tika
realizetas programma R, kura tika sastaditas programmas katras metodes analizei.

Sis darbs sastav no trim pamatdalam. Pirmaja dala tiek aplikoti visparinata lineara
modela pamati, atlidzibu rezervésanas problémas nostadne, galvenie jédzieni un vispari-
nata lineara modela pielietosana atlidzibu rezervesana. Otraja dala tiek aplukotas but-
strapa datu parkartosanas metodes izmantoSanas iespéjas atlidzibu rezervesana. Tresa
nodala tiek veltita So metozu pielietosanas empiriskajiem rezultatiem: rezervju noverte-
Sanai, prognozes kludas un sadalijuma noteiksanai konkretiem datiem par apdroSinasanas
atlidzibu attistibu 15 periodos, no kuriem tiek izdariti secinajumi. Darba pielikuma tiek

ieklauts izveidotu programmu R kods.



1. Visparinatais linearais modelis

1.1. Visparinata lineara modela pamati

1.1.1. Visparinata lineara modela struktira

Visparinatais linearais modelis (GLM - Generalised linear model) ir klasiska lineara
modela visparinajums. Pienemsim, ka n komponensu novérojumu vektors y ir gadijuma
lieluma Y, kura komponentes ir neatkarigi sadalitas ar videjam vertibam p, realizacija.
Modela sistematiska dala ir vektora p specifikacija ar mazu skaitu nezinamu parametru

B, ..., Bp palidzibu. Klasiska lineara modela gadijuma $1 specifikacija ir forma

p
H= Z 505,
j=1

kur 8 = (04, ..., B,) parasti ir nezinami parametri, kuru vertibas tick novertetas no datiem.

Ja 7 ir noverojumu indekss, tad modela sistematisko komponenti var pierakstit
p
E(K) = M; = injﬁj’ 1= 1, ..n,
j=1

kur z;; ir j-ta prediktora vertiba i-tam noverojumam. Matricu forma (kur g irn x 1, X

irn X pun f§ir p x 1 matricas) to var pierakstit

p=Xg,

kur X ir dizaina matrica un 3 ir parametru vektors. Tadéjadi modela sistematiska kom-
ponente ir pilnigi uzdota.
Visparinataja linearaja modeli parasti tiek pienemts, ka klidas ir neatkarigas un ar

konstantu dispersiju. Turpmaka modela specifikacija ietver prasibu, lai kludas btitu Nor-



mali sadalitas ar konstantu dispersiju o
Tatad varam apkopot klasisko linearo modeli sadi:

Y komponentes ir neatkarigi Normali sadaliti mainigie ar konstantu dispersiju o2 un
EY)=pu, kur p=Xg. (1.1.1)

Lai parietu pie visparinata lineara modela, ir nepieciesams parveidot (L.1.1]), lai iegtitu
sekojoso specifikaciju no trim dalam:
1. Gadijuma komponente: Y komponentes ir neatkarigi Normali sadalitas ar E(Y') = p

un konstantu dispersiju o?;

2. Sistematiska komponente: mainigie x1, s, ..., z, veido linearu prediktoru 7
p
n= Z ;553
j=1

3. Saite starp gadijuma un sistematisko komponenti:
p=n.

Sis visparinajums ievie§ jauno simbolu 7 prieks lineara prediktora un tresa specifika-
cijas dala nozime, ka p un 7 faktiski ir vienadi. Pienemsim, ka 7; = g(u;), tad g(-) tiek
saukta par saites funkciju. Pie $ada formuléjuma klasiskais linearais modelis ir modelis
ar Normali sadalitu gadijuma komponenti un identitates saites funkciju. Visparinatais
linearais modelis visparina klasisko linearo modeli divos virzienos. Pirmkart, gadijuma
komponentes sadalijums var bat jebkurs no eksponencialas funkciju saimes, ne tikai Nor-
malais, un, otrkart, par saites funkciju var kalpot jebkura monotoni diferencéjama funkci-
ja.

Sakuma apskatisim paplasinato pienémumu par sadalijumu. Tiek pienemts, ka katrai

Y komponentei ir sadalijums no eksponencialas saimes forma

Sy (y:0,0) = exp{(yf — b(0)) /a(®) + c(y, 9)}, (1.1.2)

kur a(-), b(-) un ¢(-) ir kadas specifiskas funkcijas. 0 ir kanonisks parametrs, kas raksturo

izvietojumu, bet ¢ ir méroga parametrs.



Ta Normalajam sadalijjumam

fy(y;0,0) =

— op{—(y — 1)/ (20}

= exp{(yp — p*/2)/0* = 1/2 (y*/0” + In(270?)) },
tatad 6 = p1, ¢ = 0% un a(¢) = ¢, b(0) = 6%/2, c(y,¢) = —1/2{y?/0* + In(2m0?)}.
Visparinata lineara modela parametru novertejumus parasti iegust maksimizéjot vis-

lielakas ticamibas funkciju (vai vislielakas ticamibas funkcijas logaritmu (log likelihood))

novérotiem datiem. Vislielakas ticamibas funkcija ir funkcija no parametra 6 datiem

Yty -3 Yn

n

Ly, - yn; 0) = [ [ fr (i 6),

=1

vai vislielakas ticamibas funkcijas logaritms ir
Wyt ooy Uns @) =In L(y1, ooy Y3 0) = In fy (Y1, ey Yn3 0) = Zlnfy(yi;e).
i=1
Vislielakas ticamibas parametra 6 novertéjums tiek definéts

éML = argmaxy{L(y1, ..., yn; 0)}.

Log-ticamibas funkcija, ka funkcija no parametriem 6 un ¢ pie dotajiem y ir [(0, ¢;y) =

In fy(y; 60, ¢). Vislielakas ticamibas funkcijas atvasinajumi apmierina sekojosas vienadibas

[
E (%) =0 (1.1.3)

p(2)--5(2) w1

kuras tiek iegutas diferencejot [ fy(y;0) = 1 pec 6. Izmantojot §is vienadibas, var tikt

un

noverteta Y videja vertiba un dispersija. No (1.1.2]) iegustam, ka

1(t;y) = (y0 = 0(0)) /a(9) + c(y, 9),

no kurienes

a7 = = 0(0)) /a(¢) (1.1.5)



0°l "
o = —b"(6)/a(6). (1.1.6)

No (1.1.3) un (1.1.5) izriet, ka

0= F (%) — (= ¥(0)) Ja(®)

tatad
E(Y)=u=10(0). (1.1.7)

Bet no ([-14), (L13) un (LL6) seko, ka

o()--5(28)

no ka iegustam

un

D(Y) = ¥ (0)a(¢). (1.1.8)

Tada veida Y dispersija ir divu funkciju reizinajums; viena no tam, b”(), ir atkariga tikai
no kanoniskd parametra (un tadejadi no vidéja) un tiek saukta par variacijas funkciju.
Variacijas funkcija ka funkcija no p tiek apziméta V() = b"(9).

Funkcija a(¢) parasti ir forma

a(¢) = ¢/w,

kur ¢, ko apzime ari ar o2 un sauc par dispersijas parametru, ir konstants visiem nove-
rojumiem, un w ir apriori zinami svari, kuri mainas no novérojuma uz novérojumu. Ta
Normalaja modelt, kura katrs noverojums ir m neatkarigu radijumu videjais, a(¢) = o2/m
un w = m.

Saites funkcija saista linearu prediktoru n ar sagaidamo p vértibu datiem y. Klasiskaja
linearaja modeli vidéjais un linears prediktors ir identiski un identitates saites funkcija
ir pienemama, jo abi n un p pienem vertibas realaja asi. Tacu, darbojoties ar skaitu un
Puasona sadalijumu, jabtt x4 > 0 un tadel identitates saites funkcija ir mazak pievilciga,
daleji tapéc, ka n var but negativa kamer p nevar but. Modeli prieks skaita, balstiti uz

neatkaribu klasificetajos datos, parasti noved pie multiplikativiem efektiem un tas tiek



izteikts ar logaritmisko saites funkciju, n = In pu, ar inverso pu = e”. Tagad aditivi efekti,
kuri ietekmé 7 parverSas par multiplikativiem efektiem, kuri ietekmé g un p pienem

pozitivas vertibas [1].

1.1.2. Modela parametru novertéjums ar vislielakas ticamibas

funkciju

Parametru  un ¢ vislielakas ticamibas novertejumu (MLE) iegust maksimizejot log-

ticamibas funkciju [2]

n n

1B, ¢:y) Zlnfyzﬁ@ > (it — b(8:)) Jal) = > clyi, 6)
i=1

=1

pie pienemuma, ka y; ir neatkarigie rezultejosie mainigie no eksponencialas saimes.
Apskatisim parametra 5 MLE novertejumu. Lai atrastu maksimumu, (3, ¢;y) atva-

sinasim péc 3

ol 1 [ 06 9b(0:)d0;] 1 ¢
B a(aﬁ)zl op 06, 86] al9) Z ~ ) 86
= a0 2505
Ta ka
0;  (ow\ T (0Pb(0)\ 1 (1.0.9)
o \ao; ) — \ o0 V() -
un . )
O _ Opi Og(p) _ (%(w))‘ 0xi B _ <89(m))_ T (1.1.10)
B Og(w) Op Opi ap Opi '
No $im vienadibam ((1.1.9) un (1.1.10)) seko, ka
= i [ L i(y@- — ) wig (i), (1.1.11)
a(¢) = V()9 (i) a(¢) =
kur ar w; tiek apzimets [V (u;:)g%(11;)] . Pierakstisim (I.1.11) matricu forma
ol 1
— = XTWG(y — p), 1.1.12
98~ a(d) (v —n) ( )

kur W ir diagonala matrica ar elementiem w; un G ir diagonala matrica ar elementiem



g(pi). Tadejadi iegustam, ta sauktos, vislielakas ticamibas vienadojumus parametra [
novertesanai

XTway = X"Way, (1.1.13)

kur W, G un p ieklauj sevi nezinamo parametru 3. Parasti tas ir nelinearas funkcijas no
[ un tapéc (1.1.13) nevar atrisinat analitiski.

Parametra [ lielakas ticamibas vienadojumu atrisinajums parasti tiek iegtts ar ite-
rativo sverto mazako kvadratu metodi. Ta izriet no Fisera iterativas metodes (Fisher

scoring) ticamibas funkcijas maksimizésanai forma

)

Qm+l) — g(m) +7 lm)H-1 2 7
©™) " 55 o

(1.1.14)

kur (m) apzimé m-to iteracijas soli, /(©) ir informacijas matrica un © ir parametru
vektors.

Lai izvestu $o vienadojumu parametram (3, jaatrod parametra (3 informacijas matrica
I(B) = —F {%} Lai iegtitu So matricu, aprekinasim log-ticamibas funkcijas otro

atvasinajumu péc (3

921 1 o 1 oW @G
=— X'wa X' —
9505~ a(d) o5 ate) apr WM
un tad
0?1 1 ol 1 B 1
—E = XTwa=L. = — X"WGG'X = —XTWX
[%aﬁ’f] () 957 TV T a9 a(9) ’

kur W = diag{w;} = diag{[V (1;)g*(us)]~'}. Tadejadi (1.1.14)) vienadojumu prieks para-

metra [ iegistam forma
gt = g L (XTW X)L XTWG(y — p), (1.1.15)

kur W, G un p ir noverteti pie 5™,

1.1.3. Vislielakas kvazi-ticamibas funkcija

Iepriekseja apaksnodala apskatita vislielakas ticamibas funkcija var bt konstruéta,

kad datu sadalijums ir zinams. Bet dazreiz més precizi nezinam apriori pareizo sadalijuma
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formu. Un §1 nezinasana padara ticamibas funkcijas konstruesanu neiespéjamu un tadejadi
nav iespéjams izmantot lielakas ticamibas metodi parametru novertesanai. Tadel butu
nepiecieSama metode, kura stradatu tik pat vai gandriz tik pat labi ka lielakas ticamibas
funkcija, tikai bez specifiskiem pienemumiem par sadalijjumu. Vislielakas kvazi-ticamibas
funkcijas pamatideja ir iegtt ticamibas funkcijai lidzigu objektu, kura konstruesana prasa

mazak pienémumu.

Definesim ticamibas funkcijas analogu izmantojot (1.1.3) un (1.1.4)), iznemot to, ka

diferencesana notiek pec p, nevis 6. Pirmkart, no (1.1.3) gribam iegut

E {%:(yw = 0. (1.1.16)

oln fy (y:)

3 ) veiksim sekojosus parveidojumus
K

Apzimeéjot ar v* dispersiju D <

(Pndvto) _p (21l 00
O 00; O,

D

{ <““f’”§ NG -] () o
_ L 0;) Vi) (00;\°  V(w) 1

N (cb)[ 06; Kﬁui) ~a(9) (fm) - a(9) V2(w)’

kur tiek izmantota sakartba (1.1.4), fy(y;) veids (1.1.2), V(u) definicija pec (1.1.8) un
sakariba (1.1.9). Tada veida esam ieguvusi

p (Tt = —p (02 5 ) = v (1-1.18)

leverosim, ka sakaribas (1.1.16) un (1.1.18) ir analogas ar (1.1.3) un (L.1.4). Tatad
JOln fy (y;)/Op; vieta ir jaatrod tadu objektu, kuram izpildas ipasibas ((1.1.16)) un (1.1.18]).

Acimredzami, ka,

g =LK (1.1.19)

_ Yi — i D(y) — _ Vi(mwa(d) _ 1
Dla) D(a(cb)V(m)) a2(@)V2(ui)  a*(A)V2 (i) al@)V (1)



a(¢), kura paradas ir tikai proporcionalitates konstante starp D(y;) un V(u;),
kura nav precizi ta pati a(¢), kas paradas blivuma funkcija (1.1.2). Tacu, lietosim to
pasu apziméjumu, jo ka redzesim talak, tas spélé vienadu lomu.

Ta ka y; ieguldijums log-ticamibas funkcija ir integralis pec u; no dln fy (y;)/0u;, log

kvazi-ticamibas funkciju definésim caur y; ieguldijumu taja

B i yi_t
Qi—/yi —a(@v(t)dt’ (1.1.20)

kura atvasinajums péc pu; vienads ar ¢; péec definicijas. Beidzot, lai atrastu parametra (3

vislielakas kvazi-ticamibas novértéjumu ir jaatrisina lielakas kvazi-ticamibas vienadojumi

%ZQZ. 0 (1.1.21)

Novertgjot atvasinajumu vienadojuma (|1.1.21)) ieglistam

i — i O
2 o o8 ~°

kurs izmantojot ([L.1.10)) ir forma

Yi — T _
2 a Ve ="

val matricu forma

1 T B
mX WG(y — p),

ir tads pats ka (1.1.12). Ir jaievero, ka defingjot vislielakas kvazi-ticamibas novertéjumu
ka vislielakas kvazi-ticamibas vienadojumu ({1.1.21)) atrisinajumu, meés izvairamies no istas
maksimizesanas problemas risinaSanas vai pat no pasas vislielakas kvazi-ticamibas vai log
kvazi-ticamibas funkcijas definésanas.

Tas ir ievérojams rezultats, jo (); ir konstruéta izmantojot tikai informaciju par to, ka
mainas dispersija atkariba no p un neko citu. Biezi gadas ta, ka ja mes uzdodam sakaribu
starp videjo un dispersiju, mes iegustam vislielakas kvazi-ticamibas vienadojumus, kuri
pilnigi sakrit ar tiem, kuri atbilst istai vislielakas ticamibas funkcijai.

Vislielakas kvazi-ticamibas funkcijai ir svariga prieksrociba salidzinot ar parasto vis-

lielakas ticamibas funkciju. Pienemsim, ka ir regresija, kuras rezultejosais mainigais ir

12



sadalits pec Puasona likuma. Izmantojot vislielakas ticamibas funkciju pienéemums bis
tads, ka D(y;) = V(u;). Tomer prakse biezi izradas ta, ka dati ir no sadalijuma, kur
dispersija ir lielaka neka videjais. Ja dispersija ir proporcionala vidéjam, tad modela
specifikacija izmantojot vislielakas kvazi-ticamibas funkciju ir joprojam korekta, jo pie-
nemums ir tikai par to, ka D(y;) = a(¢)V (1), t.i., D(y;) ir proporcionala V' (u;) un nav
obligati vienada.

Tatad vislielakas kvazi-ticamibas funkcijas izmantosana lauj mums, pirmkart, netaisit
pienemumus par sadalijumu un, otrkart, mums ir nepieciesams uzdod sakaribu starp videjo
un dispersiju ar precizitati tikai 1idz proporcionalitates konstantei, kura var but noverteta
no datiem.

Visparpienemts proporcionalitates konstantes a(¢) novertejums ir ar momentu metodi

iegustamais novertejums [I]

a(¢): 1 Z(yi_ﬂi>2: X? 7

n—p<* Vim) n-—p

kur n ir noverojumu skaits, p ir vektora 3 dimensija un X? ir visparinata Pirsona statistika.

1.1.4. Modela pielagosanas kvalitates mérs un modela atlikumi

Modela pielagosanas kvalitates meri var bt formuleti dazados veidos, apskatisim ta
saukto novirzes funkciju (deviance), kuru veido vislielakas ticamibas funkciju attiecibas
logaritms.

Esot n noverojumiem tiem ir iespéjams pielagot modelus ar lidz n parametriem. Nulles
modeli ir viens parametrs, kurs reprezenté visiem y kopéjo parametru p; tatad nulles
modelis visu starp y vértibam esosu variaciju izskaidro ar gadijuma komponenti. Pilnaja
modelt ir n parametri, viens katram noverojumam, un p, kuri ieguti novertejot So modeli
pilnigi atbilst datiem.

Izteiksim log-ticamibas funkciju ka funkciju no parametra p, nevis 6. Pienemsim,
ka I(f1, ¢;y) ir log-ticamibas funkcija maksimizeta pec 3 ar fiksetu meroga parametru ¢.
Maksimala ticamibas funkcijas vertiba, kura ir sasniedzama pilnaja modeli ar n para-
metriem ir [(y, ¢; y) un parasti ir galiga. Pielagosanas neatbilstibas mérs ir proporcionals
divkarsai starpibai starp maksimalo sasniedzamo log-ticamibas funkcijas vértibu un ver-

tibu, kura ir sasniegta petamaja modeli. Apzimejot ar 0 = 0(j1) un 6 = 0(y) abu modelu
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kanonisku parametru novertejumus un pienemot, ka a;(¢) = ¢/w;, modela pielagosanas

neatbilstibas mers var but formulets sadi

> 2wifyi(0: — 0:) = b(6:) + b(0:)}/6 = D(y; 1) /&,

kur modela novirzes funkcija D(y; i) ir funkcija tikai no datiem.
Normala sadalijjuma gadijuma novirzes funkcija ir vienkarsi atlikumu kvadratu summa.

Novirzes funkcija dalita ar meroga parametru ir sverta novirzes funkcija (scaled deviance)

D(y; 1)/ ¢ = D*(y; i) = 2l(y; y) — 21(11; ),

kur eksponencialas saimes modelu gadijuma [(y;y) ir vislielakas ticamibas funkcijas ver-
tiba, kura tiek sasniegta, kad pielagotas vertibas sakrit ar noverotiem datiem.

Cits svarigs modela neatbilstibas mers ir visparinata Pirsona X? statistika
X2=3 (=) V().

kur V(i) ir attieciga sadalijuma variacijas funkcijas novértéjums. Normala sadalijuma
gadljuma X2, tapat ka novirzes funkcija, ir vienads ar atlikumu kvadratu summu.

Abam, novirzes funkcijai un visparinatajam Pirsona X?2, ir precizi x? sadalijums Nor-
malo linearo modelu gadijuma (protams, ja modelis ir speka) un ir pieejami asimptotiski
rezultati prieks citiem sadalijumiem.

Normalaja modeli atkarigais mainigais var but izteikts forma

y=fp+(y—p),

t.i., dati = pielagoti dati + atlikums. Atlikumi var but izmantoti, lai izpetitu modela
pielagosanas kvalitati attieciba uz variacijas funkcijas, saites funkcijas un lineara predik-
tora komponentu izveéli. Atlikumi arl var noradit uz anomalu vértibu klatbatni, kas prasa
papildus izpéti. Visparinataja linearaja modeli tiek prasita vispariga atlikumu definici-
ja, kura buitu deriga visiem sadalijumiem, kuri var aizvietot Normalo. Erta ir, ja Sos
atlikumus var izmantot tiem pasSiem merkiem, ka standarta Normala atlikumus.

Talak definesim divas visbiezak lietojamas visparinato atlikumu formas, proti Pirsona

un novirzes atlikumus. Turpmakaja teoretiskaja apraksta i vieta izmantosim .

14



Definicija 1. Pirsona atlikumi tiek defineti ka parastie atlikumi daliti ar Y standartno-

virzes novertéjumu
Yy—HK
4

rp =

Sads nosaukums ir izvélets tapéc, ka Puasona sadalijuma gadijuma Pirsona atlikumi
ir vienkarsi Pirsona X? statistikas komponensu kvadratsaknes ar attiecigu zimi, tadi, ka
S"r% = X2 Tacu Seit Pirsona statistika tiks lietota vairak ka atlikumu variacijas mers,
nevis ka modela pielagosanas kvalitates mers.

Ja novirzes funkcija tiek izmantota ka visparinata lineara modela neatbilstibas meérs,

tad katra vieniba taja iegulda lielumu d;, tadu, ka »_d; = D.

Definicija 2. Novirzes atlikumi tiek definéti ka

rp = sign(y — p)v/d;,

kur > d; = D un D ir novirzes funkcija.
Pie sadas novirzes atlikumu definicijas iegtstam lielumu, kur§ pieaug ar y; — p; un

kuram > 7% = D. Tada veida Puasona sadalfjumam

rp = sign(y — w{2 (yn(y/m) =y + )}

1.2. Visparinata lineara modela izmantosana IBNR

rezervju noteiksanai

1.2.1. Atlidzibu rezervéSanas problémas nostadne un galvenie
jédzieni
Apdrosinasanas IBNR atlidzibu rezervésanas problemu var apkopot sekojosa veida:
novertet turpmako atlidzibu summu (jeb atlidzibu skaitu), par pagatnes periodos notiku-
Sajiem apdrosinasanas gadijumiem, kuri vel bus pieteikti nakotne, ja ir pieejama informa-
cija par pagatni. Pie tam ir nepiecieSsams noteikt piesardzigu rezervju augsejo robezu ar
pietiekamo nozimibas limeni.

Datus par apdrosinasanas kompanijas izmaksatajam atlidzibam (vai atlidzibu skaitu)
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uzskatami var apkopot ta sauktaja attistibas trigstari. Turpmak, nezaudejot visparigumu,
uzskatisim, ka Cj; ir atlidzibu summas pieaugumi. Piepemsim, ka mes atrodamies n-ja
perioda un zinam visu pagatnes informaciju. Katra notikusa apdrosinasanas gadijuma
prasiba (turpmak: notikums) tiek atlidzinata vai nu notikuma perioda vai ari kada no
sekojosajiem n attistibas periodiem, bet izmaksato atlidzibu summa izveletajos periodos
raksturo apdrosinasanas kompanijas zaudéjumu sadalijjumu pa siem periodiem. Attistibas
trijstirl izmaksatas atlidzibas iespéjams apkopot kumuléta vai pieaugumu forma.
Veidojot attistibas trijsturi atlidzibu pieaugumu forma, tiek aplikota gadijumu lielu-
mu saime {Cj; : ¢ = 1,...,n;j = 1,...,n}, kur gadijuma lielums Cj; tiek interpretets ka
notikuma perioda ¢ zaudéjumi, kas atlidzinati j-ja attistibas perioda péc gadijuma iesta-
Sanas jeb kalendaraja perioda i +j — 1. Cj; tiek saukts par notikuma perioda ¢ zaudejumu
atlidzibu pieaugumu attistibas perioda j. Atlidzibu pieaugumi ir noverojami kalendara-
jlem periodiem ¢ 4+ j + 1 < n un nenovérojami kalendarajiem periodiem 2 + 7 +1 > n.
Novérojamie atlidzibu pieaugumi {Cj; : i = 1,...,n;5 = 1,...,n — i + 1} veido attistibas

trijsturi, kas paradits tabula.

1.1. tabula Attistibas trijstiris
Attistibas periods

Notikuma
periods 1 2 J .o o n—1 n
1 0171 01’2 v Cl,j . Cl,n—l Cl,n
2 02,1 0272 . C’QJ e CQ,n—l
i Cia Cia oo Cinin

n—1 Cnfl,l Cn71,2
n Cn,l

Uz attistibas trijstura diagonales atrodas pedejie noverotie atlidzibu pieaugumi, tadel
So attistibas trijsturi sauksim par pagalnes trijstari. Pa labi no attistibas diagonales
atrodas nenovérojamie (nakotnes) atlidzibu pieaugumi, tapec so datu trijstari sauksim
par nakotnes trijstiari.

Attistibas trijsturu var izveidot ari kumuleto atlidzibu forma. Saja gadijuma tiek
apskatita gadijuma lielumu saime {D;; : i = 1,...,n;j = 1,...,n}, kur gadijuma lielums

D;; tiek definets ka i-ta notikuma perioda atlidzibu pieaugumu summa lidz attistibas
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periodam j
J
D;; = Z Cig-
k=1

D;; tiek interpretets ka i-ta notikuma perioda summarie zaudejumi, kas atlidzinati ar ne
vairak ka j — 1 periodu nobidi jeb ne velak ka j-ja attistibas perioda. D;; sauksim par i-ta
notikuma perioda un j-ta attistibas perioda kumulétajam zaudejumu atlidzibam. D;,,_;
apzimé lidz sim bridim kumulétu zaudéjumu atlidzibu summu par i-ta notikuma perioda
apdrosinasanas gadijumiem, savukart D;, apzime galigu kumuletu zaudejumu atlidzibu
summu par ¢-ta notikuma perioda apdrosinasanas gadijumiem.

Vairak neka individualo vertibu Cj; vai D;; (i = 1,2, ...,nun j = n—i+2,n—i+3,...,n)
prognozésana, interesé rindu kopsummu prognozésana, t.i., rezervju summas nepieciesa-
mas, lai segtu zaudejumus, kuri notikusi i-ja perioda, un ipasi summaro prognozi, kurs
apzime sagaidamas summaras nepieciesamas rezerves. Citiem vardiem, ¢-tajam notikuma
periodam nepiecieSamas rezerves var bt aprékinatas ka starpiba starp attieciga notiku-
ma perioda galigo atlidzibu summu un lidz §im bridim izmaksato atlidzibu summu, t.i.,
R; = Dy, — D, _i11; un tad summaras rezerves R = > . R,.

legiistot rezervju summas novértéjumu, dabisks nakamais solis ir attistit noveértéju-
mu iespéjamai iegiitas prognozes variacijai, lai varétu izdarit secindjumus par to vai ir
nepiecieSama papildus rezervju uzlikSsana virs prognozetas vertibas piesardzibas nolukos.
Vispar sakot, lai varetu noteikt rezervju augsejo robezu ar pietiekamo nozimibas lime-
ni. Variacijas meérs, kurs parasti tiek lietots Saja sakara ir prognozes kluda, definéta ka

iespejamo rezervju iznakumu sadalijjuma standartnovirze.

1.2.2. Zaudéjumu atlidzibu rezervju prognozes kluda

Prognozes kluda ir kvadratsakne no prognozes videjas kvadratiskas kludas (RMSE).

Videja kvadratiska klada (MSE) D;, novertejumam D, tiek definéta ka
MSE(Dm) - E((-ﬁm - Din)lep%

kur T, = {Djli + 7 < n + 1} ir visu lidz sim bridim noverotu datu kopa. Jaatzi-
mé, ka Seit netiek izmantota nenosacita videja kvadratiska kluda E((D;, — Din)?) =
E(E((Dy, — Di)?|T})), jo ta videjo pa visiem iespejamiem datiem T}, no datu generejo-

Sa sadalijuma. Taja vieta praksé mis vairak interesé nosacita vidéja kvadratiska kluda
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konkretam novertejumam Dm, kurs balstas uz konkretu noverotu datu kopu 7}, un tapec
ir jaizmanto F ((ﬁm — Din)?|T,), kura dos tikai videjo novirzi starp D;, un D,, nakotnes
nejausibas dél.

Vispirms, ieverosim, ka
MSE(R;) = E((R; — R)*|T,) = E((Din — Di)*|T,)) = MSE(D,,).

Tad, izmantojot visparigo likumu E(X — a)? = D[X] + (EX — a)?, iegustam

A

MSE(D;,) = DD |T,) + (E(Di|T,) — Din)? = D[Dy|T,)] + D[Din|T,], (1.2.1)

kas parada, ka videja kvadratiska kluda ir stohastiskas kludas (procesa dispersijas) un

novertejuma kludas summa.

1.2.3. Chain-ladder metode

Pienemsim, ka ir dots kumuleto atlidzibu attistibas trijsturis {D;; : i = 1,...,n;j =
1,..,n — 1+ 1}. Attistibas faktoru matrica kumuléto atlidzibu kopai {D;;} sastav no

faktoriem \;;, kuri tiek aprekinati pec formulas

- )
D j
Pirmais pamatpienemums ir sekojoss [3].

Pienémums 1. Katram notikuma periodam ir viens un tas pats attistibas faktors, t.i.,
katram j = 2, ...n izpildas

Aij:)\j VZ:]_,,TL

Saskanpa ar 1. piepeémumu, vispopularakais attistibas faktoru A; novertejums ir svertais

vidéjais
n—j+1 n—j+1
j\,_ Zi:l Dij _Zi:1 Di,jq)\ij
J T —=n—jt1 = n—j+1 :
Yoici Dijov 25T Dija

Attistibas faktors )\;; ir nosvérts ar attiecigo “apjoma” méru D; ;_;.

(1.2.2)

Nakotnes trijstura prognozetas vertibas ﬁij tiek aprekinatas pec formulas

J
Dij :Di,nfiJrl H )\ka i:2,...,n, ] :n—z—l—Z,,n
k=n—i+2
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Sis prognozesanas panemiens balstas uz to, ka otrais modela pienemums ir speka. Tiek
pienemts, ka katram notikuma periodam obligati ir atskirigs limenis, kur§ tiek novertets
ar attieciga notikuma perioda individualo pieredzi. Lielums D, ,_,+; reprezenté notikuma

perioda limena novertejumu.

Pienémums 2. Katram notikuma periodam ir parametrs, kurs raksturo to limeni. i-ta
notikuma perioda limena parametrs ir novertéts ar D; ,,_;11.

Pedejo notikuma periodu parstav viens vienigs noverojums D;;. Ja butu pienemusi,
ka notikuma periodi ir pilnigi homogeni, tad notikuma periodu limenis bitu janoverte
ar y », D;i1/n (vai labaku novertejumu 1. attistibas perioda vidéjam limenim). Pilniga
homogenitate nozime, ka noverojumi Dy, Doy, ..., Dy1 ir uzgenereti ar vienu un to pasu
procesu. Chain-ladder metode pienem, ka procesi, kuri uzgenereja atlidzibu pieaugumus
D11, Doy, ..., Dy ir tik nesaistiti, ka informacijas apvienosana nesniedz nekadu efektivitates
uzlabojumu. Vispar ir loti griiti noticét, ka $ads pienémums kadreiz varetu but speka
prakse.

Chain-ladder metode dod iespéju vienkarsi atrast rezervju prognozi, bet $1 metode
nedod iespéju novertet sis prognozes klidu. Tapéc talak saja nodala tiks apskatiti dazi
statistiski modeli, kuri dod tos pasus vai lidzigus novertejumus ka chain-ladder metode,

bet dod arT iespeju novertet prognozes kludu.

1.2.4. Virs-izkliedéts Puasona modelis

Saja apaksnodala aprakstisim saistibu starp Chain-ladder metodi un sekojoso statis-

tisko modeli prieks atlidzibu pieaugumiem Cj; [4].
Ci; Vi, j neatkarigi sadalits pec Puasona sadaljjuma ar vidgjo vertibu p;;,  (1.2.3)

Inpi; = c+ a; + B4 un a; = = 0. (1.2.4)

Turpmak pienemsim, ka
Y Cy=0  visiem j (1.2.5)

ST pienemuma iemesls klus skaidrs pec vienadojuma (1.2.7)). Jaievero, ka mes nepra-

sam, lai visi atlidzibu pieaugumi butu nenegativi, bet tikai kolonu summas. Puasona
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modelesanas sadalijjuma izmantoSana nenozime, ka datiem, jabut pozitiviem, veseliem
skaitliem; ir iesp&jams izmantot vislielakas kvazi-ticamibas funkciju, kurai ir visas Puaso-
na vislielakas ticamibas funkcijas ipasibas, bez faktiskas atsauces uz Puasona sadalijuma
blivuma funkciju. Tas nozime, ka Sis modelis var but pielietots negativiem atlidzibu
pieaugumiem.

Sobrid ir vienkarsak saglabat pienemumu, ka datiem ir Puasona sadalijums, kaut gan
visur talak ta ir tikai vislielakas ticamibas funkcijas forma, kura ir svariga. Acimredzot,
Sis modelis ir sapratigs, kad trijsturis sastav no atlidzibu skaita, nevis atlidzibu summam.
Tadel, lai paraditu ekvivalenci ar chain-ladder metodi, vispirms pienemsim, ka attistibas
trijstari veido atlidzibu skaits sagrupéts péc notikuma perioda ¢ un attistibas perioda
(kurs saja gadijuma varetu but atlidzibas pieteiksanas periods) j.

Modela , parametru novertejumi tiek ieguti ar vislielakas ticamibas me-

todi. Noveértéjums summaram atlidzibu skaitam tiek iegiits no vienadibas

n

Dip=Dipii+ Y exp (c +an+ Bj) C i=23 ..m, (1.2.6)
j=n—i+2

kur ¢, a;, Bj ir vislielakas ticamibas parametru novertejumi.

Tie pasi novert&jumi {Dy, : i = 2,...,n} tiek ieghiti ar sekojoso nosacito vislielakas
ticamibas funkciju. Apzimésim nosacitu varbitibu, ka i-td notikuma perioda atlidziba,
kura mes zinam ir pieteikta, ir pieteikta attistibas perioda j, ar p;;. Notikuma periodam
1, ta ir varbitiba, ka attistibas periods ir j, pie nosacijuma, ka tas ir mazaks vai vienads
ar n — ¢ + 1. Parasts pienémums par to, ka atlidzibu pieteiksanas process ir stacionars
nozime, ka varbutiba tam, ka atlidziba tiek pieteikta katra attistibas perioda, nav atkariga
no notikuma perioda. Tatad

Djli = n_p%, (1.2.7)
k=1 Pk
kur p; ir varbutiba, ka atlidziba ir pieteikta attistibas perioda j un > ;_, py = 1.

Pedejais pienemums nozime, ka visas atlidzibas ir pieteiktas lidz n-ta attistibas perioda
beigam. Tas ari ir saskanots ar chain-ladder metodi vispar, kura nenodarbojas ar progno-
zésanu péc D;,, t.i., péc pédéja attistibas perioda, kurs jau ir novérots. Tas ari izskaidro
ierobezojuma nepiecieSamibu, jo bez ta mes nevaretu izmantot varbutibas.

Nosacita vislielakas ticamibas funkcija [. Siem datiem var bit iegiita izmantojot Mul-
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tinomiala sadalijuma blivuma funkciju [4]

k
N
. . _ X1 L L
f(l‘la ”wxlﬁNmpla 7pk:) - Ill.fk‘pl Prs 21 X = N.

Miusu gadijuma z; ir vertibas C;;, bet k = n — i+ 1 ir pedéja noverota attistibas perioda
indekss katram notikuma periodam ¢. Vislielakas ticamibas funkcija ir nosacita, jo ta ir

pie nosacijuma, ka visvelaka noverota rindas summa ir D;,_;;1, un ir sekojosa forma

n D | n—i+1 o

in—it1

L=]] <W I1 pﬁ) : (1.2.8)
i=1 j=1 ijt =1

Maksimizéjot So ticamibas funkciju ieglistam sekojosus summara atlidzibu skaita no-

vertejumus
- Din—iv1

Din = ~
1 - Z;L:n—i+2 Pj

kur p; ir p; novertejums, kurs iegtuts maksimizejot L.. Var paradit, ka Puasona modelis

i=2,..n, (1.2.9)

dod tos pasus novertéjumus ka nosacita vislielakas ticamibas funkcija, t.i., ka vienadojumi

(1.2.6) un [1.2.9/dod vienadus rezultatus.

Dazreiz ir értak apskatit prognozi notikuma perioda atlidzibu skaitam, kurs bija pie-
teikts lidz attistibas periodam j vienadibas (1.2.9)) vieta. Galigs notikuma perioda n—j+1

kumuléts atlidzibu skaits ir

A Dpji15

Dy_iv1n = = —. (1.2.10)
’ 1- Zk:j-H Dk
Tas var biit salidzinats ar chain-ladder metodes prognozém
Dn—j+1,n - Dn_j+17j5\j+15\j+2...5\n, (1211)
kur ,
. n—j+l
A= Lizi Dy (1.2.12)

LM Dy
Rozenbergs 1990. gada piedavaja rekursivo formulu noverteéjumu p;, j = 1, ..., n iegl-

Sanai. Pienemsim, ka ir doti py, pp—1, ..., pj+1 novertéjumi, tad p; novertejums p; var but
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iegtts ar formulu

. Cij+Co+ . + Cojinj (1.2.13)
J _D D2 pn—1 + M B
In T 95, U 1-Pjp1——Dn
Cij+Co + ...+ Chjia (1.2.14)

a Dln + ﬁQ,n + ...+ Dn—j—‘rl,n.

Rekursija sakas ar p, = C4,,/Dy,. Var pieradit, ka iegutie novertejumi p;, j = 1,...,n ir

vislielakas ticamibas novertéjumi funkcijai L.

Teoréema 1. Novértejumi, kuri tiek tegati maksimizéjot nosacito vislielakas ticamibas

funkciju L. var bat teguti rekursivi no vienadojuma ((1.2.13]).
Pieradijums. Ir jaatrod novertéjumi, kuri maksimizé
n n—i+1
i,n— 2—1—1
H( n— l+1C | H p]l)’
=1 i =1

kas ir ekvivalents In L. maksimizésanai. Lai atrisinatu So problemu, apskatisim tikai tos

In L. loceklus, kuri ieklauj p;;, tatad apskatisim

n n—i+l n n—i+l n—i+1
le = Z Z CijInpy; = Z Z Cij (hlpg In Z pk> izmantojot (1.2.7).
i=1 j=1 i=1 j=1

leverojot, ka p,, paradas tikai loceklos, kuros @ = 1, iegistam

alc CYln & C(1j

apn B Pn =1 Zzzl Pk

un no 9l./dp, = 0 izriet, ka p, = C1,,/ Z?:l Chj,jo > i, pr = 1. Tadejadi p,, = C4,,/ Dy
Tagad pienemsim, ka teorema ir speka prieks j + 1,7 + 2,...,n. Atvasinot [. péc p;

ieglistam
. :”i“ (czj _”‘Z”l Cy ) ipysyes _”i“( Dipi1 )
Op;j i=1 Pj j=1 Z;iﬂ Dk Pj i=1 Z;iﬂ Dk
un no 0l./0p; = 0 izriet, ka
b= it Ci

zn—j‘f‘l Dln i+1 ’
i=1 ezt ok
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Taka Y W pe=1— 34, iobr jai>1un >} p, =1, tas ir ekvivalents (L2.13).

Tada veida teoréema ir pieradita péec indukcijas. O]

Tagad paradisim, ka Rozenberga metode ir ekvivalenta chain-ladder metodei. Tas
paradis to, ka chain-ladder metode ir tikai vienkarss veids, ka iegit vislielakas ticamibas
novertéjumus nosacitai ticamibas funkcijai L. un tadejadi ari priek§ Puasona modela
(11.2.3), (1.2.4)).

No vienadibam (1.2.10)) un (1.2.11) izriet, ka

A

3 3 N Dn— j+1,n 1
)\‘ 1)\' 2)\n: I - ~ ~ ~
FHAE Dy jy1; 1 —=Djr1 —Djra — .. — Dn
un analogiski
.. . 1
AjNjr1Ap = — -
Y 1=pj —Pj+1 — - —Dn
Tatad
P . 1
AjAj1--An = T
S VIS W
un tad
. 1
Aj = —. (1.2.15)

1-— ﬁjj\j+15\j+2"')\n
Ar atpakalgaitas indukciju paradisim, ka pec formulas (1.2.15)), izmantojot p; forma
(1.2.14]), iegtiti novertejumi j\j, ir tadi pasi ka tie, kurus iegtist ar formulu ([1.2.12)).

Tas izpildas pie j = n, jo

2.15)
o (T.2.14)
o Dln

1
/\n: 1 - no ‘
-Pp
1
1 — Cin n
Dln . Dln
Dln - Cln Dl,n—l’

kas sakrit ar vienadojumu (1.2.12)), kad j = n.
Tagad pienemsim, ka Sis rezultats ir speka pie j + 1,7 + 2,...,n. Tad vienadojumu

(1.2.13) varam parrakstit forma

R Clj + ng + ...+ Cn—j+1,j
Dj

~ ~

 Din A Dopidn 4 oo+ Do jirjh g1 An
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un ievietojot to vienadojuma (1.2.15)) ieglistam

. 1
b= T T —— (1.2.16)
Din+Dan 1 nt At Dnji1jhjs1Ag JHLRIH20 0

Teoréma 2. Dln + D2,n—15\n + ...+ Dn—j+1,j5\j+1‘-‘5\n = 5\j+1~-5\n Z?:_IJ—H Dz]

Pieradijums.
~ D n
Dy + Do 1Ay = Dy + Doy !
Dl,n—l
Dy,

= DLil (D1y—1+ Dap1)

= 5\n(Dl,n—1 + Dy p1).
Tadel

Dy, + DQ,n—l;\n + D3,n—25\n5\n—1 ;\n(Dl,n—l + Doy + D3,n—25\n—1)

;\n ((Dl,n—Q + D2,n—2);\n—1 + D3,n—25‘n—1> )

jo 5\n—1 = (Dyp1+ Dap-1)/(D1p—2+ Do ys).
Tadéjadi Dln + D2,n—15\n + DS,n—QS\nS\n—l = ;\n—l;\n(Dl,n—Q + D2,n—2 + D3,n—2) utt.

Analogiski turpinot visiem locekliem, teorema tiks pieradita. O
Izmantojot 2. teorémas rezultatu, (1.2.16)) var parveidot sekojosi

1

1— Clj+02j+---+cn_j+1,j5\‘ 1;\' )
)\j+1-~~/\n E;l;1]+1 Dij J+1Ag 2

B St Dy
ST D — (O + Coy o+ Crjir )
St Dy
St iy

A =

A

kas sakrit ar chain-ladder novertejumu. Tadejadi ar indukcijas palidzibu tika pieradits,
ka Rozenberga metode ir ekvivalenta chain-ladder metodei.

Tatad meés paradijam, ka chain-ladder metode dod tiesi tos pasus novértéjumus ka

modelis (1.2.3) un (1.2.4) pie piepémuma (1.2.5). Tatad mums ir dazadi veidi iegit tos

pasus novertejumus {D;, : ¢ = 2,3,...,n}: chain-ladder metode, Rozenberga metode

un vislielakas ticamibas novertéjums visparinataja linearaja modeli. Més varam pamatoti
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saukt $o visparinato linearo modeli par chain-ladder linearo modeli pie pienémuma (1.2.5)).
Tacu, izmantosim iespéju atvieglot pienemumu par to, ka datiem ir Puasona sadalijums,
kaut arl atstasim to pasu modela formu un lielakas ticamibas funkciju. Tada veida meés
iegisim tos pasus rezultatus, bet izvairisimies no datu sadalijjuma specifikacijas. Tas
nozime, ka chain-ladder linearais modelis var but pielietots ari atlidzibu summam (ne
tikai atlidzibu skaitam). Vel vairak, pie nosacijuma ((1.2.5) modeli var pielietot negativiem
atlidzibu pieaugumiem.

Jaatzime, ka dazadu modelu kolonu parametri ari ir saistiti. Chain-ladder metodes
parametri \;, j = 2, ..., n ir rekursivi saistiti ar nosacitas vislielakas ticamibas parametriem

p;, J=1,...,n sada veida

/\j/\j—i-l“'/\n = 1/(1 —Pj — Pj+1 — --- _pn)

Visparinata lineara modela kolonu parametri ir saistiti ar chain-ladder metodes paramet-

riem un nosacitas vislielakas ticamibas parametriem caur sakaribam [5]

)\ 1 65]' eﬁj
=14+ ——— un p;=—=f——.
’ i:11 e ’ j1 €7

Ta ka izmantojam vislielakas ticamibas novertejumu, jebkura modela parametru noverte-

jumi tiek ieguti tiesi no lineara modela novertejumiem ar substittciju. Dy, var iegiit gan

no (L.2.6), gan no (1.2.10), jeb — visos gadijumos tiks iegfiti vienadi rezultati.
Visa augstak apskatita galvena ideja ir ta, ka tika atrasts visparinatais linearais mo-

delis, kurs dod tiesi tos pasus rezultatus ka chain-ladder metode, pie pienemuma ([1.2.5).

Definicija 3. Stohastisks chain-ladder modelis ir visparinatais linearais modelis, kura
atlidzibu pieaugumu summas tiek modeletas ka neatkarigie mainigie C;; ar videjo vertibu
wi; = E(Cj;), variacijas funkciju V(p;;) = pi; un meroga parametru ¢ > 0, izmantojot

logaritmisko saites funkciju, sada forma
Ni; = ln,uij =c+ oy ‘f‘ﬁj

Parametru noverteéjumi ¢, &, 3; tiek noteikti maksimizejot kvazi-ticamibas funkciju un
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prognozetas atlidzibu summas nakotnes trijsturi tiek novertetas ar

flij = exp(c+ &; + Bj)

Pie §is modela definicijas ir jaatzime, pirmkart, ka sada tipa modeli, tehniskaja nozi-
meé, ir parak daudz parametru un tapéc ir nepieciesams uzdod divus papildus nosacijumus,
parasti, a; = 31 = 0 un, otrkart, nav nepieciesams ieprieks uzdod meroga parametra ¢
vertibu, jo parametru novertejumi un tadel ari prognozetas atlidzibu vertibas ir invarian-
tas pret ¢ vertibu.

Gadijuma, kad ir doti dazi negativi atlidzibu pieaugumi tiek rekomendéts [4] izmantot
visparinatos Pirsona atlikumus, kuri atskiriba no novirzes atlikumiem, ir vienadi defineti
prieks negativam un pozitivam C;; vertibam. Tas ir tapec, ka formala integralas izteiksmes
(1.1.20) novertesana, uz kuras balstas novirzes atlikumi, izraisa In C;; aprékinasanu, kuri
nav defineti prieks negativam C;; vertibam. Tas viens pats netrauce izteiksmes
optimizacijai vislielakas kvazi-ticamibas parametru novertesanas procediira, ar noteiku-
mu, ka locekli Inp,; ir labi defineti, t.i., u;; > 0 Vi,j. Pateicoties lineara prediktora
nij = ¢+ a; + [(; specifiskai parametriskai struktarai, Sis nosacijums izpildas tiklidz vi-
sas attistibas trijstura atlidzibu pieaugumos kolonu (un rindu) summas ir pozitivas. Tas
saskanojas ar pienemumu (1.2.3)).

Ja modelis tiek definéts saskana ar [3] definiciju, tad nakotnes individualas atlidzibu
prognozes videja kvadratiska kluda, ka paradija Renshaw [6] ir

MSE(Cyj) = E[(Cy; — Ci;)?] ~ D[Cy] + DICy].

No Cy; = fi;; = exp(fi;;) ar delta metodi iegustam, ka

D[Cy] ~ ‘% QD[ﬁij],
anz’j
no |3l definicijas ari zinams, ka
DI[Cy;] = ¢pij,
tatad
E[(Ci; — Cy)?] = ¢miug; + f12; D). (1.2.17)
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Renshaw ari [0] ir paradija, ka notikuma perioda rezervju prognozes videja kvadratiska

klada ir

MSE(R Z Pfii; + Z fii; D 73] + 2 Z flij, flij, COV[Mijy , Tijs] (1.2.18)

J1,J2
J2>J1

un summaro rezervju prognozes vidéja kvadratiska klada ir

MSE(R) =Y jui; + Z AEDIG]+2 D P ftiag Covli gy, Mug)- (1.2.19)
5 o
11,j17%2,52

Summeésana visur notiek pa nakotnes trijstira indeksiem j.

1.2.5. Chain-ladder modela Normala aproksimacija

Gadijuma, kad negativo atlidzibu pieaugumu skaits ir pietiekosi liels, Puasona modela
pienemums neizpildas un §is modelis vairs nevar but pielietots. Saja gadijuma
chain-ladder metodes noveértéjumi var joprojam bt reproducéti izmantojot Normalo ap-
roksimaciju. Izmantojot atlidzibu pieaugumu sadalijuma Normalo aproksimaciju, Cj; ir

aptuveni Normali sadaliti ar parametriem
E[Dy] = AD;; 1 un D[Dy] = ¢;D;; 1, (1.2.20)

kur j > 2 un pienemts, ka D, ;_; ir zinami. Apzimejot w;; := D, ;1 un izdalot ar to

izteiksmes ([1.2.20)), ieglistam
E[Dij/wii] = A; un D[Dy/wi] = ¢ /wi;.

Modelis tiek analizeéts koncentréjoties uz lielumiem f;; = D;;/w;;, kuri saskana ar
modeli, ir Normali sadaliti ar méroga parametriem ¢; un svariem w;;. Atzimeésim, ka f;;
veido individualo attistibas faktoru trijsturi un ¢, ir atkarigi no attistibas perioda j. Tas
ir sarezgijums, jo parasti visparinatajos linearajos modelos meroga parametrs ir konstants
visiem noverojumiem.

Sis modelis tiek novértéts ar iterativo novertesanas metodi, ta saukto “kopéjo modele-

sanu” (joint modelling) [1, 357-365 Ipp.], jo tas ietver parametru novertesanu gan videjai
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vertibai, gan dispersijai, kas atSkiras no parastas tikai videjas vertibas modelesanas.
Kopéjas modelesanas process sakas ar pozitivu patvaligu sakuma vertibu pieskirsanu

lielumiem ¢; un visparinata lineara modela pielagoSanu parametriem f;; ar svariem W;; =

w;j/¢; (td., svari ir apgriezti proporcionali dispersijai). Ari konstante parasti tiek ieklauta

linearaja prediktora, tadejadi iegustot
Elfyl=c+aj1 ar a1 =0, j>2 (1.2.21)

Jaatzime, ka linears prediktors ir atkarigs tikai no attistibas perioda j un pielagotas ver-
tibas f,»j ir attistibas faktoru \; novertejumi. Iegtistot pielagotas vertibas, tiek apréekinati
atlikumu kvadrati

riy = wi(fiy — fiy)*.
Sie atlikumu kvadrati tiek izmantoti, ki rezultéjosais mainigais otraja visparinataja line-
araja modeli, kura prediktors ir atkarigs tikai no attistibas perioda j, t.i.,
Elrf]=c+a;o1 ar a;=0, j>2 (1.2.22)
Pielagotas vertibas ffj no otra modela tiek izmantoti, lai precizetu vertibas ¢; un pirmais
modelis tiek atkartoti pielagots pec W;; precizesanas, lai atspogulotu revidetus ¢; noverte-
jumus. Tas arT pabeidz kopé&jas modelésanas procesu, kura rezultata A; un ¢; novertéjumi

tiek ieguti.

Piezime 3. Ta ka atlikumu kvadratu modelis 1r atkarigs tikai no attistibas perioda j,
pielagotas vertibas f’fj bis novertetas vienkarsi ka attistibas perioda 7 atlikumu kvadratu
wvidéjais pa i. Atlikumu formu nosaka kladu sadalijums, kurs tiek lietots modelt prieks
widéjas vertibas, kurs saja gadijuma ir Normalais sadalijums.

Prognozes kluda $im modelim tiek aprekinata pec formulas (1.2.1]), savukart procesa
un novertejuma dispersijas, D[Dy,|T,] un D[Dy,|T},], tiek aprekinatas rekursivi. Saku-
ma izvedisim rekursivo formulu procesa kladas D[D,,|T,| aprekinasanai. Lai atvieglotu

apziméjumus, apskatisim atsevisku rindu, atmetot indeksu .

No modela specifikacijas E[D;|Cj_1] = A\;D;_;. Izmantojot so faktu divu solu uz
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prieksu nosacita matematiska ceriba ir

E[Dj+1|01, -«-Cj—l] = E[E[Dj+1|01, ---Cj—la Cj”Cl, -~-Cj—1]
E[)\ij’Oh ‘--Cj—l] = /\j+1/\ij—1'

Analogiski k solu uz prieksu nosacita matematiska ceriba ir
E[Dj+k‘01, '-'ijl] = )\j+k)\j+k,1...>\ij,1.

Tagad apskatisim dispersiju. No modela specifikacijas D[D;|Ch, ..., Cj_1] = ¢;D;_1. Tad

divu solu uz prieksu nosacita dispersija ir

D[DjJrl‘Cl,...,Cj,l] = E[D[DJH‘C&,..., ”Cl, J 1] +>\]+1 [D]‘Cl,,cj,l]
= E[¢;1D;|Ch, ..., Ci1] + N5 10;D;4

= (¢jr1 X + AN 105)D;-

Analogiski triju solu uz prieksu nosacita dispersija ir

D[Dj+2|01,...70j_1] :E[D[Dj+2|01,..., ]|Cl, ] 1]+)\j+2)\]2+1 [Dj|01,...70j_1]
- E[(¢J+2)‘J+1 + ¢J+1)‘]+2)D |Cl7 J 1] + )\]+2 ‘+1¢ij—1
(¢J+2)\]+1)‘ + )\g+2¢j+1)\ +A +2>‘J+1¢J) J—1-

Ta turpinot, iegistam k + 1 solu uz prieksu nosacitu dispersiju

DIDjk|Ch, ..., Cj] = E[D[Dji|Ch, ... Cl|Ch, ey Cia] + A2y A2 DID;|Cy, ., G
= (PjrhNjar—1--Aj + )\?+k¢j+k71)\j+k72---)\j
‘|‘/\2+k)\j+k 1Pjth—2---Aj + . +/\2+k /\g+2¢g+1>\
+ Aj+k...Aj+1qﬁj)D _
Tagad izvedisim formulu novertéjuma kludas aprekinasanai. Apskatot atsevisku rin-
du un atmetot indeksu ¢, mums interesé lielums D[ﬁnan,i+1], kas ir notikuma perioda

prognozéta summaras atlidzibas novertéjuma dispersija, zinot vélakas kumulétas atlidzi-

bas vértibu D,_;.1. Atzimésim, ka to pasu rezultatu var iegut apskatot dispersiju no
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prognozetu atlidzibu pieaugumu summas.
D[[)n‘ani+1] = D[S\nfi+2---5\nani+1’Dn7i+1] = Di_i+1D[5\n7i+2---5\n‘Dn7i+1]-

No sis formulas redzams, ka mums ir nepiecieSsams atrast attistibas faktoru noverteju-
mu reizinajuma dispersiju, kura var bt iegita rekursivi, reizinatu ar velako kumuléto
atlidzibu kvadrata. Turpmaka izveduma parskatamibai, formulu pieraksta izlaidisim no-
sacijumu.

Izveduma izmantosim sekojosu faktu. Ja divi gadijuma lielumi X un Y ir neatkarigi,

tad ir speka sakariba

D[XY] = EX?EY? — (EX)*(EY)?
= (EX)’EY? — (EX)*(EY)* + (EY)’EX® — (EY)*(EX)?
+ EY?’EX? - EY*(EX)? — (EY)?EX?+ (EY)}(EX)?
= (EX)*(EY? — (EY)?*) + (EY)*(EX® — (EX)?)
+ (EY? - (EY)*)(EX? — (EX)?)

= (EX)’DY + (EY)’DX + DYDX.

~

Notikuma periodam ¢ = 2, novertéjuma dispersija ir vienkarsi D2_,,, D[A,]. Notikuma
periodam ¢ = 3, mums interese Di_i+1D[5\n—15\n], kur pie nosacijuma, ka attistibas faktori

ir neatkarigi vai, ka paradits [7], vismaz nekoreléti,

~

DliAa] = (Bla-i]) DA+ (BEW]) D] + DEIDE ),

kur attistibas faktoru dispersijas tiek iegitas modela pielagosanas rezultata, bet matema-

tiskas ceribas tiek aizvietotas ar novérotam vértibam, tada veida

~

Dl = (3mt) DI + (A) D] + DIAIDEA, )

Nakamajam notikuma periodam ¢ = 4 ir vajadziga triju faktoru reizinajuma dispersija

~ ~ ~

Dla(ruaih)] = (B ]) DIAA + (B A) D] + DI MDA, )

Ievietojot $aja izteiksme ieprickseja soli aprekinatu verttbu D[\, 1\,], ieglstam nepie-
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ciesamo dispersiju. Tada veida 81 rekursiva procedura tiek turpinata lidz ¢« = n, kur

~ ~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ 2 ~
D[ iiohn] = (E[A,HH]) D[ iageAn] + (E[An,i+3...)\n]> D[An_iss]

~ ~ ~

+ D[A i3 An] D[ A_iso]

tiek ieglita ievietojot iepriekseja soli @ = n — 1 aprékinatu vertibu.

Summaro rezervju prognozes kluda var bit aprekinata ka summa
MSE(R) = D[R] + D[R],

kur summaro rezervju procesa dispersija ir individualo notikuma periodu procesu disper-

siju summa, t.i.,
D[R] =) D[R] =Y _D[Dy,
=2 =2
bet summaro rezervju novertejuma kluda ir dota ar
D[R]~ D[Ds]+2)  Cov[Din, Djy).
i=2 i=2
5>i

Summaro rezervju novértésanas kludas aprekins prasa kovariacijas Cov|D;,, D;,] apreki-
nu. Savukart $is kovariacijas var but ieglitas izmantojot ieprieks aprekinatas attistibas

faktoru reizinajuma dispersijas. Apskatisim notikuma periodu ¢ = 2, tad

COV[[DQ,na Ed,n] = COV[DZn—lS\na DS,n—QS\n—l)A\n]

= Dz,n—1D3,n—25\n—1D[;\n]7
jo attistibas faktori ir neatkarigi. Lidzigi

COV[DQ,’VM D47n] = COV[DQ,n—l;\na D4,n—3;\n—25\n—15\n]

= D2,n—1D4,n—3;\n—2;\n—1D[5\n] )

COV[[)Q,na DE),n] = D2,n71D5,n745\n735\n725\n71D[5\n]

un ta talak, apskatot visu notikuma periodu lielaku par 2 kovariacijas ar otro notikuma
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periodu. Apskatisim ¢ = 3

COV[ﬁgm, D4,n] - COV[DS,n—ZS\n—lj\’m D4,n—35\n—25\n—15\n]

= D3,n—2D47n—35\n—2D[j\n—l;\n] .

Seit D[j\n,lj\n] vieta ievietojam vertibu, kura bija izrekinata agrak un analogiski turpinot

jegiistam kovaridcijas visiem j > 3 ar i = 3. SI procediira tiek turpinata lidz notikuma

periodam ¢ = n — 1, kur

COV[ﬁn_Ln, ﬁn,n] = COV[Dn_LQ/A\g/A\ZL.../A\n, Dn’l;\g;\g...;\n]
= Dn,LQDnJS\QD[S\gj\;l...S\n].

1.2.6. Maka modelis

Viens no pirmajiem stohastiskajiem modeliem, kur§ dod tos pasus novertejumus ka

chain-ladder metode ir Maka modelis (“Mack’s model”). Sim modelim ir ierobezoti pie-

némumi attieciba uz datu sadalijjumu, noradot tikai pirmos divus momentus. Tapéc §a

modela prieksrociba ir vienkarsiba, bet tai pat laika tas ierobezo atlidzibu rezervju sada-

Ijjuma analizi tikai ar pirmo divu momentu noteikSanu.

Saskana ar Maka modeli [§] D;; videja vertiba un dispersija ir
E[DU] = )\jDi,j—l un D[D”] = U?Di,j—l'
2

Maks piedavaja sekojosus novértejumus parametriem A; un o

n—j+1
“ > Wi fi D..
_ 2ui=i ijJig S i
A= e, o kwr wy =Dij un fij = o
Zi:l Wi i,j—1
un
1 n—j+1
~2 1 \2
;= > wi(fi — A
n=J 4

(1.2.23)

(1.2.24)

(1.2.25)

Attistibas faktoru A; novertejums ir individualo attistibas faktoru svertais videjais [7].

Maks pierada, ka tas dod nenovirzitus un efektivus attistibas faktoru novértéjumus. Dis-

persijas komponente sz tiek noverteta ka sverto atlikumu videjais, kur dalitajs ir atlikumu

skaits (ko izmantoja novertejuma aprekina) minus viens. Viens tiek atnemts, lai nodro-

Sinatu 0]2- nenovirzitu novertéjumu. Sis dispersijas komponentes neizmanto novértéjot at-
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tistibas faktorus, bet tas ir nepieciesamas apskatot nakotnes atlidzibu prognozes klidas.
Lidzigi, ka Normalaja modeli, nepietiek informacijas pedejas dispersijas komponentes o2
novertésanai.

Atlidzibu rezervju prognozes klidu Maka modela gadijuma var aprekinat izmantojot

sekojosu teoremu, ko pieradija Maks [8] 1993.gada un tas sekas.

Teorema 4. Pienemsim, ka kumuléto atlidzibu vidéja vertiba un dispersija ir dotas ar
(1.2.23) un dazadu notikuma perioda kumuléetas atlidzibas ir neatkarigas, t.i., {D;1, ..., Din},
{Dg1, ..., Drn}, ja i # k ir neatkarigi, tad notikuma perioda rezervju prognozes vidéjas

kvadratiskas kladas novertéjums ir

n—1 ~9
— 1 1
MSE(R) =D}, Y 2 ( = )
2o\ Dy S'FD,

k=n—i+1 g=1

Sekas 5. Pie . teorémas pienémumiem Summaro TezZerviu prognozes R= f?g + ...+ Rn
wvidéjas kvadratiskas kludas novertejums ir

— n

MSE(R) =)

=2

A9
2054

1
A2 SR D
i+1 k+1 Lug=1 Mk

MSE(R) + Din ( 3 D>

q=i+1 k=n

] . (1.2.26)

1.2.7. Log-Normalais modelis

Apskatot log-Norméalo modeli ir jasak ar atlidzibu pieaugumu transformésanu, proti
logaritmesanu. Tad transformetajam vertibam modelis tiek pielagots izmantojot parasto
regresijas analizes mazako kvadratu metodi. Tad, parnemot chain-ladder tipa prediktora

struktiiru,

Yij = InCyj = nij + €5,

kur iy =c+a;+3; un €5~ N(0,0%). (1.2.27)

Novertejot lineara prediktora parametrus un procesa dispersiju o2, pielagotas vertibas
uz logaritmiskas skalas tiek iegiitas veidojot atbilstosas parametru novéertéjumu summas.

Tacu, lai iegiitu videjas vertibas novertéjumu uz originalas skalas, més nevaram vienkarsi
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kapinat linearu prediktoru, jo tas dotu medianas novertejumu. Pielagotas vertibas uz

originalas skalas tiek aprekinatas sekojosi

~

Cij = exp (M + 1/2&%) . kur &fj = D[] + 6> (1.2.28)

Komponentes afj faktiski ir lineara prediktora prognozes kliidas un tas tiek aprekinatas

ka lineara prediktora dispersijas un procesa dispersijas summa.

Piezime 6. Iemesls tam, ka dispersijas komponente vienadojuma log-Normalaja
modelt ir vajadziga ir tas, ka Puasona modeli past atlidzibu pieaugumsi tiek izmantoti ka
rezultéjoss mainigais, bet log-Normalaja modeli - atlidzibu pieaugumu logaritma.
Vienadiba ((1.2.28) ir log-Normala sadalijuma matematiskas ceribas standarta veids.
Jaatzime, ka dispersijas komponente ieklauj sevi gan procesa, gan novertéjuma kladu.

Nakotnes atlidzibu pieaugumu C’ij prognozes dispersija ir

kas ir log-Normala sadalijuma dispersijas standarta veids.
Lai aprekinatu notikuma perioda un summaro rezervju prognozes kludu, nepieciesams

apskatit prognozeto vertibu summas dispersiju, nemot véra visas kovariacijas starp prog-

~

C;; prognozes kluda tiek

n

nozétajam vertibam. Notikuma perioda rezerviu R; = 7 ..,

aprekinata sekojosi

MSE(RZ) ~ Z MSE(CZ]> + 2 Z éijléijg (eXp<COV[ﬁij1,ﬁij2]) — 1) (1229)

J=n—i+2 J1,j2=n—i+2
J2>71

un summaro rezervju prognozes kliuda tiek aprekinata péc formulas

MSE(R) ~ Z MSE(CIJ) + 2 Z éiljl éi2j2 (eXp(COV[ﬁiljl ) ﬁizjz]) - 1) ) (1'2'30)
(2

11,71
. )2
i1,J1712,52

kur summeésana notiek pa prognozéto nakotnes atlidzibu indeksiem.
Negativi atlidzibu pieaugumi uzreiz izraisa problémas saja modeli, ta ka logaritms nav

definets negativam vertibam.
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1.2.8. Gamma modelis

Maks [9] ierosinaja izmantot tadu pasu linearo prediktoru ka [3| definicija, bet pieda-
vaja izmantot Gamma sadalijumu atlidzibu summam. Tadéjadi tiek analizéts tads pats
modelis ka aprakstits | apaksnodala, tikai dispersija forma D[C;;] = ¢pu,; tiek aiz-
vietota ar D[C};] = gzﬁu?j, t.i. Gamma modela dispersija ir proporcionala vidéjas vertibas
kvadratam nevis pagai vidéjai vertibai. Ar $o modeli prognozétas vértibas parasti, bet ne
vienmer, ir tuvas chain-ladder novertejumiem.

Parpemot chain-ladder tipa prediktora strukturu Inp;; = 7;; = ¢ + oy + 3;, paramet-
ru noveértéjumi un prognozétas vertibas tiek iegiitas tiesa veida izmantojot visparinato
linearo modeli. Ari acimredzami, ka nakotnes atlidzibu rezervju prognozes kladas tiek
novertetas analogiski Puasona modela gadijumam, izdarot attiecigas izmainas procesa

kluda izteiksmes (1.2.17)), (1.2.18) un (1.2.19). Tatad

MSE(R Z ofy; + Z (2D 42> fuija g, Covliig,» i) (1.2.32)
3]21>jj21
MSE Z gb:u’zj + Z :uzg Th] + 2 Z lulljl :[1’12]2 COV[Thm ’ 7712]2]7 (1233)
i, 2 11,71
12,)2
il’jl7éi2¢j2

kur summesana notiek pa nakotnes trijstura indeksiem j.
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2. Butstrapa metode

2.1. Butstrapa metodes jédziens

Butstraps ir datu parkartosanas metode statistisko funkcionalu 7'(Y1,Ys, ..., Y,, F') sa-
daltijuma aproksimacijai, kur Y7, ...Y,, ir izlases novérojumi un F' ir sadalijuma funkcija.

Pienemsim, ka Y;,Y5,...Y, ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar ¥ ~ F un T =
T(Yy,...,Y,, F) ir kads funkcionalis. Viena no galvenajam matematiskas statistikas pro-
blemam ir atrast T sadalijumu, tas ir atrast Pp(T(Y1,...,Y,, F) < t). Pienemsim, ka
Y1,....Y, pietiekami labi reprezenté isto populacijas sadalijumu. Butstrapa ideja ir generét
daudz izlasu no sdakotnéjas un aproksimet statistikas 7' sadalijumu. Tas ir, izvélésimies no
dotas izlases Y7,...,Y,, jaunas izlases ar atkartojumiem no empiriskas sadalijuma funkcijas

A

FTL?

R n I, jaY;<y
Euy)=1/n) Iysy, kur Iy, = 0 Y ey
i=1 , Ja Y, >y

Lidz ar to visiem novérojumiem ir vienada 1/n varbutiba tikt izvéletiem (tapeéc, ka iz-
velamies faktiski no noverteta populacijas sadalijuma Fn) To ar1 sauc par empirisko,
neparametrisko vai dazkart par parasto butstrapu.

Apzimesim iegutas butstrapa izlases {Y75, ..., Y15}, {Yoh, o Yo b A Y51, -, Y5, 1 kur
B apzime butstrapoto izlasu skaitu. Statistiska funkcionala 7" sadalijumu punkta ¢, tas
ir, Pp(T <'t) aproksimesim ar {j skaits : T} < t}/B, kur Ty, T5,..., T apzime statistikas

T vertibas B dazadajam butstrapa izlasem.

2.2. Rezidiju butstraps

Standarta butstrapa pielietojuma [10], [I1], kad pienemts, ka dati ir neatkarigi un

vienadi sadaliti, datu parkartosanu var veikt tieSi no pasiem datiem. Regresijas tipa
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problemu gadijuma, parasti tiek pienemts ka dati ir neatkarigi, bet nav vienadi sadaliti,
jo videjie (un iespejams dispersijas) ir atkarigas no prediktoriem. Tadel regresijas tipa
problemam parasti tiek izmantots rezidiju butstraps [12], nevis paru butstraps, jo atlikumi
parasti ir neatkarigi un vienadi sadaliti, vai var tikt uztaisiti par tadiem.

Pienemsim, ka ir regresija Y uz X. X ir n X p dizaina matrica ar ¢-to rindu vienadu
ar 7, 3 ir parametru vektors un B ir parametru noveértéjumi, kuri iegiti apskatama

regresijas modela pielagosanas rezultata.

Definicija 4. Pienemsim, ka rq, 79, ..., 7, ir atlikumi iegiiti modela pielagosanas rezultata;
F=0,jaz; = (1,2i,....,7,-1)", bet ne otradi. Definesim 7; = r; — 7 un, lai r},...,7r%
ir izlase ar atkartojumiem ar apjomu n no {fi,...,7,}. Pie tam, lai §* ir parametra 3
novertejums, kas aprekinats no (x;,yr), ¢ = 1,...,n. Ta ir 3 butstrapota versija un I

shema tiek saukta par rezidiju butstrapu.

2.3. Rezidiju butstrapa metodes izmantosana IBNR
rezervju noteiksanai

Lai realizétu rezidiju butstrapa metodi ir nepieciesams izveléties modeli, definét atbil-
stosus atlikumus un veikt butstrapa prognozesanas procediru.

Lai definetu piemerotakus atlikumus ir janem vera divas lietas. Pirmkart, datu parkar-
tosanas metode balstas uz ta, ka atlikumi ir neatkarigi un vienadi sadaliti, un, otrkart, ir
vienalga parkartot atlikumus vai atlikumus reizinatus ar konstanti, kamer tas tiek nemts
vera generéjot pseido-datus.

Visparinata lineara modela ietvaros varetu izmantot dazadus atlikumu tipus (Pirsona,
novirzes, utt.). Puasona modela gadijuma butstrapam tiek izmantoti Pirsona atlikumi,

kuri saskana ar[I} definiciju ir sadi

o) — Cij — [
P(ij) = — 7/—
V Hij
kur fi;; ir pielagotas atlidzibu pieaugumu vertibas dotas ar vienadibu ([1.2.4)).
Apskatisim butstrapa procediiru, kura lauj iegiit rezervju vidéjas vértibas novertéjumu,
novertéjuma dispersiju un rezervju novertéjumu sadalijumu.

Pirmais variants [I0] izmanto Centralas robezteoremas prieksrocibas un pec butibas
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aproksime rezervju sadalijumu ar Normalo sadalijumu, kur ka matematiska ceriba ir sa-
kotnéja prognoze (uz sakotnejiem datiem) un standartnovirze tiek dota ar prognozes stan-
dartkludu. Galvena $is pieejas atskiriba no teorétiskas standartklidu aproksimacijas (ar
visparinato linearo modeli) ir tas, ka novertejuma dispersija tiek noverteta ar butstrapa
palidzibu nevis izmantojot (aptuvenas) teoretiskas izteiksmes. Saja gadijuma butstrapa

prognozes kluda ir

Dy[Ri], (2.3.1)

A n
MSEy(R;) = ;
RMSE(R;) \/¢R+O.5n(n—|—1)—2n—l—1 ’

kur g5 un R; ir vislielakas kvazi-ticamibas parametru novertejumi, bet Db[]:?i} ir parametra

novertejuma Din dispersijas butstrapa novertejums, t.i.,

Dy[R)] =1/B) (R; — k), (2.3.2)

Eond
=

kur B ir butstrapa cilpas atkartojumu skaits un R; ir R; butstrapa novertejums k-ja
atkartojuma. Summaro rezervju prognozes klida tiek iegtita péec tas pasas formulas, tikai

R; tiek aizvietota ar R.
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3. Empiriskie rezultati

Saja darba dala pielietosim teoratiski apskatitas metodes uz konkrétiem datiem par
apdrosinasanas atlidzibu summas attistibu 15 periodos pielikums, dati tiek doti nau-
das vienibu tukstosos), ar merki prognozet zaudejumu atlidzibu rezervju summu un §is
prognozes vidéjo kvadratisko klidu, ka ar1 iegiit prognozes sadalijjumu. Visi nepieciesamie
aprekini un parametru novertejumi tika veikti ar programmas R palidzibu, [A] pielikuma

ievietoti visi R programmu kodi.

3.1. Chain-ladder metode

Ar chain-ladder metodi iegiitais rezervju summas novértéjums ir dots tabula.

pielikuma ir paradits rezervju aprekina izversums. Tabula tiek dotas kumuletas

atlidzibas D;j, pie ¢ + j < 14, ka arT nakotnes prognozetas kumulétas atlidzibas ﬁij, pie

3.1. tabula Rezervju summas novertejums ar chain-ladder metodi

Notikuma
periods Rezerves
1 0
2 227
3 1012
4 1731
5 2049
6 3167
7 2757
8 8820
9 12323
10 16405
11 17508
12 27131
13 39937
14 58621
15 92199

Summa, 286887
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1+ j > 14 un attistibas faktori Ao, ..., A15, ko iegiistam pielietojot formulu (|1.2.2)).

3.2. Visparinatais linearais modelis

Lai iegitu nakotnes atlidzibu summas, jeb rezervju prognozi ar visparinato linearo

modeli ir javeic sekojosa procediira:
e definét modeli;
e novertet parametrus c, o, 3; visiem 4,7 = 1,2,...,n un ¢;
e iegiit pielagotas vertibas fi;; (i =1,...,nunj=1,...,n—i+ 1);
e parbaudit modeli;
e iegiut individualas prognozes éij = [lij = é_'_OAéi"i_Bj (1=2,..,nunj=n—i+2,...n);

. _ . . _ . . A n ~ .
e iegut katra notikuma perioda summaro rezervju prognozi R; = Zj:n—i-‘,—Q Qi (i =

2,...,n);

e ieglit summaro rezervju prognozi R =Y . , R;.

3.2.1. Virs-izkliedets Puasona modelis

Pielagosim datiem virs-izkliedéto Puasona modeli, definéto ka [3] definicija. ta-
bula tiek paraditi modela parametru novertejumi un to standartkludas, kas iegutas ar
vislielakas kvazi-ticamibas metodi programma R. Visi parametru novertéjumi ir butiski
95% ticamibas limeni, iznemot ay. Bet tas neliecina par to, ka $im parametram jabut
nulle, jo ta izdarot, mes varam neieverot trendu, kas pats par sevi var but statistiski

nozimigs.

Ar 8o metodi iegiitais rezervju summas novertéjums, ki arl prognozes kladas nover-
tejums un prognozes kliidas ka procents no vidéjas vertibas, tiek paraditas tabula.

Prognozes kludas tiek aprekinatas ka kvadratsakne no MSE, kuri bija aprekinati, izmanto-

jot formulas (1.2.18)) un (1.2.19) prieks notikuma perioda un summaro rezervju prognozes

kladam respektivi.

Pec iegutajiem rezultatiem redzams, ka rezervju novertejumi tiesam pilnigi sakrit ar

chain-ladder novertéjumiem. Pirmajiem notikuma periodiem, kur rezervju prognozes ir
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3.2. tabula Virs-izkliedeta Puasona modela parametru novertejums

Parametra Standart-

noveértéjums klada t-statistika p-vertiba
c 9.39292 0.13791 68.111 0.0000
Q2 0.28182 0.18005 1.565 0.1210
as 0.74644 0.16569 4.505 0.0000
ay 1.01363 0.15950 6.355 0.0000
as 1.08994 0.15799 6.899 0.0000
a6 1.38169 0.15292 9.035 0.0000
a7 1.26401 0.15564 8.121 0.0000
asg 1.50191 0.15209 9.875 0.0000
Qg 1.69699 0.14968 11.337 0.0000
10 1.79643 0.1488 12.073 0.0000
11 1.69480 0.15037 11.271 0.0000
Q12 1.88874 0.14863 12.708 0.0000
13 1.99028 0.14838 13.413 0.0000
14 2.08441 0.14862 14.025 0.0000
Q15 2.00537 0.15505 12.933 0.0000
> -0.85208 0.04521 -18.848 0.0000
O3 -1.87885 0.07268 -25.851 0.0000
B -2.18229 0.08936 -24.421 0.0000
Os -2.60309 0.11712 -22.226 0.0000
06 -3.19098 0.16695 -19.114 0.0000
0O7 -3.25413 0.18980 -17.145 0.0000
Os -3.70992 0.26453 -14.024 0.0000
Bo -3.57051 0.27649 -12.914 0.0000
Bio -2.67025 0.1996 -13.378 0.0000
B -4.72527 0.6452 -7.324 0.0000
B12 -5.28576 1.01396 -5.213 0.0000
B3 -4.39324 0.82792 -5.306 0.0000
B1a -3.66040 0.79523 -4.603 0.0000
Bis -4.25125 1.62441 -2.617 0.0104
1) 447.96

mazas, prognozes nedrosums ir liels, bet velakiem notikuma periodiem prognozes klida,
ka procents no videjas vertibas samazinas. Summaro rezervju prognozes kluda sastada

12% no summaro rezervju videjas vertibas.

3.2.2. Chain-ladder modela Normala aproksimacija

Izmantojot rezervju novertéjuma iegusanai chain-ladder modela Normalo aproksima-
ciju, tiek izmantota kopéja modelésanas procedira. Sis procediras 1. soll tiek iegiiti
(1.2.21]) modela parametru novertejumi, kuri paraditi tabula. Dispersijas komponen-

tes sakuma vertibas tika izveletas ¢; = 1, j = 1,...,15.
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3.3. tabula Rezervju summas novertejums ar virs-izkliedeto Puasona modeli

Notikuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves klida  klada, %
1 0 - -

2 227 488 215%

3 1012 1038 103%

4 1731 1402 81%

5 2049 1530 75%

6 3167 2012 64%

7 5757 2274 39%

8 8820 2893 33%

9 12323 3509 28%

10 16405 4026 25%
11 17508 3970 23%
12 27131 5015 18%
13 39937 6087 15%
14 58621 7496 13%
15 92199 10297 11%
Summa 286887 33129 12%

3.4. tabula: Chain-ladder modela Normala aproksimacija; parametru novértéjums kopéjas
modelesanas 1. soli

Parametra Standart-

novertejums klada t-statistika p-vertiba
c 1.4265 0.0073 194.69 0.0000
Qo -0.3194 0.0099 -32.43 0.0000
Qs -0.3551 0.0100 -35.67 0.0000
oy -0.3828 0.0102 -37.67 0.0000
Qs -0.4032 0.0104 -38.65 0.0000
Qg -0.4052 0.0109 -37.09 0.0000
a7 -0.4133 0.0116 -35.73 0.0000
Qs -0.4115 0.0124 -33.29 0.0000
Qg -0.3901 0.0133 -29.42 0.0000
10 -0.4220 0.0148 -28.61 0.0000
a1 -0.4240 0.0169 -25.14 0.0000
Q12 -0.4203 0.0207 -20.34 0.0000
Q13 -0.4136 0.0276 -15 0.0000
Q14 -0.4195 0.0410 -10.24 0.0000

tabula tiek paraditi otra modela parametru novertéjumi, no kuriem
tiek iegutas precizetas ¢; vertibas tabula). Izmantojot jaunas ¢; vertibas, tiek
parrekinati svari W;;.

Pedeja parametra ¢5 novértésanai ir nepietickama informacija, ta ka saja punkta ir
tikai viens atlikums. ¢15 novertejums tika panemts vienads ar ieprieksejo vertibu ¢qy.
Pedeja proceduras soli pirmais modelis tiek pielagots atkartoti, izmantojot precizetas

svaru W;; vertibas. Modela parametru novertéjumi tiek paraditi tabula.
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3.5. tabula: Chain-ladder modela Normala aproksimacija; parametru novertejums kopejas
modelesanas 2. soli

Parametra Standart-

noveértéjums klada t-statistika p-vértiba
c 127.1 24.58 5.17 0.0000
e -95.2 35.42 -2.69 0.0086
Qs -79.5 36.18 -2.20 0.0305
Qy -125.0 37.05 -3.37 0.0011
as -123.7 38.07 -3.25 0.0016
g -119.6 39.29 -3.05 0.0031
ar -124.7 40.76 -3.06 0.0029
Qg -122.5 42.57 -2.88 0.0050
Qg -23.7 44.87 -0.53 0.5984
Q19 -126.4 4791 -2.64 0.0098
a1l -127.0 52.14 -2.44 0.0168
Q19 -125.3 58.51 -2.14 0.0349
13 -122.4 69.51 -1.76 0.0817
Q14 -127.1 95.19 -1.34 0.1851

3.6. tabula Chain-ladder modela Normala aproksimacija; dispersijas komponentes ¢,

Parametra
novertéjums

P2 127.10
b3 31.94
o 47.59
b5 2.15
ol 3.45
foze 7.49
Ps 2.38
b9 4.63
®10 103.38
D11 0.70
®12 0.12
$13 1.80
D14 4.74
b15 4.74

Ta ka saja modeli identitates saites funkcija tiek izmantota, saja gadijuma parametru
novertéjumi ir uz tas pasas skalas ka attistibas faktori. tabula tiek paraditi attistibas
faktori un to standartkludas, kuras tiek aprekinatas izmantojot parametru o; kovariacijas
matricu, ko ieguvam proceduras 3. soli kopa ar parametru «; novertejumiem.

tabula tiek paraditas ar Normalo modeli iegtuitas rezervju prognozes, ka ari pro-
cesa un novertéjuma dispersijas un prognozes klida, kuras bija apréekinatas izmantojot
rekursivas formulas iegiitas apaksnodala. Formulas izveduma tika izmantots, ka

attistibas faktori nav koreléti, lai to parbauditu prakse tiek aprekinata parametru A kova-
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3.7. tabula: Chain-ladder modela Normala aproksimacija; parametru novertejums kopejas
modelesanas 3. soli

Parametra Standart-

noveértéjums klada t-statistika p-vértiba
c 1.4265 0.0141 101.3 0.0000
e -0.3194 0.0154 -20.7 0.0000
Qs -0.3551 0.0162 -22.0 0.0000
Qy -0.3828 0.0142 -27.0 0.0000
as -0.4032 0.0143 -28.3 0.0000
g -0.4052 0.0146 -27.8 0.0000
ar -0.4133 0.0143 -29.0 0.0000
Qs -0.4115 0.0145 -28.3 0.0000
Qg -0.3901 0.0238 -16.4 0.0000
a9 -0.4220 0.0142 -29.7 0.0000
a1l -0.4240 0.0141 -30.1 0.0000
12 -0.4203 0.0148 -28.5 0.0000
13 -0.4136 0.0172 -24.1 0.0000
Q14 -0.4195 0.0205 -20.4 0.0000
10) 1.1429

3.8. tabula: Chain-ladder modela Normala aproksimacija; attistibas faktori un to stan-
dartkludas

Parametra Standart-

noveértéjums klada
Ag 1.4265 0.0141
A3 1.1071 0.0063
Mg 1.0714 0.0079
As 1.0438 0.0017
A6 1.0233 0.0024
A7 1.0214 0.0037
As 1.0133 0.0024
Ao 1.0150 0.0036
A1o 1.0365 0.0192
A11 1.0045 0.0017
A12 1.0026 0.0010
A13 1.0062 0.0044
A4 1.0129 0.0098
A5 1.0071 0.0149

ridcijas matrica pielikums). Apskatot 8o matricu varam secinat, ka sie faktori tiesam
ir nekoreléti, jo visas matricas vertibas iznemot galveno diagonali ir nulles.

St modela attistibas faktoru A novertejumi ir identiski chain-ladder attistibas fakto-
riem. Rezervju novertéjums ari pilnigi sakrit ar chain-ladder novertejumiem un tatad ari
ar Puasona modela novértéjumiem, bet gan summara, gan notikuma perioda prognozes

kluda, ir Normalaja modeli ir lielaka neka Puasona modeli.
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3.9. tabula Rezervju summas novertejums ar chain-ladder Normalo aproksimaciju

Notikuma Procesa Novéertejuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves  dispersija dispersija klida  kliada, %
1 0 - - - -

2 227 152222 230283 618 273%

3 1012 484798 834041 1148 113%

4 1731 756028 1508139 1505 87%

5 2049 825123 1762066 1608 79%

6 3167 1174472 3186255 2088 66%

7 D757 9953914 5070073 3876 67%

8 8820 13162981 8311035 4634 53%

9 12323 16338598 12380845 5359 43%

10 16405 19235620 15395925 5885 36%

11 17508 17880945 12665669 9527 32%
12 27131 22090034 18739058 6390 24%,
13 39937 33989567 24711450 7662 19%
14 58621 44637186 31088669 8702 15%
15 92199 64286143 29746142 9697 11%
Summa 286887 244967631 1570886912 42613 15%

3.2.3. Maka modelis

Maka modela parametru A; un ajz novertéjumi aprekinati saskana ar formulam ((1.2.24)

un (|1.2.25) ir paraditi tabula

3.10. tabula Maka modelis; attistibas faktori un dispersijas komponentes

) 2
Aj o

J i
2 1.427 136.88
3 1.107 34.60
4 1071 5192
5 1.044 236
6 1.023 3.83
7 1.021  8.42
8  1.013 272

9 1.015 5.40
10 1.036 124.06
11 1.005 0.88
12 1.003 0.16
13 1.006 2.70
14 1.013 9.47
15 1.007

Lidzigi, ka Normalaja modeli, nepietiek informacijas, lai novértétu péedejo dispersijas
komponenti o%. Apskatisim divus variantus: pirmais, kad pedeja dispersijas komponente

tiek nemta o7y = 0%, = 2.7, ka piedavats [§] un otrais, kad o}; = o3, = 9.47. Rezervju
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3.11. tabula Rezervju summas novertejums ar Maka modeli, o3 = 0%,

Notikuma Procesa Novertéjuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves  dispersija dispersija klada  klada, %
1 0 - - - -

2 227 86757 115000 449 198%

3 1012 623166 731282 1164 115%

4 1731 998148 1362235 1536 89%

5 2049 1089491 1591898 1637 80%

6 3167 1545855 2887348 2106 66%

7 5757 12066033 4957048 4126 72%

8 8820 15931648 8136054 4906 56%

9 12323 19752251 12114260 5645 46%

10 16405 23154776 15071554 6183 38%

11 17508 21477403 12390202 5820 33%
12 27131 26494430 18332343 6695 25%

13 39937 39731833 24125803 7991 20%
14 58621 51553955 30321006 9048 15%

15 92199 72449666 28905733 10068 11%
Summa 286887 286955411 1502943859 42307 15%

3.12. tabula Rezervju summas novertéjums ar Maka modeli, o35 = 0%,

Notikuma Procesa Novértéjuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves  dispersija dispersija kluda  kluda, %
1 _ N N - -

2 227 304443 403551 841 371%

3 1012 969595 1462071 1559 154%

4 1731 1450683 2609232 2015 116%

5 2049 1577912 3044515 2150 105%

6 3167 2199738 5490875 2773 88%

7 S757 12647321 7014573 4434 7%

8 8820 16669061 11447242 5302 60%

9 12323 20648503 17005534 6136 50%

10 16405 24144732 21039075 6722 41%

11 17508 22371701 17260180 6295 36%
12 27131 27580128 25509952 7286 27%
13 39937 40933565 32919604 8594 22%
14 58621 52874299 40936399 9686 17%

15 92199 73669669 37968978 10566 11%
Summa 286887 298041353 2251297488 50491 18%

prognozes, ka ari to prognozes kludas, ko iegust pie viena vai otra pienemuma par ois
vertibu tiek paraditas un tabulas. Salidzinot §is divas tabulas, varam secinat,
ka prognozes kliidas novertéjumi, ipasi pirmo gadu rezultati, ir loti jutigi pret vienu
vienigu parametru.

Maka modela rezervju novértéjumi ka arT attistibas faktoru A novertejumi ir identiski

chain-ladder novertejumiem. Normalaja modell izmantotie ¢; novertejumi ir tuvi Maka
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modela sz novertejumiem, ari prognozes kludas ir tuvas (ipasi kad tiek izveleta 0%y =
o%,). Faktiski atskiribas rodas tapec, ka Maka modelr a? novertejumi ir nenovirziti, bet
Normalaja modeli biasa korekcija nav veikta. Noveértéjot 0]2- bez biasa korekcijas, iegiist

¢; identiskus novertejumus [13].

3.2.4. Log-Normalais modelis

Pielagojot datiem log-Normalo modeli ar chain-ladder tipa prediktoru, kur§ dots ar
(1.2.7)), tiek ieguti parametru novertéjumi, kas paraditi tabula. No tiem iegutas
rezervju summas prognozes un prognozes kladas ir paraditas tabula.

3.13. tabula Log-Normala modela parametru novertéjums

Parametra Standart-

novertéjums klada t-statistika p-vertiba
c 9.5319 0.3390 28.11 0.0000
Qg -0.3389 0.3286 -1.03 0.3050
Qs 0.2315 0.3379 0.69 0.4951
Qy 1.0760 0.3474 3.10 0.0026
Qs 0.8276 0.3575 2.32 0.0229
g 1.4320 0.3689 3.88 0.0002
a7 1.3898 0.3819 3.64 0.0005
Qs 1.5498 0.3973 3.90 0.0002
Qg 1.6566 0.4160 3.98 0.0001
Qa1 1.6576 0.4393 3.77 0.0003
a1l 1.5270 0.4698 3.25 0.0016
Q12 1.6581 0.5118 3.24 0.0017
13 1.7976 0.5746 3.13 0.0024
Q1q 1.9325 0.6825 2.83 0.0057
Q15 1.8664 0.9331 2.00 0.0485
B -0.8353 0.3286 -2.54 0.0127
B3 -1.8560 0.3379 -5.49 0.0000
04 -2.1674 0.3474 -6.24 0.0000
0s -2.6596 0.3575 -7.44 0.0000
B -3.2811 0.3689 -8.90 0.0000
0Bz -3.5261 0.3819 -9.23 0.0000
0Os -4.5033 0.3973 -11.34 0.0000
Bo -3.7769 0.4160 -9.08 0.0000
Bro -4.1163 0.4393 -9.37 0.0000
0611 -5.0490 0.4698 -10.75 0.0000
P12 -5.7015 0.5118 -11.14 0.0000
P13 -4.4824 0.5746 -7.80 0.0000
B14 -4.1103 0.6825 -6.02 0.0000
Bis -4.3902 0.9331 -4.71 0.0000
sigma? 0.7558
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3.14. tabula: Rezervju summas novertejums ar log-Normalo modeli (videjas vertibas no-
vertejums)

Notikuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves klida  klada, %
1 0 - -

2 199 400 201%

3 819 1029 126%

4 2663 2682 101%

5 2259 2143 95%

6 4764 4112 86%

7 6090 4606 76%

8 9677 6692 69%

9 12199 8108 66%

10 15957 10339 65%

11 18320 11954 65%

12 30248 21252 70%

13 53353 42014 79%
14 94393 87041 92%

15 200560 283299 141%
Summa 451501 305346 68%

3.15. tabula: Rezervju summas novertéjums ar log-Normalo modeli (medianas noverté-
jums)

Notikuma Prognozes Prognozes
periods  Rezerves klida  klada, %
1 0 - -

2 122 245 201%

3 501 629 126%

4 1622 1634 101%

5 1371 1301 95%

6 2880 2485 86%

7 3663 2771 76Y%

8 5786 4002 69%

9 7239 4811 66%

10 9375 6074 65%

11 10615 6927 65%
12 17169 12062 70%
13 29268 23047 79%
14 48385 44617 92%

15 83965 118604 1419,
Summa 221960 132706 60%

Lai aprekinatu notikuma perioda un summaro rezervju prognozes klidas saskana ar

formulam ([1.2.29) un (1.2.30) ir jaaprekina variacijas-kovariacijas matricu o?Xg(X*TX) "1 XT,

kur o2 ir modela dispersija un ir atkariga no datiem, X ir nakotnes vertibu dizaina matri-
ca, (XTX)™! ir modela informacijas matrica un X ir dizaina matrica [14].

No tabulas ir skaidrs, ka sagaidamo atlidzibu rezervju novértéjums, ko dod
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3.16. tabula Gamma modela parametru novertejums

Parametra Standart-

noveértéjums klada t-statistika p-vertiba
c 9.4944 0.2385 39.81 0.0000
s -0.0228 0.2311 -0.10 0.9216
as 0.4134 0.2377 1.74 0.0854
ay 0.9825 0.2443 4.02 0.0001
as 0.9377 0.2515 3.73 0.0003
ag 1.5317 0.2595 5.90 0.0000
ar 1.3495 0.2686 5.02 0.0000
as 1.5004 0.2795 5.37 0.0000
a9 1.6653 0.2926 5.69 0.0000
a10 1.6858 0.3091 5.46 0.0000
an 1.5458 0.3305 4.68 0.0000
aio 1.6902 0.3600 4.70 0.0000
ais 1.8334 0.4042 4.54 0.0000
Q14 1.9671 0.4801 4.10 0.0001
ais 1.9039 0.6564 2.90 0.0047
Bo -0.8290 0.2311 -3.59 0.0005
B -1.8440 0.2377 -7.76 0.0000
B4 -2.0799 0.2443 -8.51 0.0000
Bs -2.6629 0.2515 -10.59 0.0000
B -3.2008 0.2595 -12.34 0.0000
Br -3.3771 0.2686 -12.57 0.0000
Os -3.9442 0.2795 -14.11 0.0000
Bo -3.5104 0.2926 -12.00 0.0000
B1o -3.2608 0.3091 -10.55 0.0000
B -4.5918 0.3305 -13.89 0.0000
B12 -5.2492 0.3600 -14.58 0.0000
B13 -4.1218 0.4042 -10.20 0.0000
B4 -3.6093 0.4801 -7.52 0.0000
Bis -4.3528 0.6564 -6.63 0.0000
é 0.3740

log-Normalais modelis ir tals no chain-ladder novértéjuma, tas pats ir arl ar prognozes
kludu, kura pat procentuali ir vairakkart lielaka neka tas ko ieguvam ar ieprieks apskati-
tajiem modeliem. Tas ir izraisits ar to, ka vienadojuma tiek ieklauta dispersijas
komponente, kura var dot nozimigu efektu, ja novérojumi ir stipri izkliedéti.
Salidzinajumam tabula ir paraditi rezervju medianas novertéjuma rezultats (kas
neieklauj dispersijas komponenti izteiksme prieks C’ij . Sis rezervju novertejums ir
jau tuvak chain-ladder novertejumam, kaut gan prognozes klida procentuali ir joprojam

liela.
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3.17. tabula Rezervju summas novertéjums ar Gamma modeli

Notikuma Prognozes Prognozes
periods Rezerves klida  klada, %
1 0 - -

2 167 150 90%,

3 802 494 62%

4 1993 1008 51%

5 2084 994 48%

6 4397 1923 44%,

7 5629 2281 419,

8 8326 3172 38%

9 11179 4148 37%

10 13859 5098 37%

11 14588 5464 37%
12 21875 8704 40%
13 35626 15856 45%
14 55750 28682 51%

15 91254 64184 70%
Summa 267529 76828 29%

3.2.5. Gamma modelis

Pielagojot datiem Gamma modeli, kurs definéts apaksnodala, tiek iegiti para-
metru novertéjumi, kas paraditi tabula. No tiem iegfitie rezervju summas prognozes
un prognozes kludas ir paraditas tabula. Teverosim, ka sagaidamas rezerves ir tu-
vas, bet ne identiskas chain-ladder rezervem, bet prognozes kludas ir daudz lielakas neka
virs-izkliedéta Puasona modeli. Biitiba relativi lielaki svari tika uzlikti uz mazakam pie-
augumu vertibam un mazaki uz lielakam pieaugumu vertibam, izraisot lielaku svaru uz

astes, kurs ir vairak izkliedets.

3.3. IBNR atlidzibu rezervju aprekinasana ar but-
strapa metodi
Lai novertetu rezervju prognozes kludu ar butstrapa metodi ir javeic sekojosi soli:
1. novertet modela parametrus c, o, 35, 4,7 = 1,...,n un ¢;
2. aprekinat pielagotas vertibas fi;;, i = 1,...,nun j=1,...n —i+1;

3. aprekinat atlikumus r;; = f(Cjj, fui;);
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4. prognozet éij, }A%Z-, f%, 1=2,...n,5=n—1+2,...,n ar sakotnejiem datiem;

5. atkartot butstrapa cilpu B reizes (Seit tiek nemts B = 10000):

*

e parkartot |3l soli iegtitus atlikums, ieglistot butstrapotus atlikumus r;

e izveidot pseido-datus C

¥, atrisinot 75 = f(C, fuij);

e novértét modeli ar pseido-datiem, iegiit butstrapa prognozes C’;}, Rj , R* un

saglabat tos.

Butstrapa prognozes klida tiek atrasta péc formulas . Ticamibas intervala augséja
robeza tiek aprekinata, aproksimejot rezervju sadalijumu ar Normalo sadalijumu ar mate-
matisko ceribu vienadu ar sakotnéjo prognozi (ar originaliem datiem) un standartnovirzi
vienadu ar prognozes standartkladu.

Apskatisim modeli ar virs-izkliedeto Puasona datu sadalijumu, lai definétu atlikumus.
Sim modelim ir ta prieksrociba, ka attiecigais visparinatais linearais modelis genere tos
pasus novértéjumus ka chain-ladder metode, tapéc veicot butstrapa procediiru, rezervju
novertéjums katrai uzgenerétai pseido-datu kopai var tikt iegiits ar chain-ladder metodi.
Turpretim otram apskatitam Gamma modelim butstrapa proceduras realizacija ir sarez-
gitaka, jo katra butstrapa “iteracija” ir nepieciesams novertét Gamma visparinato linearo
modeli.

tabula ir paraditas virs-izkliedeta Puasona modela rezervju prognozes, rezervju
videjas vertibas butstrapa novertéjums, prognozes kluda un 95% Normala ticamibas in-
tervala augseja robeza. |3.1.| attéela tiek paradita ar butstrapa procediru iegiito summaro

rezervju histogramma.

Ta ka pieejami dati kombinacija ar modeli izmantotu linearo struktiru noved pie
daziem atlikumiem, kuri ir vienadi ar 0 (tipiski Cy, = i1, un Cp 1 = fin1), Sie atlikumi
nav janem vera, ka gadijuma lieluma realizaciju un tatad tos nav janem vera butstrapa
procedura [15]. tabula tiek paraditi rezervju butstrapa novertejumi virs-izkliedeta
Puasona modelim, izmantojot korigétus atlikumus. Salidzinot rezultatus ar atlikumu

korekciju un bez korekcijas, redzam, ka atskiribas rezultatos ir loti mazas.

tabula ir paraditas Gamma modela rezervju prognozes, rezervju vidéejas verti-

bas butstrapa novertéjums, prognozes klida un 95% Normala ticamibas intervala augseja
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3.18. tabula Rezervju butstrapa novertejums, Puasona modelis

Notikuma Chain-ladder Butstrapa rezerves Prognozes 95% tic. int.
periods rezerves vidéja vértiba klada augseja robeza
1 - - - -

2 227 232 492 1192

3 1012 1026 1048 3067

4 1731 1742 1421 4516

5 2049 2060 1555 5097

6 3167 3171 2041 7166

7 5757 5766 2296 10257

8 8820 8831 2920 14542

9 12323 12334 3542 19266

10 16405 16420 4050 24343
11 17508 17520 4000 25347
12 27131 27123 5013 36957
13 39937 39908 6093 51879
14 58621 58562 7525 73371
15 92199 92128 10229 112247
Summa 286887 286821 33381 352311

3.19. tabula Rezervju butstrapa novertéjums, Puasona modelis ar korekciju

Notikuma Chain-ladder Butstrapa rezerves Prognozes 95%, tic. int.
periods rezerves videja véertiba klada augsgja robeza
1 N N N N

2 227 225 497 1201

3 1012 1007 1055 3079

4 1731 1724 1419 4513

5 2049 2036 1547 5081

6 3167 3150 2038 7162

7 5757 5741 2287 10239

8 8820 8796 2909 14521

9 12323 12301 3531 19244

10 16405 16362 4051 24345
11 17508 17459 3985 25319
12 27131 27075 5023 36977
13 39937 39875 6147 51985
14 58621 58538 7521 73362
15 92199 92090 10317 112421
Summa 286887 286380 33392 352335

robeza. |3.3.| attela tiek paradita ar butstrapa proceduru ieguto summaro rezervju histo-
gramina.

Gamma modelis parasti dod mazakus rezervju novertéjumus neka Puasona modelis,
bet $1 atskiritba nav liela. Tomer So divu modelu prognozes standartkludas atskiras un
tapec ari intervala augsejas robezas atskiras. Kopuma ar butstrapa metodi iegttas prog-

nozes kludas abiem modeliem ir loti tuvas tam, ko ieguvam ar analitiskajam metodem.
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3.1. att.: Summaro rezervju histogramma,  3.2. att.. Summaro rezervju histogramma,
Puasona modelis bez korekcijas Puasona modelis ar korekciju

3.20. tabula Rezervju butstrapa novertéjums, Gamma modelis

Notikuma Gamma modela Butstrapa rezerves Prognozes 95% tic. int.
periods rezerves videja vertiba klada augseja robeza
1 - - - -

2 167 170 115 315

3 802 818 344 1244

4 1993 2030 725 2922

5 2084 2117 731 3020

6 4397 4458 1438 6240

7 5629 5695 1624 7710

8 8326 8452 2354 11343

9 11179 11338 3240 15332

10 13859 14057 4159 19190
11 14588 14751 4564 20437
12 21875 22094 7404 31363
13 35626 35802 13663 53136
14 55750 56478 26047 89130
15 91254 94410 66445 176406
Summa 267529 272671 76788 365936

3.4. Modelu parbaude

Parasti prakse tiek konstruéti standartizétie atlikumi pret modela pielagotajam verti-
bam, pret attistibas periodu un notikuma periodu.

13.4] [3.5] un [3.10] attelos tiek paraditi Sie grafiki Puasona sadalijumam.
un attelos tiek paraditi attiecigie grafiki Gamma sadalfjumam un [3.8] un
attélos - log-Normalajam sadalijjumam. Ka ari|3.13.) 3.14. un 3.15. attelos tiek

23



800
|

600
|

400
|
T

200
|

[ T T T T T 1
5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

3.3. att. Summaro rezervju histogramma, Gamma modelis

0 - [To -
< 4 < 4
™ 4 ™

0 5 10 15 0 5 10 15
3.4. att.: Pirsona atlikumi pret attistibas pe-  3.5. att.: Pirsona atlikumi pret notikuma pe-
riodu; virs-izkliedets Puasona modelis riodu; virs-izkliedets Puasona modelis

paraditas So triju sadalijumu autokorelaciju funkcijas, péc kuram var noteikt, ja atlikumi
ir atkarigi. [4] noradits, ka ja aptuveni 95% punktu standartizeto atlikumu pret notikuma
vai attistibas periodu atrodas robezas 0+2, tad modelesana ir veiksmiga. Musu gadijuma
atlikumi apmierina $o nosacijumu. Bet apskatot standartizétus atlikumus pret pielagotam

vertibam, redzam, ka tie nav vienadi sadaliti, grafiki rada heteroskedastisitates klatbitni.
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Secinajumi

Darba tika apskatitas IBNR rezervju aprékinasana un prognozes klidas noteikSana
ar virs-izkliedeto Puasona, Normalo, Gamma, log-Normalo un Maka modeli. Sie modeli
tika aplukoti visparinata lineara modela teorijas ietvaros, kura dod iespeju iegit modelu
parametru novértéjumus, novertéjumu klidas un definet atlikumus, modela atbilstibas
parbaudei. Otra apskatita metode ir butstrapa datu parkartosanas metode, kura dod ie-
speju novertet pilnu rezervju prognozes sadalijumu. Tika secinats, ka ar butstrapa metodi
tiek ieguti prognozes standartkludu novertéjumi loti tuvu tiem, ko iegtst ar analitiskam
tuvinatam izteiksmem. Ka arl uzreiz tiek iegiits pilns prognozes sadalijums, no ka var
novertet nepieciesamus sadalijjuma raksturlielumus.

Iznemot Maka un Normalas aproksimacijas modeli, parejiem apskatitiem modeliem
ir vienada lineara prediktora struktira, tada, ko 1982. gada piedavaja Kremers [16].
Sie modeli atskiras ar piepémumu par klidu sadalijumu, izvéle bija starp virs-izkliedeto
Puasona, log-Normalo un Gamma sadalijumu.

Puasona modelis, pie daziem pienémumiem, dod ar chain-ladder identiskus rezervju
novértéjumus. Arl Maka un Normalais modelis dod tadus pasus ki chain-ladder metode
rezervju novertejumus, bet log-Normalais un Gamma modeli dod chain-ladder tuvus, bet
ne identiskus rezervju prognozes.

Tacu lielaku interesi izraisa rezervju novertéjuma prognozes kliidas, nevis pasi noverte-
jumi. Modeliem, kuros tiek izdariti pienémumi par sadalijumu, prognozes kliidas var tikt
iegtitas gan analitiski, gan ar rezidiju butstrapa metodi. Rezidiju butstrapa procedura
tika apskatita tikai Puasona un Gamma modelim. Bet ta ka atlikumi tiek definéti ari
log-Normalajam modelim, tad ari §1 sadalijuma gadijuma prognozes kladu var iegiit ar
butstrapa metodi.

Izdarot pietiekosi daudz butstrapa “iteraciju” (10 000) butstrapa rezervju novertejumi
un prognozes klidas praktiski sakrita ar tiem, ko ieguvam analitiski. Tacu salidzinot
prognozes klidu novértéjumu ar dazadiem modeliem atskiribas var bit batiskas, tapéc ir
jabut loti uzmanigiem izdarot secinajumus no iegutajiem rezultatiem. Turpmaka analize

ir nepiecieSama, lai pamatotu konkrétu atlikumu sadalijjuma veidu izmantosanu.
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A Izveidoto programmu kods

A1l. Virs-izkliedéts Puasona modelis

data <- read.table("data",header=F)
data <- as.matrix(data)
claims <- as.vector(data)
n.origin <- nrow(data)
n.dev <- ncol(data)
origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(l:n.dev, each=n.origin))
data.cumul<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:m.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
data.cumul[i,j]l<-sum(datali,1:j])
}}
claims.cumul <- as.vector(data.cumul)
claim.data <- data.frame(claims=claims, origin=origin, dev=dev)
quasipoisson <- function (link = "log")
{ linktemp <- substitute(link)
if (!is.character(linktemp)) {
linktemp <- deparse(linktemp)
if (linktemp == "1link")
linktemp <- eval(link)
}
if (any(linktemp == c("log", "identity", "sqrt")))
stats <- make.link(linktemp)
else stop(paste(linktemp, "link not available for poisson",
“"family; available links are", "\"identity\", \"log\" and
\"sqrt\" n))
variance <- function(mu) mu
validmu <- function(mu) all(mu > 0)
dev.resids <- function(y, mu, wt) wt*(y-mu) 2/mu  ###
aic <- function(y, n, mu, wt, dev) NA
initialize <- expression({
n <- rep(1, nobs)
mustart <- rep(mean(y), length(y)) ###
1))
structure(list(family = "quasipoisson", link = linktemp,
linkfun = stats$linkfun, linkinv = stats$linkinv, variance =
variance,
dev.resids = dev.resids, aic = aic, mu.eta = stats$mu.eta,
initialize = initialize, validmu = validmu, valideta =
stats$valideta),
class = "family")

}
model <- glm(claims ~ origin + dev, family = quasipoisson(),subset=!is.na(claims), data=claim.data)
summary (model)

coef <- model$coefficients # Get coefficients

disp <- summary(model)$dispersion

cov.param <- disp * summary(model)$cov.unscaled

n.fut.points <- length(claims[is.na(claims)])

fut.design <- matrix(0, nrow = n.fut.points, ncol=length(coef))
fut.points <- claims

fut.points[!is.na(claims)] <- 0

64



fut.points[is.na(claims)] <- 1:n.fut.points
for(p in 1:n.fut.points){

fut.design[p, 1] <- 1

fut.design[p, 1 +as.numeric(origin[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1

fut.design[p, 1 + (n.origin-1) +as.numeric(dev[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
}
fitted.values <- diag(as.vector(exp(fut.design %*% coef)))
total.reserve <- sum(fitted.values)
data.fitted <-data
AccY.reserve <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {

for (j in 1:n.dev) {
if(!is.na(datali,j])) {data.fitted[i,jl<-datali,jl1}
else {data.fitted[i,jl<- exp(coef[1]+coef[i]+coef[n.origin+j-1])
AccY.reserve[il<- AccY.reserve[il+ data.fitted[i, j]

} ¥

cov.pred <- fut.design %*% cov.param %+*% t(fut.design)
cov.fitted <- fitted.values %*J% cov.pred %%}, fitted.values
total.rmse <- sqrt(disp*total.reserve+sum(cov.fitted))
total.predictionerror <- round(100*total.rmse/total.reserve)
cov.index<-matrix(0, nrow = n.dev, ncol=n.origin)
cov.index[2,1]<-n.fut.points-n.origin+2
for (i in 3:n.origin) {
cov.index[i,1]<-n.fut.points-n.origin+i
x<-cov.index[i,1]
for (k in 3:i-1) {
x<-x-(n.dev-k+1)
cov.index[i,k]<-x
x<-cov.index[i, k]
1}
AccY.rmse <- c(rep(0,n.origin))
AccY.rmse.fun <- function(i) { sqrt(disp*AccY.reserve[il+sum(cov.fitted[cov.index[i,],cov.index[1,]1]1)) }
AccY.rmse <- sapply(2:n.origin,AccY.rmse.fun)
AccY.predictionerror <- c(rep(0,n.origin))
AccY.predictionerror <- round(100*AccY.rmse[1:(n.origin-1)]1/AccY.reserve[2:n.origin]l)

Poisson.model.result<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1l:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c(round(AccY.reserve) ,round(total.reserve)), Prediction.error=c("-",round(AccY.rmse),round(total.rmse)),
Prediction.error.percent=c("-",AccY.predictionerror,total.predictionerror))

A2. Butstraps Puasona modelim

data <- read.table("data.txt",header=F)
data <- as.matrix(data)
data
claims <- as.vector(data)
n.origin <- nrow(data)
n.dev <- ncol(data)
origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(0:(n.dev-1), each=n.origin))
delay<-factor(col <- rep(l:(n.dev), each=n.origin))
data.cumul.fun <- function(dati) {
data.cumul<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
data.cumul[i,j]l<-sum(datili,1:j])
¥
}
return(data.cumul)
}
cl.lambda.fun <- function(dati.cumuleti) {
cl.lambda<-c(rep(0,n.origin))
for (j in 2:n.dev) {
cl.lambda[jl<-sum(dati.cumuleti[1:(n.origin-j+1),j])/sum(dati.cumuleti[l:(n.origin-j+1),j-1])
}

return(cl.lambda)
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}
Chain.ladder.reserve <- function(dati) {
data.cumul <- data.cumul.fun(dati)
cl.lambda<- cl.lambda.fun(data.cumul)
Ult.claim<-c(rep(0,n.origin))
Ult.claim[1]<-data.cumul[1,n.dev]
for (i in 2:n.origin) {
Ult.claim[i]<-data.cumul[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
Ult.claim[i]<-Ult.claim[i]*cl.lambdal[j]
¥
}
Ult.claim
AccY.reserve<-c(rep(0,n.origin))
AccY.reserve[l:n.origin]l<-Ult.claim[1:n.origin]-diag(data.cumul[1:n.origin,n.dev-(1:n.origin)+1]1)[1:n.origin]
return(AccY.reserve)
}
data.cumul<-data.cumul.fun(data)
claims.cumul <- as.vector(data.cumul)
cl.lambda<- cl.lambda.fun(data.cumul)
cl.AccY.reserve<-Chain.ladder.reserve(data)
cl.total.reserve<-sum(cl.AccY.reserve)
cl.AccY.reserve # Reserve for each origin year
cl.total.reserve # Overall reserve
cl.reserve<-c(cl.AccY.reserve[2:n.origin],cl.total.reserve)
#
D.fit <- data.cumul
D.fit[,] <- NA
for (i in 1l:m.origin) {
for (j in n.dev:1) {
D.fit[i,n.dev-i+1] <- data.cumul[i,n.dev-i+1]
D.fit[i,j-1] <- D.fit[i,jl/cl.lambdalj]
3
D.fit
C.fit <- D.fit
C.fit[,1] <- D.fit[,1]
C.fit[,2:n.dev] <- D.fit[,2:n.dev]-D.fit[,(2:n.dev)-1]
C.fit
D.fut<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
C.fut<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 2:n.origin) {
D.fut[i,n.dev-i+1] <- data.cumull[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
D.fut[i,jl<-D.fut[i,j-1]*cl.lambdalj]
}
}
C.fut<-D.fut
C.fut[,1]<-D.fut[,1]
C.fut[,2:n.dev]<-D.fut[,2:n.dev]-D.fut[,(2:n.dev)-1]
C.fut[i,n.dev-i+1]<-NA
res.P <- C.fit # C.fit :=m_1i,j
res.P <- (data-C.fit)/sqrt(C.fit)
Phi <- sum(res.P[!is.na(res.P)]"2)/(0.5%n.origin*(n.origin+1)-2*n.origin+1)
res.P.scaled <- res.P/sqrt(Phi)
rezidiju.scaled.data <- data.frame(res.P.scaled.vec=as.vector(res.P.scaled), origin=origin, delay=delay)
rezidiju.scaled.data
acf(rezidiju.scaled.data$res.P.scaled[!is.na(rezidiju.scaled.data$res.P.scaled)],
main=ll n , Xlab=“ " ,ylab=ll Il)
plot(rezidiju.scaled.data$delay,rezidiju.scaled.data$res.P.scaled.vec,type= "p",axes=F)
axis(1, axTicks(1l),format(axTicks(1l), scientific = F))
axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
plot(rezidiju.scaled.data$origin,rezidiju.scaled.data$res.P.scaled.vec,type= "p",axes=F)
axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1), scientific = F))
axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
plot(C.fit,res.P.scaled,type="p",axes=F,xlab="",ylab="")
axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1), scientific = F))
axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))

Bootstrapl <- function (b) {
res.P.but<-sample(dati,replace=T,size=0.5*n.origin*(n.origin+1))
C.but <-res.P.but*sqrt(C.fit[!is.na(C.fit)])+C.fit['is.na(C.£fit)]
pseudo.C<-C.fit
k<-1
for (j in 1:n.dev) {
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for (i in 1:(n.origin-j+1)) {
pseudo.C[i,jl<-C.but[k]
k<-k+1

} o}

AccY.reserve.b <- Chain.ladder.reserve(pseudo.C)

total.reserve.b<-sum(AccY.reserve.b)

bootstrapl.sim<-c(AccY.reserve.b[2:n.origin],total.reserve.b)

return(bootstrapl.sim)
}
dati<-res.P[!is.na(res.P)]
B<-10000
bootstrapl.sim <- lapply (1:B, Bootstrapl)
AccY.reserve.sim<-sapply(l:n.origin, function(i) { sapply(1:B,function(b) {bootstrapl.sim[[b]][i1})})
mean.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) {mean(AccY.reserve.sim[,i])} )
se.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) { sqrt((sum((AccY.reserve.sim[,i]-cl.reserve[i])~2))/B) } )
sep.boot.reserves<-sqrt( Phi*cl.reserve + 0.5%n.origin*(n.origin+1)/
(0.5%n.originx(n.origin+1)-2*n.origin+1)* se.boot.reserves™2 )
conf.int.fun <- function(a,s,n,p) {

error <- gnorm((1+p)/2)*s/sqrt(n)

left <- a-error

right <- aterror

return(c(left,right))
}
conf.int <- sapply(l:n.origin, function(i) {conf.int.fun(cl.reserve[i],sep.boot.reserves[i],1,0.95)} )
Bootstrap.resultl<- data.frame( row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c("-",round(cl.reserve)), Bootstrap.mean.reserve=c("-",round(mean.boot.reserves)),
Prediction.error=c("-",round(sep.boot.reserves)), upper.95=c("-",round(conf.int[2,])) )
Bootstrap.resultl
hist.fun <- function(dati,data.title) {

n<-length(dati)

d.sd<-sd(dati)

h<-3.49%d.sd*n"(-1/3)

m<-round( (max(dati)-min(dati))/h)

xx<-seq(min(dati) ,max(dati),len=m)

hist(dati,breaks=xx,prob=F,xlab="",ylab="" 6main="",axes=F)

axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1), scientific = F))

axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
}
hist.fun(AccY.reserve.sim[,n.origin],"Summira rezerve")
#
res.P[1,n.dev] <- NA
res.P[n.origin,1] <- NA
dati<-res.P[!is.na(res.P)]
B<-10000
bootstrapl.sim <- lapply (1:B, Bootstrapl)
AccY.reserve.sim<-sapply(l:n.origin, function(i) { sapply(1:B,function(b) {bootstrapl.sim[[b]][i1})})
mean.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) {mean(AccY.reserve.sim[,i])} )
se.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) { sqrt((sum((AccY.reserve.sim[,i]J-cl.reservel[i])~2))/B) } )
sep.boot.reserves<-sqrt( Phix*cl.reserve + 0.5*n.origin*(n.origin+1)/
(0.5*%n.origin*(n.origin+l) - 2+*n.origin+l) * se.boot.reserves”2 )
conf.int.fun <- function(a,s,n,p) {

error <- gnorm((1+p)/2)*s/sqrt(n)

left <- a-error

right <- aterror

return(c(left,right))
}
conf.int <- sapply(l:n.origin, function(i) {conf.int.fun(cl.reserve[i],sep.boot.reserves[i],1,0.95)} )
Bootstrap.result2<- data.frame( row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c("-",round(cl.reserve)), Bootstrap.mean.reserve=c("-",round(mean.boot.reserves)),
Prediction.error=c("-",round(sep.boot.reserves)), upper.95=c("-",round(conf.int[2,])) )
Bootstrap.result2
hist.fun(AccY.reserve.sim[,n.origin],"Summira rezerve")
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A3. Gamma visparinatais linearais modelis un

straps

data <- read.table("data",header=F)
data
data <- as.matrix(data)
claims <- as.vector(data)
n.origin <- nrow(data)
n.dev <- ncol(data)
origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(l:n.dev, each=n.origin))
claim.data <- data.frame(claims=claims, origin=origin, dev=dev)
head(claim.data)
Gamma<-function (link = "inverse")
{

linktemp <- substitute(link)

if (!is.character(linktemp)) {

linktemp <- deparse(linktemp)

if (linktemp == "link") {
warning("use of Gamma(link=link) is deprecated\n",
domain = NA)

linktemp <- eval(link)
if (!is.character(linktemp) || length(linktemp) !=
1)
stop("’link’ is invalid", domain = NA)
}
¥
okLinks <- c("inverse", "log", "identity")
if (linktemp %inj okLinks)
stats <- make.link(linktemp)
else if (is.character(link))
stats <- make.link(link)
else {
if (inherits(link, "link-glm")) {
stats <- link
if (!'is.null(stats$name))
linktemp <- stats$name

}
else {
stop(gettextf("link \"%s\" not available for gamma family; available links are %s",
linktemp, paste(sQuote(okLinks), collapse = ", ")),
domain = NA)
}

¥
variance <- function(mu) mu~2
validmu <- function(mu) all(mu > 0)
dev.resids <- function(y, mu, wt) wt*(y-mu) 2/(mu~2)
aic <- function(y, n, mu, wt, dev) {
n <- sum(wt)
disp <- dev/n
-2 * sum(dgamma(y, 1/disp, scale = mu * disp, log = TRUE) *
wt) + 2
¥
initialize <- expression({
n <- rep.int(1l, nobs)
mustart <- rep(mean(y), length(y))
»
simfun <- function(object, nsim) {
wts <- object$prior.weights
if (any(wts != 1))
message("using weights as shape paraneters")
ftd <- fitted(object)
shape <- MASS::gamma.shape(object)$alpha * wts
rgamma(nsim * length(ftd), shape = shape, rate = shape/ftd)
¥
structure(list(family = "Gamma", link = linktemp, linkfun = stats$linkfun,
linkinv = stats$linkinv, variance = variance, dev.resids = dev.resids,
aic = aic, mu.eta = stats$mu.eta, initialize = initialize,
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validmu = validmu, valideta = stats$valideta, simulate = simfun),

class = "family")
}
# Fit model
model <- glm(claims ~ origin + dev, family = Gamma(link = "log"),subset='is.na(claims), data=claim.data)
summary (model)

# Extract useful info from the model
coef <- model$coefficients # Get coefficients
disp <- summary(model)$dispersion # Get dispersion parameter

cov.param <- disp * summary(model)$cov.unscaled # Get covariance matrix of parameters

cc<-coef[1]
alpha<-c(0,coef[2:n.origin])
beta<-c(0,coef [(n.origin+1):(2%n.origin-1)])
n.fut.points <- length(claims[is.na(claims)])
fut.design <- matrix(0, nrow = n.fut.points, ncol=length(coef))
fut.points <- claims
fut.points[!is.na(claims)] <- 0
fut.points[is.na(claims)] <- 1:n.fut.points
for(p in 1:n.fut.points){
fut.design[p, 1] <- 1
fut.designl[p, 1 +
as.numeric(origin[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
fut.designl[p, 1 + (n.origin-1) +
as.numeric(dev[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
}
fitted.values <- diag(as.vector(exp(fut.design %*}% coef)))
total.reserve <- sum(fitted.values)
total.reserve2 <- sum(fitted.values~2)
data.fitted <-data
AccY.reserve <- c(rep(0,n.origin))
AccY.reserve2 <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1l:n.dev) {
if(!is.na(datali,j])) {data.fitted[i,jl<-datali,jl}
else {data.fitted[i,jl<- exp(coef[1]+coef[i]+coef[n.origin+j-1])
AccY.reserve[i]l<- AccY.reserve[il+ data.fitted[i, j]
AccY.reserve2[i]<- AccY.reserve2[i]+ data.fitted[i,jl"2

}
}

cov.pred <- fut.design %*% cov.param %+*% t(fut.design)
cov.fitted <- fitted.values %% cov.pred %*), fitted.values
total.rmse <- sqrt(disp*total.reserve2+sum(cov.fitted))
total.predictionerror <- round(100*total.rmse/total.reserve) #
cov.index<-matrix (0, nrow = n.dev, ncol=n.origin)
cov.index[2,1]<-n.fut.points-n.origin+2
for (i in 3:n.origin) {
cov.index[i,1]<-n.fut.points-n.origin+i
x<-cov.index[i,1]
for (k in 3:i-1) {
x<-x-(n.dev-k+1)
cov.index[i,k]<-x
x<-cov.index[1i,k]
}
}

AccY.rmse <- c(rep(0,n.origin))

AccY.rmse.fun <- function(i) { sqrt(disp*AccY.reserve2[i]+sum(cov.fitted[cov.

AccY.rmse <- sapply(2:n.origin,AccY.rmse.fun)
AccY.predictionerror <- c(rep(0,n.origin))

AccY.predictionerror <- round(100*AccY.rmse[1:(n.origin-1)]1/AccY.reserve[2:n.

##### Gamma model; reserve result

Gamma .model.result<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep =
Reserve=c(round(AccY.reserve) ,round(total.reserve)), Prediction.error=c("-"

round(total.rmse)),
Prediction.error.percent=c("-",AccY.predictionerror,total.predictionerror))
Gamma.model.result

gamma .reserve<-c(AccY.reserve[2:n.origin],total.reserve) #10

C.fit <-data
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1l:n.dev) {
if(is.na(datali,j1)) {C.fit[i,jl<-datali,jl}
else {C.fit[i,jl<- exp(cc+alphal[i]+betalj]) }
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}
}

C.fut <-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1l:n.dev) {
if(is.na(datali,j])) {C.futli,jl<-exp(cc+alphali]+betaljl)}
else {C.futl[i,jl<- NA}
}
}
res.P <- C.fit
res.P <- (data-C.fit)/sqrt(C.fit"2)
res.P
Phi <- sum(res.P[!is.na(res.P)]"2)/(0.5%n.origin*(n.origin+1)-2*n.origin+1)
dati<-res.P
Gamma.model.reserve.fun<-function(dati) {
claims <- as.vector(dati)
claim.data <- data.frame(claims=claims, origin=origin, dev=dev)
# Fit model
model <- glm(claims ~ origin + dev, family = Gamma(link = "log"),subset=!is.na(claims), data=claim.data)
summary (model)
coef <- model$coefficients # Get coefficients
disp <- summary(model)$dispersion # Get dispersion parameter
cov.param <- disp * summary(model)$cov.unscaled # Get covariance matrix of parameters
cc<-coef[1]
alpha<-c(0,coef[2:n.origin])
beta<-c(0,coef[(n.origin+1):(2#n.origin-1)]1)
data.fitted <-dati
AccY.reserve <- c(rep(0,n.origin))
AccY.reserve2 <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 1l:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
if(!is.na(datali,j])) {data.fitted[i,jl<-datali,j]} #not NA (known)
else {data.fitted[i,j]<- exp(cc+alphali]+betalj])
AccY.reserve[il<- AccY.reserve[il+ data.fitted[i,j]
AccY.reserve2[il<- AccY.reserve2[il+ data.fitted[i,j]1"2

}
}
return(AccY.reserve)

}

Bootstrapl <- function (b) {
res.P.but<-sample(dati,replace=T,size=0.5*n.origin*(n.origin+1))
C.but <-res.P.but*sqrt((C.fit['is.na(C.fit)])"2)+C.fit[!is.na(C.£fit)]
pseudo.C<-C.fit
k<-1
for (j in 1l:n.dev) {

for (1 in 1:(n.origin-j+1)) {
pseudo.C[i,j1<-C.but [k]
k<-k+1
o}

AccY.reserve.b <- Gamma.model.reserve.fun(pseudo.C) # 10

total.reserve.b<-sum(AccY.reserve.b)

bootstrapl.sim<-c(AccY.reserve.b[2:n.origin],total.reserve.b)

return(bootstrapl.sim)
}
dati<-res.P[!is.na(res.P)]
B<-10000
bootstrapl.sim <- lapply (1:B, Bootstrapl)
AccY.reserve.sim<-sapply(l:n.origin, function(i) { sapply(1:B,function(b) {bootstrapl.sim[[b]]1[i1})})
mean.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) {mean(AccY.reserve.sim[,i])} )
se.boot.reserves<-sapply(l:n.origin, function(i) { sqrt((sum((AccY.reserve.sim[,i]-gamma.reserve[i])~2))/B) } )
sep.boot.reserves<-sqrt( Phi*gamma.reserve + 0.5%n.origin*(n.origin+1)/(0.5*n.origin*(n.origin+1)-2*n.origin+1)
* se.boot.reserves~2 )
conf.int.fun <- function(a,s,n,p) {

error <- gnorm(p)#*s/sqrt(n)

left <- a-error

right <- aterror

return(c(left,right))

}
conf.int <- sapply(l:n.origin, function(i) {conf.int.fun(gamma.reserve[i],sep.boot.reserves[i],1,0.9)} )
Bootstrap.resultl<- data.frame( row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep = ""),"Overall"),

Reserve=c("-",round(gamma.reserve)), Bootstrap.mean.reserve=c("-",round(mean.boot.reserves)),
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Prediction.error=c("-",round(sep.boot.reserves)), upper.95=c("-",round(conf.int[2,]1)) )
Bootstrap.resultl
hist.fun <- function(dati,data.title) {
n<-length(dati)
d.sd<-sd(dati)
h<-3.49*d.sd*n"(-1/3)
m<-round((max(dati)-min(dati))/h)
xx<-seq(min(dati) ,max(dati),len=m)
hist(dati,breaks=xx,prob=F,xlab="",ylab="",main="",axes=F)
axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1l), scientific = F))
axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
}

hist.fun(AccY.reserve.sim[,10],"Summara rezerve")

A4. Chain-ladder modela Normala aproksimacija

data <- read.table("data.txt",header=F)
data <- as.matrix(data)
data
claims <- as.vector(data)
n.origin <- nrow(data)
n.dev <- ncol(data)
origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(0:(n.dev-1), each=n.origin))
data.cumul<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
data.cumul[i,j]l<-sum(datali,1:j])
}
}
data.cumul
claims.cumul <- as.vector(data.cumul)
ind.factor<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
ind.factor[i,jl<-data.cumull[i,jl/data.cumul[i,j-1]
}
}
ind.factor
f<-as.vector(ind.factor)
Weights<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
disp.param<-c(rep(l,n.dev))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
Weights[i,jl<-data.cumul[i,j-1]/disp.param[j]
}
}
W<-as.vector(Weights)
claim.data <- data.frame(dev=dev, f=f, W=W, subset=!is.na(f))
head(claim.data)
modell <- glm(f ~ dev, family = gaussian(),subset=!is.na(f)&!is.na(W),weights=W, data=claim.data)
summary (modell)
coefl <- modell$coefficients
displ <- summary(modell)$dispersion
cov.paraml <- displ # summary(modell)$cov.unscaled
fitted.values.f<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
fitted.values.f[i,2]<-coef1[1]+0
for (j in 3:n.dev) {
fitted.values.f[i,j]<-coefi[1]+coef1[j-1]
}

}

fitted.values.f

lambda<-c(rep(0,n.dev))
lambda<-fitted.values.f[1,]

lambda

res.sq<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
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for (i in 1l:m.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
res.sqli,jl<-data.cumul[i,j-1]*(ind.factor[i,jl-fitted.values.f[i,j])"2
}

}

res.sq
r<-as.vector(res.sq)
T

residuals.data <- data.frame(dev=dev, r=r, subset=!is.na(r))
residuals.data
model2 <- glm(r ~ dev, family = gaussian(),subset=!is.na(r), data=residuals.data)
summary (model2)
coef2 <- model2$coefficients
disp2 <- summary(model2)$dispersion
cov.param2 <- disp2 * summary(model2)$cov.unscaled
fitted.values.r<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:m.origin) {
fitted.values.r[i,2]<- coef2[1]+0
for (j in 3:n.dev) {
fitted.values.r[i,j]l<-coef2[1]+coef2[j-1]
}
}
fitted.values.r
Phi<-c(rep(0,n.dev))
Phi<-fitted.values.r[1,]
Phil[n.dev]<-Phi[n.dev-1]
Phi
Weights2<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:m.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
Weights2[i,jl<-data.cumul[i,j-1]1/Phil[j]
}
}
W2<-as.vector(Weights2)
claim.data <- data.frame(dev=dev, f=f, W2=W2, subset='is.na(f))
head(claim.data)
model3 <- glm(f ~ dev, family = gaussian(),subset=!is.na(f),weights=W2, data=claim.data)
summary (model3)
coef3 <- model3$coefficients
disp3 <- summary(model3)$dispersion
cov.param3 <- disp3 * summary(model3)$cov.unscaled
D<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
D[i,jl<-sum(datali,1:3])
}
}
data.cumul.tr<-D
claims.cumul.tr <- as.vector(data.cumul.tr)
fitted.cumul<-c(rep(0,length(claims.cumul.tr[is.na(claims.cumul.tr)])))
k<-1
for (j in 2:n.dev) {
for (i in (n.origin-j+2):n.origin) {
D[i,j]<-D[i,j-1]*lambdal[j]
fitted.cumul [k]<-D[i,j-1]*lambdalj]
k<-k+1
}
}
D
fitted.cumul
R<-c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
R[i]l<-D[i,n.dev]-D[i,n.dev-i+1]
}
total.reserve<-sum(R)
total.reserve
Ult.claim<-c(rep(O,n.origin))
Ult.claim[1]<-data.cumul[1,n.dev]
for (i in 2:n.origin) {
Ult.claim[i]l<-data.cumulli,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
Ult.claim[i]<-Ult.claim[i]*lambdal[j]
}
}
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Ult.claim
AccY.reserve<-c(rep(0,n.origin))
AccY.reservel[l:n.origin]<-Ult.claim[1:n.origin]-diag(data.cumul[1:n.origin,n.dev-(1:n.origin)+1]1)[1:n.origin]
total.reserve<-sum(AccY.reserve)
AccY.reserve
total.reserve
cov.lambda<-matrix(NA, nrow=length(lambda), ncol=length(lambda))
cov.lambda[2,2]<-round(cov.param3[1,1],6)
for (i in 3:length(lambda)) {
cov.lambda[i,2]<-round(cov.param3[1,1]+cov.param3[i-1,1],6)
for (j in 3:length(lambda)) {
cov.lambdali,jl<-round(cov.param3[1,1]+cov.param3[1,j-1]+cov.param3[i-1,1]+cov.param3[i-1,j-1],6)
}
}
cov.lambda
var.lambda<-diag(cov.lambda)
var.lambda
se.lambda<-sqrt(var.lambda)
se.lambda
n<-length(lambda)
mi<-matrix(rev(lambda[!is.na(lambda)]),n-1,n-1)
diag(ml)<-rev(Phi[!is.na(Phi)])
ml
m2<-matrix(NA,n-1,n-1)
m3<-matrix(NA,n-1,n-1)
m2 [upper.tri(ml)]<-ml[upper.tri(ml)] "2
m2[lower.tri(ml1)]<-mi[lower.tri(m1)]
diag(m2)<-diag(ml)
m2
for (i in 1:(n-1)) {
for (j in 1:(n-1)) {
m3[i,jl<-prod(m2[1:i,3])
}
}
m3
X<-c(rep(0,n-1))
X<-sapply(1l:(n-1),function(i) {sum(m3[i,1:i])})
process.var<-c(rep(0,n.origin))
process.var<-diag(data.cumul[1l:n.origin,n.dev-(1l:n.origin)+1]) [2:n.origin] *X
process.var
total.process.var<-sum(process.var)
var.lambda2<-c(rep(0,n))
var.lambda2[2]<-var.lambda[n]
var.prev.step<-var.lambda2[2]
var.Din<-c(rep(NA,n.origin))
var.Din[2]<-data.cumul[2,n-2+1] “2*var.lambda[n]
for (i in 3:n) {
var.lambda2[i]<-lambda[n-i+2] "2*var.prev.step+prod(lambdal[(n-i+3) :n]) "2*var.lambda[n-i+2]+
var.prev.step*var.lambda[n-i+2]
var.Din[i]<-data.cumul[i,n-i+1] "2*var.lambda2[i]
var.prev.step<-var.lambda2[i]
}
cov.Din<-matrix(NA,n.origin,n.dev)
for (i in 2:n) {
for (j in 2:n) {
if(§>1) {
cov.Din[i,j]<-data.cumul[i,n-i+1]*var.lambda2[i]*data.cumul[j,n-j+1]*prod(lambdal(n-j+2):(n-i+1)])
cov.Din[j,il<-cov.Din[i, j]
¥
if(i==j) {cov.Din[i,jl<-var.Din[i]}
}
}
cov.Din
var.total.reserve<-sum(cov.Din[!is.na(cov.Din)])
var.total.reserve
var.Din<-var.Din[!is.na(var.Din)]
prediction.variance<-var.Din+process.var
total.prediction.variance<-sum(var.total.reserve+total.process.var)
prediction.error<-sqrt(prediction.variance)
total.prediction.error<-sqrt(total.prediction.variance)
prediction.error.percent<-round(100*prediction.error[1:(n.origin-1)]/AccY.reserve[2:n.origin])
total.prediction.error.percent<-round(100*total.prediction.error/total.reserve)
lambda.result<- data.frame(row.names=paste("lambda", 2:n.dev, sep = ""),Estimate=lambdal[2:n.dev],
Standard.error=se.lambda[2:n.dev])
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lambda.result

Phi.result<- data.frame(row.names=paste("Phi", 2:n.dev, sep = ""),Estimate=Phi[2:n.dev])

Phi.result

NormalApprox.model.result<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1l:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c(round(AccY.reserve) ,round(total.reserve)),Process.variance=

c("-",round(process.var) ,round(total.process.var)),

Estimation.variance=c("-",round(var.Din),round(var.total.reserve )),
Prediction.variance=c("-",round(prediction.variance),

round(total.prediction.variance)),
Prediction.error=c("-",round(prediction.error),round(total.prediction.error)),
Prediction.error.percent=c("-",round(prediction.error.percent),

round(total.prediction.error.percent)))
NormalApprox.model.result
D<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1l:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
D[i,jl<-sum(datali,1:3])
}
}
data.cumul.tr<-D
claims.cumul.tr <- as.vector(data.cumul.tr)
fitted.cumul<-c(rep(0,length(claims.cumul[is.na(claims.cumul.tr)]1)))
k<-1
for (j in 2:n.dev) {
for (i in (n.origin-j+2):n.origin) {
D[i,j]<-D[i,j-1]*lambdal[j]
fitted.cumul [k]<-D[i,j-1]*lambdal[j]
k<-k+1
}
}
D
fitted.cumul
R<-c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
R[i]<-D[i,n.dev]-D[i,n.dev-i+1]
}
total.reserve<-sum(R)
R
total.reserve
AccY.predictionerror <- c(rep(0,n.origin))
AccY.predictionerror <- round(100*AccY.rmse[1:(n.origin-1)]/AccY.reserve[2:n.origin])

A5. Log-Normalais modelis

data <- read.table("data.txt",header=F)

data <- as.matrix(data)

data

log.data<-log(data)

log.data

claims <- as.vector(log.data)

n.origin <- nrow(data)

n.dev <- ncol(data)

origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(l:n.dev, each=n.origin))
claim.data <- data.frame(claims=claims, origin=origin, dev=dev)
head(claim.data)

model <- 1lm(claims ~ origin + dev,subset=!is.na(claims), data=claim.data)
summary (model)

coef <- model$coefficients
exp(model$fitted.values)

disp <- summary(model)$sigma~2

cov.param <- disp * summary(model)$cov.unscaled
disp

cc<-coef[1]

alpha<-c(0,coef[2:n.origin])
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beta<-c(0,coef [(n.origin+1):(2%n.origin-1)])
data.fitted <-data
median.AccY.reserve <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
if(!is.na(datali,j])) {data.fitted[i,jl<-datali,jl1}
else {data.fitted[i,jl<- exp(coef[1]+coef[i]+coef[n.origin+j-1])
median.AccY.reserve[i]l<- median.AccY.reserve[i]l+ data.fitted[i,j]
}
}
}
median.AccY.reserve
median.total.reserve<-sum(median.AccY.reserve)
n.fut.points <- length(claims[is.na(claims)])
fut.design <- matrix(0, nrow = n.fut.points, ncol=length(coef))
fut.points <- claims
fut.points[!is.na(claims)] <- 0
fut.points[is.na(claims)] <- 1:n.fut.points
for(p in 1:n.fut.points){
fut.design[p, 1] <- 1
fut.designl[p, 1 +
as.numeric(origin[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
fut.designl[p, 1 + (n.origin-1) +
as.numeric(dev[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
}
fitted.values <- diag(as.vector(exp(fut.design %*}% coef)))
median.total.reserve <- sum(fitted.values)
cov.pred <- fut.design %*% cov.param %+*% t(fut.design)
diag(cov.pred)<-diag(cov.pred)+disp
cov.fitted <- fitted.values %*} (exp(cov.pred)-1) %x% fitted.values
total.rmse <- sqrt(sum(cov.fitted))
total.predictionerror <- round(100*total.rmse/median.total.reserve)
cov.index<-matrix(0, nrow = n.dev, ncol=n.origin)
cov.index[2,1]<-n.fut.points-n.origin+2
for (i in 3:n.origin) {
cov.index[i,1]<-n.fut.points-n.origin+i
x<-cov.index[i,1]
for (k in 3:i-1) {
x<-x-(n.dev-k+1)
cov.index[i,k]<-x
x<-cov.index[i, k]
}
}
AccY.rmse <- c(rep(0,n.origin))
AccY.rmse.fun <- function(i) { sqrt(sum(cov.fitted[cov.index[i,],cov.index[i,]])) }
AccY.rmse <- sapply(2:n.origin,AccY.rmse.fun)
AccY.predictionerror <- c(rep(0,n.origin))
AccY.predictionerror <- round(100*AccY.rmse[1:(n.origin-1)]/median.AccY.reserve[2:n.origin])
LogNormal.model.median.result<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1l:n.origin, sep = "")
,"Overall"), Reserve=c(round(median.AccY.reserve),round(median.total.reserve)),
Prediction.error=c("-",round(AccY.rmse) ,round(total.rmse)),
Prediction.error.percent=c("-",AccY.predictionerror,total.predictionerror))
LogNormal.model.median.result
eta <-log.data
var.eta<-matrix(0,n.origin,n.dev)
mean.AccY.reserve <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1l:n.dev) {
if(!is.na(datali,j1)) {etali,jl<-log.datali,jl}
else {etali, jl<- coef[1]+coef[i]+coef[n.origin+j-1]
var.etal[i,jl<-cov.param[1,1]+cov.param[i,i]
+cov.param[n.origin+j-1,n.origin+j-1]+2%cov.param[1,i]
+2xcov.param[1,n.origin+j-1]+2*cov.param[i,n.origin+j-1]
}
1}
var.eta
data.fitted <-data
for (i in 1l:m.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
if(!is.na(datali,j])) {data.fitted[i,jl<-datali,jl1}
else {data.fitted[i,jl<- exp(etali,jl+0.5%(var.etali,jl+disp))
mean.AccY.reserve[i]<- mean.AccY.reserve[il+ data.fitted[i,j]

}

)



}
mean.AccY.reserve
mean.total.reserve<-sum(mean.AccY.reserve)
n.fut.points <- length(claims[is.na(claims)])
fut.design <- matrix(0, nrow = n.fut.points, ncol=length(coef))
fut.points <- claims
fut.points[!is.na(claims)] <- 0
fut.points[is.na(claims)] <- 1l:n.fut.points
for(p in 1:n.fut.points){
fut.design[p, 1] <- 1
fut.designl[p, 1 +
as.numeric(origin[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
fut.design[p, 1 + (n.origin-1) +
as.numeric(dev[match(p, fut.points)]) - 1] <- 1
}
fv<-c(rep(0,n.fut.points))
k<-1
for (j in 2:n.dev) {
for (i in (n.origin-j+2):n.origin) {
fv[k] <- data.fitted[i,j]
k<-k+1
}}
fitted.values <- diag(as.vector(fv))
mean.total.reserve <- sum(fitted.values)
cov.pred <- fut.design %#*% cov.param %+*% t(fut.design)
diag(cov.pred)<-diag(cov.pred)+disp
cov.fitted <- fitted.values %*% (exp(cov.pred)-1) %x*} fitted.values
total.rmse <- sqrt(sum(cov.fitted))
total.predictionerror <- round(100*total.rmse/mean.total.reserve)
cov.index<-matrix (0, nrow = n.dev, ncol=n.origin)
cov.index[2,1]<-n.fut.points-n.origin+2
for (i in 3:n.origin) {
cov.index[i,1]<-n.fut.points-n.origin+i
x<-cov.index[i,1]
for (k in 3:i-1) {
x<-x-(n.dev-k+1)
cov.index[i,k]<-x
x<-cov.index[1i,k]
}
}
AccY.rmse <- c(rep(0,n.origin))
AccY.rmse.fun <- function(i) { sqrt(sum(cov.fitted[cov.index[i,],cov.index[i,]])) }
AccY.rmse <- sapply(2:n.origin,AccY.rmse.fun)
AccY.predictionerror <- c(rep(0,n.origin))
AccY.predictionerror <- round(100*AccY.rmse[1:(n.origin-1)]/mean.AccY.reserve[2:n.origin])
LogNormal.model.mean.result<- data.frame(row.names =

c(paste("Year", 1l:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c(round(mean.AccY.reserve) ,round(mean.total.reserve)), Prediction.error=
c("-",round(AccY.rmse),round(total.rmse)),
Prediction.error.percent=c("-",AccY.predictionerror,total.predictionerror))

LogNormal.model.mean.result

var.eta<-matrix(NA,n.origin,n.dev)

var.etal[l,1]<-cov.param[1,1]

var.eta[l,2:n.dev]<-sapply(2:n.dev, function(k) {var.etal[l,k]<-cov.param[1,1]+
cov.param[n.origin+k-1,n.origin+k-1]+2*cov.param[1,n.origin+j-11})
var.eta[2:n.origin,1]<-sapply(2:n.origin, function(k) {var.etalk,1]<-cov.param[1,1]+
cov.param[k,k]+2*cov.param[1,k]})

for (i in 2:m.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
if(is.na(datali,j1)) {etali,jl<-log.datali,jl1}
else {etali,jl<- cctalphali]+betalj]
var.etali,jl<-cov.param[1,1]+cov.param[i,i]
+cov.param[n.origin+j-1,n.origin+j-1]+2%cov.param[1,i]
+2xcov.param[1,n.origin+j-1]+2*cov.param[i,n.origin+j-1]

1}
var.eta
C.fit <-data
for (i in 1l:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
if(is.na(datali,j1)) {C.fit[i,jl<-datali,jl?}
else {C.fit[i,jl<- exp(etali,jl+0.5*(var.etali,jl+disp))
¥
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}
}
res.P <- C.fit
res.P <- (log.data-log(C.fit))
res.P
res.P.scaled <- res.P/sqrt(disp)
rezidiju.scaled.data <- data.frame(res.P.scaled.vec=as.vector(res.P.scaled), origin=origin, dev=dev)
rezidiju.scaled.data
plot(rezidiju.scaled.data$dev,rezidiju.scaled.data$res.P.scaled.vec,type="p",axes=F)
axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1), scientific = F))

axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
plot(rezidiju.scaled.data$origin,rezidiju.scaled.data$res.P.scaled.vec,type="p", axes=F)
axis(1, axTicks(1),format(axTicks(1), scientific = F))

axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
plot(log(C.fit),res.P.scaled,type="p",axes=F,xlab="",ylab="")

axis(1, axTicks(1l),format(axTicks(1l), scientific = F))

axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
plot(res.P.scaled[!is.na(res.P.scaled)],type="p",axes=F,xlab="",ylab="")
axis(1, axTicks(l),format(axTicks(1l), scientific = F))

axis(2, axTicks(2),format(axTicks(2), scientific = F))
acf(rezidiju.scaled.data$res.P.scaled[!is.na(rezidiju.scaled.data$res.P.scaled)],

main=l| n , Xlab="" ’ylab=ll Il)

A6. Maka modelis

data <- read.table("data.txt",header=F)
data <- as.matrix(data)
data
claims <- as.vector(data)
n.origin <- nrow(data)
n.dev <- ncol(data)
origin <- factor(row <- rep(l:n.origin, n.dev))
dev <- factor(col <- rep(0:(n.dev-1), each=n.origin))
data.cumul<-matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 1:n.dev) {
data.cumul[i,j]l<-sum(datali,1:j])
}
}
data.cumul
claims.cumul <- as.vector(data.cumul)
w <- matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
for (i in 1:n.origin) {
for (j in 2:n.dev) {
wli,jl<-data.cumul[i,j-1]
}
}
f <- matrix(NA, nrow(data), ncol(data))
f<-data.cumul/w
lambda <- c(rep(0,n.dev))
sigma2 <- c(rep(0,n.dev))
for (j in 2:n.dev) {
lambdalj] <- sum(w[l:(n.origin-j+1),j1* f[1:(n.origin-j+1),j]1)/ sum(w[l:(n.origin-j+1),31)
sigma2[j] <- 1/(n.origin-j)*sum(w[il:(n.origin-j+1),jl* (£f[1:(n.origin-j+1),jl-lambdalj]l)"2)

Y
sigma2[n.dev]=sigma2[n.dev-2] # as Mack(1994b)
Dev.factors.Var.comp.resultl<- data.frame(row.names= paste("j =", 2:n.dev, sep = ""),

Lambda=round(lambda[2:n.dev],3),
Sigma.squared=c(round(sigma2[2:(n.dev)],2)))
Dev.factors.Var.comp.resultl
Ult.claim<-c(rep(O,n.origin))
Ult.claim[1]<-data.cumul[1,n.dev]
for (i in 2:n.origin) {
Ult.claim[i]l<-data.cumull[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
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Ult.claim[i]<-Ult.claim[i]*lambdal[j]
}
}
AccY.reserve<-c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
AccY.reserve[i]<-Ult.claim[i]-data.cumul[i,n.dev-i+1]
}
total.reserve<-sum(AccY.reserve)
AccY.reserve
total.reserve
data.cumul.fitted <- data.cumul
for (i in 2:n.origin) {
data.cumul.fitted[i,n.dev-i+1] <- data.cumul[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
data.cumul.fitted[i,jl<-data.cumul.fitted[i,j-1]*lambdalj]
}
}
data.cumul.fitted

process.var <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:n.origin) {

process.var[i] <- Ult.claim[i] " 2*sum(sigma2[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)1/

(lambda[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]"2% data.cumul.fitted[i, (n.dev-i+1):(n.dev-1)]))

}
process.var
total.process.var<-sum(process.var)
D <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:n.origin) {

for (k in (n.dev-i+1):(n.dev-1)) {

D[k] <- sum(data.cumul[l:(n.origin-k),k])

}
}
D
estimation.var <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:n.origin) {

estimation.var[i]<-Ult.claim[i]"2*sum (sigma2[(n.dev-i+1+1): (n.dev-1+1)1/

(lambda[(n.dev-i+1+1): (n.dev-1+1)]1"2% D[(n.dev-i+1):(n.dev-1)]1))

}

estimation.var

prediction.variance<-process.var+estimation.var
prediction.error<-sqrt(prediction.variance)
prediction.error.percent<-round (100* prediction.error/AccY.reserve)

total.prediction.variance<-0
for (i in 2:(n.origin-1)) {
total.prediction.variance <- total.prediction.variance + (prediction.variance[il+
Ult.claim[il#sum(Ult.claim[(i+1):(n.dev)])*
sum(2*sigma2[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]/
(lambda[(n.dev-i+1+1): (n.dev-1+1)]1"2% D[(n.dev-i+1): (n.dev-1)1)) )
}
total.prediction.variance <- total.prediction.variance + prediction.variance [n.origin]
total.prediction.error <- sqrt ( total.prediction.variance)

total.prediction.error.percent <- round( 100 * total.prediction.error /total.reserve)
total.estimation.var<-total.prediction.variance-total.process.var

Mack.model.resultl<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c("-",round (AccY.reserve[2:n.origin]), round(total.reserve)),
Process.variance=c("-" , round (process.var[2:n.origin]), round(total.process.var)),
Estimation.variance=c("-", round(estimation.var[2:n.origin]), round(total.estimation.var)),
Prediction.variance=c("-",round(prediction.variance[2:n.origin]), round(total.prediction.variance)),
Prediction.error=c("-",round(prediction.error[2:n.origin]), round(total.prediction.error)),
Prediction.error.percent=c("-",round(prediction.error.percent[2:n.origin]),

round(total.prediction.error.percent))

)

Mack.model.resultl

#
sigma2[n.dev]=sigma2[n.dev-1] # 2. variants

lambda
sigma2

Dev.factors.Var.comp.result2<- data.frame (row.names=paste ("j =", 2:n.dev, sep = ""),

Lambda=round(lambda[2:n.dev],3),
Sigma.squared=c(round(sigma2[2:(n.dev)],2)))
Dev.factors.Var.comp.result2
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Ult.claim<-c(rep(0,n.origin))
Ult.claim[1]<-data.cumul[1,n.dev]
for (i in 2:m.origin) {
Ult.claim[i]l<-data.cumul[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
Ult.claim[i]<-Ult.claim[i]*lambdal[j]
}
}
Ult.claim
AccY.reserve<-c(rep(0,n.origin))
for (i in 1:n.origin) {
AccY.reserve[i]l<-Ult.claim[i]-data.cumul[i,n.dev-i+1]
}
total.reserve<-sum(AccY.reserve)
AccY.reserve # Reserve for each origin year
total.reserve # Overall reserve
data.cumul.fitted <- data.cumul
for (i in 2:n.origin) {
data.cumul.fitted[i,n.dev-i+1] <- data.cumul[i,n.dev-i+1]
for (j in (n.dev-i+2):n.dev) {
data.cumul.fitted[i,jl<-data.cumul.fitted[i,j-1]*lambdalj]
}
}
data.cumul.fitted
process.var <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:m.origin) {
process.var[i] <- Ult.claim[i] "2*sum(sigma2[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]1/
(lambdal[(n.dev-i+1+1) :(n.dev-1+1)] "2*data.cumul.fitted[i, (n.dev-i+1):(n.dev-1)]))
}
process.var
total.process.var<-sum(process.var)
D <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:m.origin) {
for (k in (n.dev-i+1):(n.dev-1)) {
D[k] <- sum(data.cumul[1:(n.origin-k),k])
}
}
D
estimation.var <- c(rep(0,n.origin))
for (i in 2:m.origin) {
estimation.var[i]J<-Ult.claim[i]"2*sum(sigma2[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]/
(lambda[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]1"2*D[(n.dev-i+1): (n.dev-1)]1))
}
estimation.var
prediction.variance<-process.var+estimation.var
prediction.error<-sqrt(prediction.variance)
prediction.error.percent<-round(100*prediction.error/AccY.reserve)
total.prediction.variance<-0
for (i in 2:(n.origin-1)) {
total.prediction.variance<-total.prediction.variance+(prediction.variance[i]+Ult.claim[i]
*sum(Ult.claim[(i+1):(n.dev)])*
sum(2xsigma2[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]1/
(lambda[(n.dev-i+1+1):(n.dev-1+1)]"2*D[(n.dev-i+1):(n.dev-1)]1)) )
}
total.prediction.variance<-total.prediction.variance+prediction.variance[n.origin]
total.prediction.error<-sqrt(total.prediction.variance)
total.prediction.error.percent<-round(100*total.prediction.error/total.reserve)
total.estimation.var<-total.prediction.variance-total.process.var
# Mack’s model; reserve results using sigmalO=sigma8

Mack.model.result2<- data.frame(row.names =c(paste("Year", 1:n.origin, sep = ""),"Overall"),
Reserve=c("-",round(AccY.reserve[2:n.origin]),round(total.reserve)),
Process.variance=c("-",round(process.var[2:n.origin]),round(total.process.var)),
Estimation.variance=c("-",round(estimation.var[2:n.origin]), round(total.estimation.var)),
Prediction.variance=c("-",round(prediction.variance[2:n.origin]), round(total.prediction.variance)),
Prediction.error=c("-",round(prediction.error[2:n.origin]), round(total.prediction.error)),
Prediction.error.percent=c("-",round(prediction.error.percent[2:n.origin]),
round(total.prediction.error.percent))

)

Mack.model.result2
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