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ANOTACIJA

Laika momentu, kad modelis ir mainijies, sauc par mainas punktu. Darba meérkis
ir apskatit mainas punkta noteiksanu matematiskas statistikas probléemas ar programma
R iebuvetajam paketem. Tiek apskatitas paketes changepoint un strucchange mainas
punktu noteiksanai. Tiks apskatitas dazas galvenas metodes, kuras ir iebuvétas paketés un
tiks paradita to pielietosana gan uz simulétiem datiem, gan ari uz realiem datu piemériem.

Atslegvardi: Mainas punkts, CUSUM statistika, F statistika, PELT, Binara segmen-

tacija, Segmenta kaiminu metode.



ABSTRACT

A time moment when the model has changed is called a change point. The goal of this
work is to analyze change point detection in problems of the mathematical statistics using
different packages in program R. More specifically we will analyze packages changepoint
and strucchange. We will discuss some of the key methods which are implemented in
packages and highligh their applications to simulated and real data examples.

Keywords: change point, CUSUM statistic, F statistic, PELT, binary segmentation,
Segment Neighbourhoods



Saturs

| — l
IEVADS
[1.  MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA REGRESLJA|. .

[I.I.  Visparigais svarstibu tests| . . . . . . . . . ..

(1.2 Ftestsl . . .. oo o oo
2.  MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA LAIKRINDAM|
3. VISPAREJA MAINAS PUNKTU TEORLJA|. . . . .
4.  MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA PRAKSTISK] .

[4.1. Izmantojot programmas R paketi changepoint|

[4.2.  lzmantojot programmas R paketi strucchange
ISECINAJUMI
I =T = d
PIELTKUMS|

13
15
18
22
22
36

41

42

45



APZIMEJUMI

OLS - mazaka kvadratu metode

—4 - konvergence péc sadalijjuma

=usy - asimptotiska vienadiba

CSS (angliski Cumulative Sums of Squares) - kvadratu kumulativas summas
CUSUM - kumulativo summu metode

AMOC (angliski At Most One Change) - AMOC (visma viena izmaina) metode

PELT (angliski Pruned Ezact Linear Time) - salsinatais preciza lineara laika



IEVADS

Mainas punkta modeli sakotnéji tika izstradati saistiba ar kvalitates kontroli, kur
izmaina no atbilstoSa uz neatbilstosu tiek noteikta balstoties uz pieejamiem gadijuma
noverojumiem. Page (1955)[1] izstradaja kumulativo summu diagrammu (CUSUM), kas
ir sekojosu datu analizes tehnika. To parasti izmanto izmainu noteikSanas kontrole. Page
(1955) ar “kvalitates numuru‘’ 6 apziméja parametru varbiitibas sadalijumam, pieméram,
videjai vertibai. Vina izstradaja CUSUM ka metodi, lai noteiktu izmainas parametram,
un ierosinaja kritériju, lai izlemtu, kad veikt korektivus pasakumus.

Kops ta laika mainas punkta probléma ir izveidojusies par fundamentalu problemu
statistiskas vadibas teorija, laikrindas stavokla novertesana, regresijas modela izmainas
parbaudé un novertésana, un pavisam nesen DNS secibas saskanosana un salidzinasana
mikrovektoru datu analize.

Statistiskiem modeliem vispirms tiek parbaudits, vai tiem ir notikusas izmainas. Nulles
hipoteze pienem, ka modelis ir tads pats visa noveroSanas laika. Alternativa hipotéeze
pienem, ka kada laika momenta modelis mainas. Gadijuma, kad tiek noraidita nulles

hipotéze, tad var parbaudit kadu no jautajumiem:

e kura vietd modeli notikusas izmainas;
e ir tikai viena izmaina, vai vairakas;
e kads ir kopejais izmainu skaits, utt.

Laika momentu, kad modelis ir mainijies, sauc par mainas punktu.

Daudzas metodologiskas pieejas tiek izmantotas mainas punktu modelu parbaude; ka
pieméram, maksimalas ticamibas novértéjums, Beijesa novértéjums, izotoniska regresija
un kvazi - ticamibas funkcija ir starp metodem, kuras tiek piemeérotas, lai atrisinatu
mainas punktu problemas.

Lielakaja dala zinatniskos pétijumos pienem, ka izmainas parametru modelos rodas
reti un ir peksnas. Eksiste daudzi testi izmainu klatbutnes noteiksanai, sakot ar Chow
(1960) darbu [2], kura pienema, ka laika moments, kad notikusas izmainas, ir zinams. Citi
testi, kas mazina $o pienémumu ir izstradati Brown, Durbin un Evans (1974)[3], Ploberger
un Kramer (1992) [4] un citos pétijumos.

Mainas punkta noteikSana vienmer attistas mijiedarbojoties ar dazadam jomam. Pie-

meéram, klimata datu kopas mainas punkts ir laiks, kura klimats mainas dramatiski; fi-



nansu ekonometrija mainas punkta analize palidz noteikt tirgus vai ekonomikas virzienu;
inzenierzinatneés, ir svarigi uzzinat nepartrauktam razosanas procesam, vai ir punkts, ku-
ra kvalitate pasliktinas. Jaunakie pieméri ir bioinformatiskos pielietojumos (Erdman and
Emerson, 2008)[5], launprogrammaturu noteik§ana programmaturas ietvaros (Yan et al.,
2008)[6], tikla satiksmes analize (Kwon et al., 2006) [7], klimatalogija (Jaxk et al., 2007)
[8] un okeanografija (Killick et al, 2010) [9].

Mainas punkta noteikSana dispersijai ir svariga finansu datiem. Ka pieméram, svar-
stigumam, kas ir statistikas termins, kas parada sagaidamas attieciga pamataktiva cenas
svarstibas. To izmanto finansu joma, lai novertétu riska limeni konkréta finansu instru-
mentd. Augsts svarstigums nozimé, ka vértspapira cena var loti mainities 1sa laika posma
abos virzienos. Noteikti indeksi kontrole attiecigos svarstigumus, piemeram, FTSE 100
ir akciju indekss no 100 kompanijam ar vislielako tirgus kapitalizaciju. Tas ir viens no
visplasak izmantotajiem akciju indeksiem un tiek uzskatits par augstas konjunktiiras me-
rinstrumentu. Augsta konjunktira cel uznémuma un ta aktivu vértibu tirgii. Darba tiks
aplikota dispersija mainas uz simuletiem datiem, ka arT uz ieprieks piemineta FTSE 100
indeksa.

Par diplomdarba meérki tiek izvirzits:

e apskatit paketes programma R, kuras risina mainas punktu problémas,
e aprakstit teoriju, uz kuru balstas ieprieks apskatitas paketes,

e pielietot tas dazadiem datu piemeriem.

Darbs sastav no divam nodalam. Pirmaja nodala aprakstita mainas punkta problematika
regresijai. Otraja - laikrindam. Tresaja nodala ir aprakstita visparéja mainas punkta teo-
rija. Ceturtaja nodala tiek praktiski aplukoti ieprieksejas nodalas aprakstitas problemas,

izmantojot R programma iebivétas paketes changepoint un strucchange.



1. MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA
REGRESIJA

Pamatprobléema mainas punkta noteikSana regresija attiecas uz lemumu, vai mainiju-
§as attiecibas starp mainigajiem novérosanas laika. Vienkarsakais gadijums, ko var apla-
kot ir vienkarsa lineara regresija, kur var aplukot daudzas dazadas situacijas, piemeram,

[10]:
e vai nu viens, vai abi parametri ir mainijusies;
e vai nu parametri pirms mainas punkta ir zinami, vai arl tie nav zinami;

e vai nu regresijas funkcijai mainas punkta tiek pienemta nepartrauktiba, vai arl var

bit partraukums, utt.

Testus mainas punktu noteikSanai var iedalit divas klases, kas ir atskirigi piemeroti
konkreta modela testesanai. Pirma klase ir testi no visparinato svarstibu testa ramja,
kas var atklat dazadas strukturalas izmainas. Otra klase ir testi no I testa ramja, kuri
pienem, ka ir viens partraukumpunkts pie alternativas.

Visparejie svarstibu testi piemero parametrisku modeli datiem, izmantojot mazako
kvadratu (OLS) metodi vai lidzvertigi maksimalo ticamibas varbutibu (ML). Tas izmanto
parasto tuvinasanu un iegist procesu, kas atspogulo svarstibas rekursivajiem vai OLS
atlikumiem, vai rekursivajiem vai kustigajiem novertejumiem un noraida, ja to svarstibas
ir neticami lielas.

Tiek aplikots standarta linearas regresijas modelis
yi=x; Bi+u; (i=1,...n), (1.1)

kur laika ¢, y; ir atkarigd mainigd novérojums, x; ir k X 1 regresoru vektors parasti ar
? ?

pirmo komponenti vienadu ar viens, un ; ir k x 1 regresijas koeficienti, kuri var mainities

laika gaita.

Tiek parbaudita hipotéze, ka regresijas koeficienti paliek nemainigi

HO : ﬁz = 50 (Z = 1, ,n) (12)

pret alternativu, ka vismaz viens koeficients mainas laika gaita. Ir pamatoti pienemt, ka

ir m partraukumpunkti, kur koeficienti pariet no vienas stabilas regresijas attiecibas uz
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citu. Tatad ir m + 1 segmenti, kuros regresijas koeficienti ir konstanti, un modeli var
uzrakstit ka

yi=a; Bi+u (i=ij1+1,.,4, j=1..,m+1), (1.3)

kur j ir segmenta indekss, I, , = i1, ..., i, apzime partraukumpunktu kopas (1, sauc

arl par m - sadalisanu), un pec vienosanas ig = 0 un 4,1 = n [11].

Izmainu noteikSana

Praksé partraukumpunkti reti ir doti, lielakoties tie ir nezinami un ir janoveérté no
datiem.

Pienemsim, ka doti m segmenti iy, ..., %,,, 3; mazako kvadratu novertejumus viegli var
iegiit. Atlikumu kvadratu summas ir dotas ar

m—+1

RSS(ir, .oeyim) = Y rss(ij_1 + 1,4;), (1.4)

j=1
kur rss(ij—1 + 1,i;) ir parasta minimala atlikumu kvadratu summa segmenta j. Proble-
ma strukturalo izmainu noteiksana ir atrast partraukumpunktus 1, ..., m, kuri minimize
meérka funkciju

~ ~

(i1, s im) = argming, ., RSS(i1, ..., 1m) (1.5)

pa visiem segmentiem (i, ...,%y,) ar i; —i;_1 > ny, > k.

Globalo minimizetaju noteiksanai (1.5 ar plaso rezgi butu O(n™) karta un skaitlosana
bitu apgritinosa, ja m > 2 (un katram sapratigam izlases lielumam n). Tapéc daudzi
hierarhiskie algoritmi tika piedavati, kas veic rekursivo sadalisanu vai apaksSizlasu pie-
vienoSanu, bet tie ne vienmer atradis globalos minimizetajus. Tos var vieglak atrast
ar dinamiskas programmeésanas pieeju, kam ir O(n?) karta jebkada daudzuma partrau-
kumpunktiem m. Pamatideja ir no Bellmana principa: optimala segmentacija apmierina
rekursiju:

RSS(In) = min  [RSS(I_1,) +rss(i + 1,n)]. (1.6)

mng<i<n—nj
Tapéc pietiek zinat katram punktam ¢ “optimalo iepriekséjo partneri”, ja ¢ bija pédéjais
partraukumpunkts m segmenta. To var iegut no rss(i, j) trijstura matricas ar j —i > ny,
aprekinaganu, kuru atvieglo rekursiva attieciba rss(i,j) = rss(i,j — 1) + rss(i, )%, kur
r(i,7) ir rekursivie atlikumi laika j, izlasi sakot no ¢ (Brown 1975) [3]. Par dinamiskas

programmeésanas algoritmu vairak skatities Bai un Perron (2003) darba [12].



1.1. Visparigais svarstibu tests

Svarstibu testi ir balstiti uz novertéjumiem, vai atlikumiem. Ideja testam balstitam uz
novértéjumu ir, ka, ja ir izmainas datos, regresijas koeficientu novéertéjumam balstitam uz
visiem datiem butu ieverojami jaatskiras no novertejumiem no datu apaksizlases, kura ne-
satur izmainas. Bet Siem novertéjumiem bitu jabit diez gan lidzigiem, ja istie koeficienti
paliek konstanti laika gaita. Tapéc Saja gadijuma empirisku procesu var aprekinat ar ap-
aksizlases novertejumu atskirtham no kopeja novertejuma. Apaksizlasi izvelas rekursivi,
t. i., sakot ar pirmajiem k noverojumiem un ieklauj soli pa solim nakoSo noverojumu, vai
arl ar logu ar konstantu platumu, kas kustas pari visam izlases periodam. Izrietosajiem
procesiem nevajadzetu svarstities (novirzities no nulles) parak daudz pie nulles hipotézes
un ta, ka asimptotiskie sadalijjumi Siem procesiem ir labi zinami, robezas var aprekinat,
tas skerso tikai ar noteiktu kontroletu varbiitibu «. Bet, ja empiriskais process uzrada
lielas svarstibas un skérso robezu, ir pieradijumi, ka dati satur izmainas. Tada gadiju-
ma rekursivajam novertejuma procesam vajadzetu but pikim (maksimumam) ap mainas
punktu.

Lidzigi svarstibu procesus var aprékinat pamatojoties uz kumulativajam vai kusti-
gajam summam divu veidu atlikumiem: parastajiem OLS atlikumiem vai rekursivajiem
atlikumiem, kas ir viena sola uz priekSu prognozes kludas. Testu balstitu uz kumula-
tivo summu rekursivajiem atlikumiem (CUSUM tests) pirmo reizi ieviesa Brown et al.
(1975)[3]. Ja ir tikai viens strukturalais partraukums koeficientos cels saks atstat nulles

videjo vertibu pie mainas punkta, jo viena sola uz prieksu prognozes kluda bus liela [13].

CUSUM testi

Standarta CUSUM tests ir balstits uz kopéjo summu rekursivajiem atlikumiem

. y — ) pUY
Uy = = =
VIt o) (XD XE D)1,

(t=k+1,.,n), (1.7)

kuriem videja vertiba ir nulle un dispersija o pie H,. B(t’l) ir parastais mazako kvadratu
novertejums no regresijas koeficientiem balstitiem uz noverojumiem lidz ¢ — 1. Lidzigi
X1 ir regresoru matrica visiem noverojumiem lidz t — 1.

CUSUM cels ir definéts ka

|k+t(n—k)]

dow (0<t<), (1.8)

i=k+1

1

W) =%

9



~ 1 n ~ ~\9 . o _ . R . .
kur 6 = \/ﬁ > ipy1 (@ — )% Mainiga ¢ nozime mainas mazliet, tas ir standartizéts

intervala [0, 1].

CUSUM statistika simuletiem datiem [I.(a)l bez mainas punkta attelota[l.(b) grafika.

CUSUM tests
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(a) Simuletie dati bez mainas punkta ar regresi- (b) CUSUM
jas liniju

1. att. CUSUM statistikas uzvediba simulétiem datiem bez mainas punktiem

CUSUM statistiku simulétiem datiem [2.(b)l grafikda ar vienu mainas punktu var ap-

skatit [2.(b)| grafika.

CUSUM tests
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(a) Simulétie dati ar regresijas linijam (b) CUSUM
2. att. CUSUM statistikas uzvediba simuletiem datiem
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Salidzinot [1.(b)| un [2.(b)| grafikus, var redzet, ka grafika CUSUM statistika sak

atstat nulles videjo vertibu, kas norada uz mainas punktu.

Ja ir tikai viena izmaina fikséta laika tg < 1, tad rekursivajiem atlikumiem vidéja
vertiba bus nulle tikai lidz ¢y un atskiriga pec tam. Tatad CUSUM cels W,,(t) saks atstat
videjo vertibu nulle pie t5. Hy tiek noraidits tad, kad W, (¢) skerso vai nu c(t), vai ari

—c(t) ar ¢(t) = A + 2At, kurs ir lidzvertigs noraidit nulles hipotézi, kad testa statistika

W, (t)
S = su 1.9
ogtgl 1+ Qt) (1.9)
ir lielaka par A, kas ir atkariga no nozimibas limena testam.
Kramer, Ploberger, Alt (1988) [14] paradija, ka n — oo
W, (t) —* B(t), (1.10)

kur —? apzime konvergenci pec sadalijuma un kur B(¢) ir Brauna kustiba.
CUSUM tests balstits uz OLS tiek definéts analogiski, izmantojot OLS atlikumus
@; = y; — = [ rekursivo atlikumu vieta. CUSUM balstits uz OLS ir definets ar ¢ no [0, 1]

ka
| L
WO (t) = 1.11
20 = 5 2 (1.11)

kur o = \/ k; Yo, 47, Cels ne tikai saksies nulle, bet arT atgriezisies, bet ja ir izmainas
n —_—

punkta ty, tad tam jabut virsotne tuvu partraukuma punktam t,.

OLS - CUSUM tests
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3. att. OLS - CUSUM statistikas uzvediba simulétiem datiem bez mainas punktiem
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OLS - CUSUM tests
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4. att. OLS - CUSUM statistikas uzvediba simuletiem datiem ar vienu mainas punktu

Salidzinot OLS - CUSUM grafikus simuletajiem datiem ar vienu mainas punktu un
bez mainas punkta, var redzet grafika izteiktu piki uz leju, kas norada uz mainas
punktu.

Hj, noraida, ja cels skerso A vai —\, kas ir ekvivalenti noraidit, kad testa statistika

SO = sup |[WP(t) (1.12)
0<t<1

ir lielaka par A, kuru nosaka testa nozimibas limenis.

Plobergers un Kramers (Ploberger and Kramer) (1992) [4] paradija, ka n — oo
WP — BO(t), (1.13)

kur B°(t) ir Brauna tilts.

Standarta robezas lielakajai dalai ierobezojosu procesu ir d(t) = 1, bet tikai Brauna
kustibai tas ir d(t) = 1 + 2t, jo procesam ir pieaugosa dispersija [I5] . CUSUM testa
robezas var apskatit grafika kopa ar CUSUM statistiku, bet OLS CUSUM testa
robezas ir . grafika kopa ar atbilstoso testa statistiku.

12



CUSUM tests OLS - CUSUM tests
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5. att. Testa statistikas ar robezam simulétiem datiem
1.2. F tests

Diezgan atskiriga pieeja, lai izpetitu, vai nulles hipoteze (nav strukturalu izmainu) ir
speka, ir izmantot F' testa statistiku. Butiska atskiriba ir tada, ka alternativa ir noradita:
ta ka visparejais svarstibu tests ir piemérots dazadiem strukturalu izmainu modeliem, F'
tests ir paredzets, lai parbauditu vienu izmainu pie alternativas. Tadejadi alternativu var

formulet, pamatojoties uz modeli (1.1]),

Bi = B : (1.14)

B (g <i<mn)
kur 7 ir kads mainas punkts intervala (k,n — k). Chow (1960) bija pirmais, kurs ieteica
testu strukturalam izmainam gadijuma, ja (potencialais) mainas punkts ir zinams. Nulles

hipotézi noraida, ja
a'a—é'e

&Té/(n — 2k)

ir parak liels, kur é = (44, 4p) " ir pilna modela atlikumi, kuriem koeficienti apaksizlase ir

F = (1.15)

noverteti atseviski, un « ir ierobezota modela atlikumi, kur parametri ir piemeroti visiem
noverojumiem uzreiz. Testa statistikai Fj ir asimptotisks y? sadalijums ar k brivibas
pakdpem un (pie normalitates pienémuma) F;/k ir precizs F sadalijums ar k un n — 2k
brivibas pakapém. Lielakai skérslis Chow testam ir tads, ka mainas punktam jabat jau
zinamam ieprieks, bet ir ari testi balstiti uz F' statistiku (Chow statistika), kas neprasa

specifikaciju konkréta mainu punkta.
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Ir vairak neka viena iespé€ja, lai paplasinatu F' statistiku. Ideja Chow testa palie-
linasanai ir aprekinat F' statistikas visiem potencialajiem mainas punktiem vai visiem
potencialajiem mainas punktiem intervala [i_,7”] un noraidit, ja kaut viena statistika
klust parak liela. ¢_ un ¢~ attiecigi ir apakSintervala ar izveletu garumu kreisa un laba
robeza [16].

Andrews (1993) [I7] un Andrews and Ploberger (1994)[18] attiecigi ieteica tris dazadas

testa statistikas un parbaudija to asimptotisko sadalijumu:

sup F'= sup Fj, (1.16)
i <i<i=

F ! Z_:F (1.17)

awel = ——— 0 :

T =i t1&

F=1 ! Z (0.5 % F) (1.18)

expF =log| ———— ) exp(0.5%F;) | . :

P Elir—iir1 &P

14



2. MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA
LAIKRINDAM

Mainas punkta analize daudzi ir ieintereseti atklat izmainas laikrindas ka, pieméram,

videjas vertibas izmaina AMOC model1

IN
7

w+ V@), 1<14 ,
viy=14" @ ] (2.1)
pe +V(i), k<i<T,

IN

kur V'(.) ir stacionars process ar EV(0) = 0, uq, g2 un k ir nezinami. Jautajums ir, vai

vidéjas vertiba ir izmainijusies kada nezinama laika k. Problematika izsakama
H02]~6’<T, ,u17é,u2, Hll;::T

Tad attieciga CUSUM statistika [19]

Cr = max
1<k<T

(2.2)

—= > () T

Talak tiks apskatita vienkarSaka situacija, kura rodas, ja tiek pienemts, ka dazas raksturi-
gas pazimes (piemeram, razoSanas procesa) svarstas ap noteiktu konstanti ag, kas ir dota.
Pienemsim, ka procesa sakums tiek kontrolets. Tomeér var gadities, ka sakara ar razoSanas
iekartas klidu, novérota pazime péeksni sak svarstities ap citu konstanti a; # ay.
Vienkarsakaja gadijuma ar zinamu ag vertibu un dispersiju o2, var standartizet nove-
rojumus, lai iegitu standartizetus mainigos Y;, ¢ = 1, ..., n, kuriem sakuma vidéja vertiba

ir 0 un dispersija 1, parbaudit sekojosu nulles hipotézi Hy pret alternativu Hy, t. i.,
Hy:Y, =e;, 1=1,...,n,
Hy:3m € {0,....,n—1} tads, ka
Y, =¢e; 1=1,...,m,
Y, =a+e;, 1=m-+1,..,n,

kur a # 0 un {e;} ir neatkarigi un vienadi sadaliti (turpmak, iid) gadijuma mainigie

(kludas). Lielumu m sauc ar mainas punktu.
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Metode testa statistikas iegtiSanai

Lemumi par nulles hipotézes noraidisanu, ir balstiti uz testa statistiku. Tiek apskatita
maksimalas ticamibas metode, kuru var izmantot, lai iegfitu testa statistiku. Vienkarsibai
pienemsim, ka {e;} ir neatkarigi un sadaliti atbilstosi standarta normalajam sadalijumam
N(0,1) ar blivuma funkciju ¢(z).

Vislielakas ticamibas attiecibu metode. Sakuma tiek pienemts, ka mainas punkts
m ir zinams un m = k. Ja a # 0, tad logaritmiska ticamibas attieciba H, parbaudei pret
Hi ir
[T 60D Ty S — )

[[i= oY)

= sup{— > -t 3 - (Z Y)

i=k+1 i=k+1 1=k+1

Ay, = suplog

Nulles hipotézi noraida, ja Ay > C,,, ko var ekvivalenti izteikt ka

S

i=k+1

>

kur C, ir konstante, kura izvéléta, lai ta atbilstu fiksétam nozimibas limenim a.

Vienkarsojot ievietojam

1< _ R
:E;Yi " Ykozn—kzyi'

i=k+1

Jaievero, ka Y ir mazaka kvadrata novertejums nezinamai konstantei a un v/n — kY;? ir
standarta normalais sadalijums N(0,1). Vienas puses alternativai ar a > 0, iegiist testa

statistiku

}/;7
=)

bet divpuseéjai alternativai ar a # 0, izmanto absoliito vértibu

— Y;
‘ n_ z;—&-l

Kad mainas punkts m nav zinams (tatad abi ¢ un m ir nezinami), janem supréms

logaritmiskajai ticamibas atiecibai, t. i.,

[Ty 000 [Ty #(Yi — @)
0Shen1 Y log [T, o(Ys) = okt 2(n — k) Z;ﬂ Yol
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un testa statistika, ko izmanto nezinama mainas punkta m gadijuma, ir forma

n

1
Jax ==} Vi}

i=k+1

un

O<k<n 1{|\/— Z Yil}

i=k+1

Ja apskata divpusgja alternativu ar a # 0, tad nulles hipotézi Hy noraida, ja pienacigi

izveletai konstantei (',

1 n
max Y|} > Ciq,
nggn_lﬂ Vi —k i=k+1 ) 1

kur (1, ir konstante, izvéleta atbilstosi fiksetam nozimibas limenim «. Tads nosacijums

ir sapratigs, jo tas noraida Hy, ja kaut vienam £,0 < k <n — 1,

{\/r Zyi}>cm.

i=k+1

Lidzigi vienpuséjai alternativai ar a > 0, nulles hipotézi noraida, ja

0<k<n 1 Vn—k ;1}/} > Caa
7

kur Cy, ir atkal pienacigi izveleta konstante.
Kritiskas vértibas. Lai pienemtu léemumu par nulles hipotézes noraidisanu, ir jazina
testa statistikam kritiskds vertibas. Tas nozimeé, ka jazina to sadalijums pie Hy.

Par piemeru apskatisim testa statistiku

\/HTZY

i=k+1

O<k<n 1

Pienemot, ka {Y;} ir éid ar standarta normalo sadalijumu N (0, 1), tad statistikai

Z Y., k=0,.,n—1, (2.3)
Vn— i=k+1

ir N(0, 1) sadalijums. Ja m ir nezinams un vienads ar k, varétu noraidit H, pie nozimibas

limena «, ja

> Ul—a/25

— Y;
‘ TL— z%l

kur wy_q/9 ir 100(1 — o/2)% N(0, 1) kvantile [10].
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3. VISPAREJA MAINAS PUNKTU TEORIJA

Pienemsim, ka ir sakartota datu kopa y1., = (y1, ..., yn). Saka, ka ir notikusi izmaina
kopa, ja eksiste tads 7 € {1,...,n— 1}, ka statistiskas ipasibas {y1, ..., y- } un {y, 41, ..., Yn}
ir atskirigas kaut kada veida. Paplasinot ideju no viena mainas punkta lidz vairakiem,
bus skaita m mainas punktu kopa ar to poziciju 7., = (71, ..., 7). Katra mainas punkta
pozicija ir skaitlis starp 1 un n — 1 ieklaujosi. Definé 79 = 0 un 7,,41 = n, un pienem,
ka mainas punkti ir sakartoti ta, ka 7; < 7;, tad un tikai tad, ja ¢« < j. Tatad m mainas
punkti sadalis datus m + 1 segmenta, i-tais segments satur y.,_,4+1).,- Katrs segments
tiks apkopots ar parametru kopu. Parametri atbilstosi i-tajam segmentam bius {6;, ¢;},
kur 6; ir (iespejams nulle) traucéjoso parametru kopa un ¢; ir parametru kopa, kuri var
saturet izmainas.

Vienas izmainas noteiksanu var balstit uz hipotezu testu. Nulles hipoteze Hy, ka nav
izmainu (m = 0) un alternativa hipoteze Hy, ka ir viena (m = 1).

Izmantojot pieeju balstitu uz vislielako ticamibas funkciju, mainas punkta noteiksa-
nai pirmais ierosinaja Hinkley (1970)[20], kurs ieguva asimptotisko sadalijumu vislielakas
ticamibas attiecibas testa statistikai vidéjas vertibas izmainai normali sadalitiem novero-
jumiem. Gupta un Tang (1987) [2I] paplasinaja uz vislielakas ticamiba balstito pieeju uz
izmainam dispersijai ar normali sadalitiem noverojumiem.

Vislielakas ticamibas attiecibu metode prasa rekinat maksimalo logaritmisko ticami-
bas vértibu gan pie nulles, gan pie alternativas hipotézes. Nulles hipotézei maksimalas
logaritmiskas ticamibas vertiba ir log p(ylm\é), kur p(.) ir varbutibas blivuma funkcija
un 6§ ir maksimalas ticamibas parametru novertejums. Pie alternativas apskata modeli
ar mainas punktu pie 7y ar 13 € {1,2,...,n — 1}. Tad maksimala logaritmiska ticamiba
dotam 7 ir

ML(7y) = 108 p(Y1:m, [61) + 108 D(Y(r 41):m|62)-

Maksimalas logaritmiskas ticamibas vertiba pie alternativas ir max,, M L(7). Testa sta-
tistika ir
A =2 |max ML(ry) — log p(y1:n|0) | - (3.1)
T1
Tests ietver iespeju izveleties slieksni ¢ tadu, ka tiek noraidita nulles hipoteze, ja A > c¢. Ja

tiek noraidita nulles hipotéze, attiecigi noteikts mainas punkts, tad novertéjam ta poziciju

71 ka, vertibu 7y, kas maksimize M L().

18



Ir skaidrs, ka ticamibas testa statistiku var paplasinat uz vairakam izmainam vienkarsi
summeéjot ticamibas katram m segmentam. Problema rodas identificejot M L(y.,,) maksi-
mumu visam iespéjamam 7i.,, kombinacijam. Talak tiek aprakstitas meklésanas metodes,
kas tiek gala ar to.

Lai identificetu vairakus mainas punktus gadijumos, kad mainas punktu skaits palie-
linas, savacot vairak datus, pieméram, genétika, analizéjot lielakus genomu regionus, vai
finanses, apliikojot laikrindas ilgaka laika perioda, viena no pieejam ir minimizét

m+1

DO ssrin)] + B (m), (3:2)

i=1
kur C' ir izmaksu funkcija segmentam un S f(m) ir sods, kas nodrosina pret parmerigu
piemeérosanu. Parasti par izmaksu funkciju mainas punktu literatra izmanto divreiz ne-
gativo logaritmisko ticamibas funkciju, skatit Chen un Gupta (2000) [22], tiek izmantotas
ari citas izmaksu funkcijas, ka piemeram, kumulativas summas, skatit Inclan un Tiao
(1994) [23]).

Visbiezak prakse izveletais sods ir linears mainas punktam, t. i., 5f(m) = fm. Pie-
meéri tadiem sodiem ir AIC (8 = 2p) un BIC (8 = plogn), kur p ir papildus ieviesto

parametru skaits, pievienojot mainas punktu. Eksiste tris algoritmi, kas minimize |3.2
e binard segmentacija,
e kaiminu segmentu,

e PELT (angliski Pruned Ezact Linear Time).

Binara segmentacija
Binaras segmentesanas algoritms ir viens no izplatitakajiem meklesanas algoritmiem
mainas punkta literatura. Butiba algoritms paplasina jebkuru viena mainas punkta me-
todi uz vairakiem mainas punktiem, iterativi atkartojot dazadam secibas apakskopam.
Sakotnéji tiek piemérota viena mainas punkta metode visiem datiem, t. i., tiek parbau-
dits
C(yrr) + CYrr1m) + B8 < C(yrm)- (3.3)

Ja ir nepatiess, tad mainas punkts ir atrasts un algoritms apstajas. Pretéja gadijjuma

sadala datus divos segmentos, pirms un péc optimala mainas punkta 7,, un pieméro
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noteiksanas metodi abiem segmentiem

Cyrr) + CWr+1ym) + 8 < Clyrr,) (3.4)
un

CWrarrir) + CWer1)m) + B < CYrysim)- (3.5)
Ja viens no diviem, vai abi ir patiesi tad abi segmenti tiek sadaliti talak segmentos pie
optimala atrasta mainas punkta, un tiek piemerota metode katram segmentam. Procedura

tiek atkartota, kameér mainas punkti netiek vairak konstatéeti neviena segmenta.
Procedira ir aptuvena minimizacija ar f(m) = m. Binaras segmentacijas algo-
ritma prieksrociba ir ta tiek uzskatita par atri skaitlojamu O(nlogn). Datu kopai ar
acimredzamiem mainas punktiem, aproksimacija bts nieciga, bet kad mainas punktus
klust grutak noteikt (vai nu mazas izmainas vai izmainas, kuras ir tuvuma), tad aproksi-

macija var izraisit mainas punktu pazuSanu vai neprecizu noteikSanu.

Segmenta kaiminu

Auger and Lawrence (1989) apliikoja alternativu mainas punkta noteiksanas algo-
ritmu, sauktu par Segmenta kaiminu algoritmu. Pamatprincips pieejai ir meklet visu
segmentacijas telpu efektiva veida. Lietotajs definé augséjo robezu segmentacijas telpas
izméram, kas ir maksimalais segmentu skaits (). Lai saktu algoritmu aprékina izmak-
su funkciju visiem iespéjamiem segmentiem. Tad visi iespéjamie segmenti tiek aplikoti,
sakot ar vienu mainas punktu un beidzot ar () — 1 mainas punktiem. Meklesana tiek veik-
ta, izmantojot dinamisko algoritmu ta, ka segmentaciju atrod ar vienu mainas punktu,
informé meklét divus mainas punktus un ta talak.

Segmenta kaiminu algoritma prieksrocibas ietver iespeju ieklaut patvaligu soda fun-
kciju Sf(m) un faktu, ka tas ir precizs, jo visas iespejas tiek aplukotas. Sekas tadai
izsmelogai meklesanai ir tadas, ka algoritmam skaitlosanas izmaksas ir O(Qn?), kas ir le-
nas salidzinot ar Binaro segmentaciju. Parasti datu kopai palielinot izméru, maksimalais

mainas punktu skaits @ art palielinas un algoritms uzvedas vairak ka O(n?).

PELT

Saisinata preciza lineara laika metode Killick et al. (2011) darba [24], turpmak teksta
- PELT, dod precizus rezultatus atrak neka Segmenta kaimina un Binaras segmentaci-

jas algoritms. PELT algoritms apliko datus secigi un katra soli optimala segmentacija
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lidz tam solim ir ierakstita. Algoritms sakas, aplikojot optimalo segmentaciju pirmajiem
diviem datu punktiem 3.0, vai nu ir mainas punkts pie 1 un yy, y, ir ar dazadiem sada-
Ijjumiem, vai arl nav mainas punkta un tie ir ar vienadu sadalijjumu. Nakosaja iteracija

PELT apluko optimalo segmentaciju y;.3, tagad ir 4 iespejas
e mainas punkts pie 1,
e mainas punkts pie 2,
e mainas punkti pie 1 un 2,
e nav mainas punktu.

Datiem y;.5 ir jau nolemts, vai ir mainas punkts pie 1. Tadejadi iespejas ir jasamazina

lidz
e pedejais mainas punkts ir pie 1,
e pédejais mainas punkts ir pie 2,
e nav mainas punktu.

Iespeju skaits katra soli ir linears, jo vienmer tiek aplukots pedejais mainas punkts esot
katra iepriekseja vertiba. Neatkarigi no ta, cik daudz mainas punkti ir bijusi. Lai sama-
zinatu skaitlosanas pules, PELT algoritms vel katra soli nolem, vai pedejais punkts nevar
but ar nakotnes mainas punktu. Tas var samazinat iespeju skaitu. Iteracijas algoritms

turpinas, kamer tiek sasniegts n, kur tiek aprékinata galigo mainas punktu kopa.
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4. MAINAS PUNKTA NOTEIKSANA
PRAKSTISKI

4.1. Izmantojot programmas R paketi changepoint

changepoint pakete mégina nodrosinat gan ar visparatzitam, gan jaunam metodém
lietotajam draudzigu paketi. Ta ir izstradata, lai lietotajam dotu pieeju daudziem pa-
némieniem mainas punkta analizei no dazam pamatfunkcijam. Pakete ietver meklésanas
algoritmu izveli vairaku mainas punktu identificesanai. Tie ietver binaro segmentésanu
(Scott and Knott, 1974), kaiminu segmentu (Auger and Lawrence, 1989), un nesen iero-
sinato aptuveni lineara laika, Pruned Exact Linear Time (PELT), meklesanas algoritmu
(Killick et al., 2011). changepoint pakete satur tris primaras izsauksanas funkcijas izmai-
nu noteiksanai vidéjai vertibai, dispersijai un gan vidéjai vertibai, gan dispersijai. Katrai
no tam ir lidziga argumentu struktura un katrai izvade ir cpt klases objekts. Tada pieeja
ir ieprieks nodomata, lai raditu vieglu parzinasanu un lietoSanas értumu.

changepoint pakete ievie§ jaunu objektu klasi ¢pt, lai uzglabatu mainas punktu analizes
objektus. Katra no galvenajam funkcijam izvada cpt S4 objektus. Klase ir izveidota ta,
lai ept objekti saturetu galvenas ipasibas, kas nepieciesamas mainas punktu analizei.

Ir tris galvenas metodes, kas saistitas ar cpt klasi un, kuras daziem lietotajiem var biit
noderigas. sumary un print metodes parada standarta informaciju par cpt klases objektu.
summary funkcija izvada isu konspektu par mainas analizes rezultatiem, tostarp mainas
punktu skaitu un, ja tas ir mazs, tad ari mainas punktu atrasanas vietu. Turpreti print
funkcija izdruka informaciju, kas attiecas uz S4 klasi ieskaitot slot nosaukumus un to,
kad S4 objekti tika izveidoti.

Veicot mainas punktu analizi, biezi vien ir noderigi attelot mainas punktus uz sakot-
néjiem datiem, lai noteiktu, vai novertétie mainas punkti ir pamatoti. Lai to izdaritu, ir
izveidota plot metode cpt klasei. Metode pielagojas pienemtajam mainas punkta veidam,
nodrosinot atskirigu izvadi atkarigu no izmainas veida. Piemeram, izmaina dispersijai
ir apzimeta ar vertikalu liniju pie mainas punkta atrasanas vietas, bet videjas vertibas

izmainu parada ar horizontalu liniju attélojot vidéjo vertibu dazados segmentos. [25]
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Izmainas vidéja vertiba

Agrakos darbos par mainas punktu problémam koncentréjas uz vidéjas vértibas izmai-

nas noteiksanu un ietver Page (1954) [26] un Hinkley (1970) [20] darbus, kuri attiecigi

izveidoja varbutibu attiecibu un kumulativo summu (CUSUM) testa statistikas. chan-

gepoint paketes ietvaros visas vidéejas vertibas izmainu metodes ir pieejamas izmantojot

cpt.mean funkciju. Funkcijai struktira ir sekojosa:

cpt.mean(data,penalty="SIC",value=0,method="AMOC",Q=5,dist="Normal")

Funkcijas argumenti:

data - vektors, kas satur datus, kuriem jameklé izmainas videjai vertibai, ja vaira-
kam datu kopam nepieciesama analize, tad ta var bt matrica, kurai katra rinda

tiek uzskatita par atsevisku datu kopu.

penalty - sodu ¢ ‘None’’, ¢‘SIC’’, ‘‘BIC’’, ‘‘AIC’’, ‘‘Hannan-Quinn’’,

‘“Asymptotic’’ and ‘‘Manual’’ izvele. Ja ‘‘Manual’’ ir izvelets, tad value
satur manualo sodu. Ja ir izvélets ¢ ‘Asymptotic’’, tad value satur teoretisko I

tipa kludu.
value - teoretiska I tipa kluda, piemeéram, 0.05, kad izmanto ¢ ‘Asymptotic’’ sodu.

method viena vai vairaku mainas punktu metode. ¢ “AMOC’’ (vismaz viena izmaina),

“‘PELT’’, ‘‘SegNeigh’’ vai ¢ ‘BinSeg’’. Noklusejuma ir ¢ ‘AMOC’ .

Q - maksimalais mainas punktu skaits, ko meklét, izmantojot ¢ ‘BinSeg’’ meto-
di. Maksimalais segmentu skaits (mainas punktu skaits +1) ko meklet, izmantojot
‘‘SegNeigh’’ metodi. Tas nav nepiecieSams ‘ ‘PELT’’ metodei, jo tas automatiski

izvelas segmentu skaitu.

dist - pienemtais datu sadalijjums. Izvele starp ¢ ‘Normal’’ vai ¢ ‘CUSUM’’.

Vairakas standarta soda funkcijas, izmantotas mainas punkta analize, ir ieklautas

cpt.mean funkcija. Tas ir: SIC (Svarca informacijas kriterijs), BIC (Beijesa informacijas

kriterijs), AIC (Akaike informacijas kritérijs) un Hanna-Kvinna. Lietotajs var arl manuali

ievadit soda lielumu ar skaitlisku vertibu vai formulu. Meklésanas iespéjas sastav no

precizam metodem: PELT (O(n)), kaiminu segmenti (O(Qn?)) un aptuvenam metodem:

Binara segmentacija (O(nlogn)).
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Piemeérs ar vienu mainas punktu vidéjai vertibai

Tika simuleta datu kopa wvid1, kas ir seciga ar garumu 200 ar mainas punktu pie 100,

sakotnéja vidéja vertiba ir 0, péc izmainas ta ir 5.
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6. att. Datu kopas vidl grafiks

Pirmais jautajums mainas punkta analizé ir, vai datiem pastav izmaina vidéjai véerti-
bai. Vizuali no datiem [6.| attela tiek sagaidita viena izmaina. Sakuma tiek pienemts, ka

datiem ir normalais sadalijums.

> library(changepoint)

> vidl.amoc=cpt.mean(vidl)

> plot(vidl.amoc, ylab="vidl dati", xlab="indekss")
> cpts(vidl.amoc)

cpt

100 200

vid1.amoc objekts satur mainas punktus, kas tiek konstateti, izmantojot noklusejuma
vertibas, kas ir SIC sods, normalitates pienemumu un AMOC metodi. epts funkcija izvada
identificetos mainas punktus. Atgriezta vertiba parada, ka mainas punkts ir pie 100 un
datu kopas garums ir 200. attela redzams originalas datu kopas grafiks kopa ar
novertetajam videjam vertibam, iegits izsaucot iepriekSminéto funkciju plot. Kad mainas
punkti ir noteikti, tad tiek noteiktas ari vidéjas vertibas katra segmenta. Novértéjumi

tiek iegiiti, izmantojot param.est funkciju.
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> param.est(vidl.amoc)
$mean

[1] 0.1088874 4.9621919

Sakuma tika pienemts, ka datiem ir normalais sadalijums. Ja tads pienemums tiek
uzskatits par neiespéjamu, ta vieta var veikt neparametrisku testu mainas punkta noteik-

Sanai, izmantojot CUSUM metodi.

>vidl.cusum=cpt.mean(vidl,dist="CUSUM’,penalty=’Manual’,value=1)
> plot(vidl.cusum, ylab="vidl dati", xlab="indekss")

> cpts(vidl.cusum)

cpt

101 200

> param.est(vidl.cusum)

$mean

[1] 0.151172 4.968076

Testa statistika iegtita ar CUSUM testa statistiku ir parasti daudz mazaka neka ar var-
butibu attiecibas testa statistiku. Tadejadi ieprieksejai analizei tiek izmantots manualais
sods, jo SIC sods ir parak liels un tradicionali pienemtas ipasibas vairak nepastav.
attels parada CUSUM rezultatus datu kopai vid1. Salidzinot abas pieejas, var redzét, ka
normalitates pienemumam un CUSUM metodei rezultati ir loti lidzigi; mainas punkts pie

100 vai attiecigi pie 101.
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7. att. Datu kopas vidl grafiki
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Piemeérs ar vairakiem mainas punktiem vidéjai vértibai

Ja datu kopai ir vairakas izmainas un tiek izveléts analizet to ar AMOC (vismaz viena
izmaina) pieeju, tad mainas punktu atgriezis to, kuram ir lielaka starpiba starp pirms
mainas un pec mainas testa statistiku.

Tiek simuleta datu kopa vid2 ar garumu 400 ar vairakiem mainas punktiem pie 100,

200 un 300. Secigi ir cetri segmenti un vidéja véertiba katram ir 0, 1, 0, 0.2.

vid2 dati

T T I
100 200 300 400

o

indekss

8. att. Datu kopas vid2 grafiks

changepoint pakete satur 3 dazadas mainas punkta meklesanas metodes: PELT, kai-
minu segmentu un binaro segmentu.

No datu vid2 grafika tiek minéts, ka vareétu but vairaki mainas punkti. Tatad jeb-
kuru no trim metodem varetu izmantot. Tiks izmantota PELT metode, jo tai ir precizs
algoritms un apréekina mainas punktu lineara laika. Sakuma tiek pienemts, ka datiem ir

normalais sadalijums.

> vid2.pelt=cpt.mean(vid2,method=’"PELT’)
>plot(vid2.pelt,type=’1’,cpt.col="blue’,ylab="vid2 dati", xlab="indekss",
cpt.width=4)

> cpts(vid2.pelt)

[11 97 192 273 353 362 366 400

Tada gadijuma, ja tiek izmantots noklusejuma SIC sods, cpts funkcija atgriez 6 mainas

punktus. Pec konstrukcijas zinams, ka datiem ir jabut tris mainas punktiem. Var ticet, ka
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ir 6 mainas punkti, vai uzskatit, ka metode ir parak jutiga un palielinat sodu. Atbilstosa
soda izvele atkariga no daudziem faktoriem, ieskaitot izmainu skaita un segmentu garuma,
no kuriem abi nav zinami pirms analizes. Praksé tas biezi vien tiek novértéts no datu un
mainas punktu grafika, lai redzetu vai tie skiet sapratigi.

attéla ir paraditi vid2.pelt mainas punkti. Tuvu datu kopas beigam ir divi
mainas punkti, kuriem ir loti mazi segmenti. Maz ticams, ka tie ir Isti mainas punkti
pamatdatiem. Lai noverstu skietami mazos mainas punktus, var palielinat sodu uz 1.5
log(n) nevis log(n) (SIC). To var izdarit nomainot soda tipu uz ‘‘Manual" un value

argumentu noradit 1.5 * log(n). [9.(b)| attels parada rezultatu, kas skiet daudz ticamaks.

ual=cpt.mean(mean2,method="PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’1.5%log(n)’)

>plot(vid2.manual,type=’1’,cpt.col=’blue’,xlab=’indekss’, ylab="vid2 dati",
cpt.width=4)

> cpts(vid2.manual)

[1] 97 192 273 400

s 7] AN . L ! I Al
e \“l H M “‘I“«l’[ 1!‘ P m '[ |‘ .’w ” ”l H,IH‘! ’rl NI‘
(a) vid2 ar noklusejuma sodu (b) vid2 ar manualu sodu

9. att. Datu kopas vidl grafiki ar mainas punktiem

Ja normalitates pienemums ir nepamatots, tad var izmantot CUSUM metodi, kam

nav sadalijjuma pienemuma.

>vid2. cusum=cpt.mean(vid2,method="BinSeg’,dist=’CUSUM’ ,penalty=’Manual’,value=0.11)
>plot(vid2.cusum,type=’1’,cpt.col="blue’,xlab=’indekss’, ylab="vid2 dati",cpt.width=4)
> cpts(vid2.cusum)

[1] 97 192 273 400
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legiitie aprekini ir pamatoti. Ipasi tapec, ka rezultati ir tadi pasi, ka cpt.manual

analizeé.

Reals datu piemeérs

Cobb (1978) [27] petija upes Nilas pie Asuanas ikgadejo plusmas tilpumu no 1871. lidz
1970. gadam. Meteorologiska interese mérijumos ir pieradijums par iespéjamu strauju
izmainu nokriSnu rezima tuvu devinpadsmitajam gadsimtam. Dati ir pieejami R datu

kopu pakete, rakstot Nile.

> nile=cpt.mean(Nile[1:100])

> plot(nile,type=’1’, ylab="Nilas caurplide", xlab="indekss")
> cpts(nile)

cpt

28 100

> param.est(nile)

$mean

[11 1097.7500 849.9722

1000 1200 1400
]

Nilas caurplude

800

T T T T T 1
0 20 40 60 80 100

indekss

10. att. Upes Nilas caurplides grafiks

attéls norada, viena mainas punkta pienémums ir pamatots, un analize identifice
28. (t. i., 1898. gads) noverojumu ka novérteto mainas punktu. Tas atspogulo art Cobb

(1978) rezultatus. Turklat Cobb (1978) pienema pirms un pec izmainas videjas vertibas
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1100 un 850, kas ir loti lidzigi Nile novertejumam un parada, ka normalitates pienemums

ir pamatots.

Izmainas dispersija

changepoint paketes ietvaros visas metodes dispersijas izmainu noteikSanai ir pieeja-

mas, izmantojot funkciju cpt.var. Funkcijas struktira ir sekojosa:
cpt.var(data,penalty,value,know.mean=FALSE ,mu=-1000,method,Q,dist="Normal")

Argumenti data, penalty, value, method, Q ir tadi pasi ka cpt.mean funkcijai.

Tris atlikusie argumenti tiek interpreteti ta:

e know.mean - logiskais arguments, kas ir nepieciesams tikai pie dist=‘‘Normal".
Ja TRUE, tad videja vertiba ir pienemta ka zinama un mu tiek pienemta, ka tas
vertiba. Ja FALSE un mu=NA (nokluséjuma vértiba), tad videjo vertibu noverte
ar maksimalds ticamibas metodi. Ja FALSE un mu vertiba ir piegadata, tad mu

nenoverte, bet ta tiek izskaitlota ka noverteto parametru lemumiem.

e mu - vajadzigs tikai dist=‘‘Normal". Datu patiesas videjas vertibas skaitliska ver-
tiba (ja zinama). Vai nu viena vertiba, vai vektors garuma nrow(data). Ja dati ir

matrica un mu ir viena vértiba, tad ta pati tiek izmantota katra rinda.

e dist - Pienemtais datu sadalijums. Izvele starp “Normal” un “CSS”. Testa statis-
tikas sadaljjuma variantiem ietver Chen un Gupta (2000) [22] “Normal” variantam

un Chen un Gupta (1997) [28] “CSS”variantam.

Viena izmaina dispersija

Tika simuleti dati var! ar garumu 200 ar vienu izmainu dispersijai pie 50. Pirms
mainas dispersija ir 1 un péc mainas - 3.
No [11.(a)] grafika ir redzams, ka ir notikusas izmainas. Sakuma tiek veikta mainas

punkta analize pie normalitates pienemuma.

> varl.amoc=cpt.var(varl)
> plot(varl.amoc,type=’1’,cpt.width=3,xlab="indekss", ylab="vid2")
> cpts(varl.amoc)

cpt
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53 200
> param.est(varl.amoc)
$variance

[11 0.6885335 2.8147428

< - < 4
NI ~ 4
- —
% e
> >
o o
o | o ]
] ]
T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
indekss indekss
(a) varl dati (b) varl ar manualu sodu

11. att. Datu kopas varl grafiki ar mainas punktiem

Izvade redzams, ka izmainas konstatétas 53. noveérojuma. Turklat pirms un péc izmai-
nas novertéjumi attiecigi ir 0.6885335 un 2.8147428. Grafiks parada, ka tas skiet
sapratigs secinajums.

Ja skiet, ka normalitates pienémums nav atbilstoss, tad var izmantot CSS metodi.

> varl.css=cpt.var(varl,dist=’CSS’)
> cpts(varl.css)

cpt

53 200

> param.est(varl.css)

$variance

[11 0.6885335 2.8147428

Dotajam pieméram, pienemot normalitati un bez sadalijjuma pienémuma rezultatu

dod to pasu.
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Vairakas izmainas dispersija

Tiek simuléeta datu kopa garuma 400 ar izmainam dispersija pie 100, 200 un 300.

Dispersija katram segmentam ir 1, 4, 100 un 27.

10 20
|

var2
0
|

-10

T T T T T
0 100 200 300 400

indekss

12. att. var2 dati

grafika redzams, ka mainas punktu pie 200 ir vieglak noteikt neka pie 100 un 300.

> var2.pelt=cpt.var(var2,method=’PELT’)

> plot(var2.pelt,type=’1’,cpt.width=3,cpt.col="blue’,xlab="indekss", ylab="var2")
> cpts(var2.pelt)

[1] 102 200 323 328 330 394 396 400

Attiecigaja piemeéra vairaki loti 1si segmenti ir identificeti, tas ir raditajs, ka soda

vertiba varetu but par mazu. Tatad ir ta ir japalielina no logn uz 2logn.

> var2.manual=cpt.var(var2,method=’"PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)
> plot(var2.manual,type=’1’,cpt.width=3,xlab="indekss", ylab="var2")

> cpts(var2.manual)

[11 102 200 400

> param.est(var2.manual)

$variance

[1]1 0.8968322 3.8077424 91.3573302

Izmainu pie 300 ir gruti noteikt pat ar aci. Tas nav parsteidzosi, jo tas ir pirmais

mainas punkts, kas pazid, palielinot sodu.
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Ja normalitates pienemums nav piemeérots, tad var izmantot CUSUM testa statistiku

ka alternativu.

> var2.css=cpt.var(var2,method=’BinSeg’ ,penalty=’Manual’,
value=’log(2*log(n))’,dist="CSS’)

> cpts(var2.css)

[1] 107 200 400

> param.est(var2.css)

$variance

[11 0.9602248 3.8911524 91.3573302

Mainas punkti metodei bez sadalijuma pienémuma ir lidzigi, kad pienemta normali-

tate, bet nav identiski.

10 20
| |
10 20
| |

var2
0
!
var2
0
!

-10
|
-10
|

-20
|
-20
|

T 1 T T T 1 T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

indekss indekss

(a) var2 ar nokluséjuma sodu (b) var2 ar manualu sodu

13. att. Datu kopas var2 grafiki ar dazadiem sodiem

Reals datu piemeérs ar vairakdm izmainam dispersija

Tiek apskatita FTSE100 datu kopa. Ta sastav no datumiem un katras dienas atgriez-
tam summam no UK FTSE 100 indeksiem, kas ir definetas ka ¢;y1/c¢; —1, kur ¢; nosleguma
cena t diena laika perioda no 1984. gada 2. aprila lidz 2012. gada 13. septembrim. Lie-
las atskiribas atgrieztajam summam rada nenoteiktibu tirgos. Tapat péksnas izmainas
ir tipiski saistitas ar arejiem notikumiem tirgos, kas ietekme uzticibu tirgiem, piemeram,

uznemuma sabrukums. Dati ir pieejami changepoint paketes ietvaros.
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> ftse.pelt=cpt.var(ftsel00[,2] ,method=’"PELT’)
> cpts(ftse.pelt)
[1] 87 223 257
[16] 1797 1863 1867
[31] 3264 3340 3497
[46] 4452 4594 4697
[61] 5888 5907 6013
[76] 6951 7034 7051

410
2021
3501
4785
6017
7172

676 697 844 847 892 912 958 1398 1400 1641 1648
2034 2095 2134 2145 2300 2437 2674 2848 3017 3020 3237
3634 3679 3685 3743 3979 4086 4148 4280 4325 4404 4416
4789 4840 5147 5434 5456 5585 5609 5652 5655 5787 5800
6080 6084 6169 6238 6338 6508 6512 6585 6607 6674 6905
7175 7187

atmaksajama summa
0.00 0.05 0.10
| | |

-0.15 -0.10 -0.05

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

indekss

14. att. FTSE 100 dati kopa ar atrastajiem mainas punktiem

Atkal ir vairaki loti isi segmenti, tade] piemerotaks butu lielaks sods.

> ftse.manual=cpt.var(ftsel00[,2] ,method="PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)

> plot(ftse.manual,type=’1’,ylab="atmaksdjamd summa", xlab="indekss")
> ftsel00[cpts(ftse.manual),1]

[1]

(el
[11]
[16]
[21]
[26]
[31]

"1987-10-13"
"1990-09-28"
"1992-09-25"
"1998-10-20"
"2003-06-02"
2008-09-12"
"2011-08-02"

"1987-11-10"
"1990-10-09"
"1993-11-26"
"2001-09-05"
"'2004-05-20"
"'2008-12-08"
"2011-11-30"

> param.est(ftse.manual)

$variance

[1] 8.991143e-05

[6] 9.475767e-05
[11] 6.429225e-04
[16] 4.552452e-04
[21] 2.538047e-04
[26] 2.150463e-04
[31] 9.116181e-05

3.430965e-03
2.724758e-03
5.090071e-05
1.310309e-04
5.660594e-05
1.627570e-03
3.740327e-04

"1988-01-18"
"1992-03-30"
"19956-04-04"
"2001-10-30"
"2006-05-11"
"'2009-05-21"
"2012-09-13"

.903557e-04
.008394e-05
.888649e-05
.398544e-04
.283803e-05
.422710e-04
.070072e-05

O W W OO N
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"1989-10-12"
"1992-04-09"
"1997-03-12"
"2002-06-11"
"2006-06-15"
"2010-04-26"

8.224182e-05
9.378226e-04
4.088542e-05
7.602984e-05
2.662113e-04
1.039255e-04

"1989-10-16"
11992-09-01"
"1998-08-17"
12002-11-04"
"2007-07-17"
"2010-05-27"

6.903331e-03
8.122508e-05
1.149468e-04
6.047071e-04
4.832210e-05
4.395527e-04



Isi segmenti garuma 2 joprojam pastav, tacu tas atspogulo nezinu tiesi pirms 1992. ga-
da visparejam velesanam. Tika ari atklatas paaugstinatas svarstibas ap Melno pirmdienu
(1987. gada 19. oktobr1), kad akciju tirga bija loti liela samazinasanas viena diena un Ka-
bulas krisana 2001. gada 12. novembri. Mainas punkts 2008. gada 11. septembri sakrit
ar Lehman Brother bankrotu un var redzét svarstibu samazinasanos, kad ASV koalicijas

valdiba atvera parlamentu 2010. gada 26. maija.

Izmainas dispersija un vidéja vertiba

changepoint pakete ietilpst tris sadalijuma izveles: eksopenciala, gammas un normala.
Katra sadalijuma izvele ir pieejama cpt.meanvar funkcijas ietvaros. Pamata izsauksanas

veids:
cpt.meanvar(data,penalty,value,method,Q,dist="Normal", shape=0)

data, penalty, value, method, Qirtadi pasika aprakstits cpt.mean funkcijai. At-

likuSie argumenti ir:

e dist - Pienemtais sadalijums datiem. Izvéle starp ¢ ‘Normal", ¢‘Gamma",

‘ ‘Exponential".
e shape - pienemtas zinamas formas vértiba, nepieciesams tad, kad dist=*‘Gamma".

Piemeérs 1. Tiks apskatitas vairakas izmainas eksponenciali sadalitiem datiem. Tiek
simuléti eksponenciali sadaliti dati garuma 200, kur raksturlielumi katra segmenta ir 1,

5, 2 un 7. Tad tiek analizéti dati, izmantojot PELT metodi vairakam izmainam.

> meanvar.pelt=cpt.meanvar (meanvarl,dist=’Exponential’ ,method=’PELT’)

> plot(meanvar.pelt,type=’1’,cpt.width=3, xlab="indekss", ylab="meanvar")
> cpts(meanvar.pelt)

[1] 50 103 151 200

> param.est(meanvar.pelt)

$rate

[1] 1.002004 4.890951 1.987128 5.930341

34



meanvar

indekss

15. att. meanvar dati ar novertetajam videjam vertibam

Tika atrastas 3 izmainas, tas redzamas grafika, tas skiet sapratigas.

Reals datu piemeérs

Par pamatdatiem tiek nemts C+G ipatsvars cilveka 1. hromosoma. Tiek modeléts
katrs segments ka normalais sadalijjumus ar savu vidéjo vértibu un dispersiju. Tiek anali-
zets C+G patsvars 3kb logos un katram logam atgriezts G un C apjoms atbilstosaja loga.
Sakotneéjiem datiem bija dazas trukstosas vertibas. Toties changepoint paketé pieejamie
dati ir garakais datu posms bez trikstosajam vertibam, proti no 10Mb lidz 33Mb. Tiek

analizéti dati ar PELT metodi ar manuali ievaditu sodu.

>hcl.pelt=cpt.meanvar (HC1,method="PELT’ ,penalty=’Manual’,value=14)

> plot(hcl.pelt,type=’1’,ylab="G+C sastavs’,xlab="HC1 pozicija’,cpt.width=3)
> ncpts(hcl.pelt)

[1] 805
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16. att. C+G sastavs cilveka hromosoma 1 no 10Mb lidz 33Mb

Datu kopai ar garumu 23553 ir loti daudz mainas punktu (805), tadel tie netiks pa-
raditi, bet tos var iegiit ka ieprieks. grafika ir atteloti sakotnéjie dati ar vidéjam

vertibam.

4.2. Izmantojot programmas R paketi strucchange

Empirisko svarstibu procesu no visparinata svarstibu testa ramja var iegiit ar funkciju
efp(formula, data, type, ...)

kur formula definé regresijas modeli, kuru japarbauda, pieméram, y~x. Arguments data
ir datu ramis, kas varetu saturet mainigos ¥ un z un arguments type norada svarstibu
procesa tipu, kas bitu japiemeéro, piemeéram, ¢’0LS-CUSUM‘’, lai piemérotu uz OLS bal-
stitu CUSUM procesu. Empirisko svarstibu procesa objektu, kas iegiits ar epf var attelot
grafiski kopa ar ta (asimptotiskajam) robezam, izmantojot funkciju plot un atbilstoso

nozimibas testu var veikt ar funkciju sctest. Lidzigi F statistiku var aprekinat ar
Fstats(formula, data, cov.type, from = 0.15, ...)

kur from precizé atdalisanas parametru h. Arguments cov.type atlauj rékinat F statisti-
ku, balstitu uz heteroskedastiski robustu kovariacijas matricas novertejumu (noklusejuma
ir sferiskas kludas). Iegito objektu var attelot grafiski kopa ar ta (asimptotiskajam)
robezam, un var veikt formalas nozimes testus supl’, avelF, expF.

Ja ir pieradijumi par izmainam regresijas attieciba, to skaitu var noteikt ar funkciju
breakpoints (formula, data, breaks, h = 0.15, ...)
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kas izmanto dinamisko programmesanu. Kopuma ta aprekina trijstura rss(i, j) matricu.
Parametrs breaks ir mainas punktu m skaits, nokluseéjuma ir lielakais skaitlis, kuru pielauj

parametrs h.

Piemeéri

Viens no vienkarsakajiem piemeriem ir laikrinda, kuras videja vertiba mainas viena
partraukumpunkta. Tada laikrinda ir, pieméram, upes Nilas gada plismas pie Asuanas
no 1871. gada lidz 1970. gadam. Ta mera ikgadejo caurpliudi pie Asuanas 10®m?® un ir
attelota attela. Grafiks parada, ka gada plusma svarstas ap konstantu videjo vertibu
katra segmenta - pirms 1989 un pec, bet, ka tai ir viens partraukums, kura videja gada

plisma samazinas sakara ar Asuanas aizsprosta atverSanu. Tiks parbaudits, vai videja

1000 1200 1400
| | ]

dati Nile

800
|

I T T T I
1880 1900 1920 1940 1960

laiks

17. att. Gada plusmas Nilas upei pirms un péc pirma Asuanas aizsprosta atvérsanas

gada plisma mainas laika gaita, t.i., tiks pielagota konstante datiem. Programma R tas ir
uzrakstams ka Nile ~ 1, kur Nile ir laikrindas objekts, kas satur datus. Lai to izdaritu,
tiek izmantota R programma pakete strucchange.

attela attelots CUSUM process Nile datiem ar ta robezam pie 5% nozimibas

limena. Peéc attéela redzams, ka CUSUM process atstaj nulles véertibu aptuveni pie 1900.
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CUSUM tests

——

CUSUM statistika
2
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18. att. CUSUM process Nile datiem

19., attela attelots OLS CUSUM process Nile datiem ar ta robezam pie 5% nozimi-

bas limena. Ka redzams attela, procesam ir pikis (Maksimums) aptuveni pie 1900, kas

OLS - CUSUM tests

OLS - CUSUM statistika

I T T T I
1880 1900 1920 1940 1960

laiks

19. att. OLS CUSUM process Nile datiem

parsniedz robezas, un tatad norada strukturalu mainu taja punkta. Acimredzams iemesls

ir Asuanas aizsprosts, kas tika uzcelts 1898. gada.
To pasu rezultatu var iegut ar testu, izmantojot F' statistiku tas attelots [20.

Secigi no F' statistikas var iegit optimalo mainas punktu 2 segmentu gadijuma, jo tas ir
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F statistika
40
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20. att. F statistika Nile datiem

ekvivalenti maksimizet F' statistiku vai minimizét atlikumu kvadratu summas. Mainas
punkta novertejumu viegli var iegtt ar breakpoints(F_Nile). Kaut 2 segmentu modelis
skiet diez gan intuitivs Siem datiem, ari tiek salidzinats ar modeliem ar papildus mainas
punktiem. Sekojosa komanda aprékina patvaligu m segmentu modeli balstitu uz rss(i, j)

trijstura matricas (noklusejma h = 0.15.)
> bp.nile<-breakpoints(Nile™1)

summary iegutajam objektam zino par mainas punktiem m + 1 segmenta modelim ar
m = 0,...,5 (maksimali iespéjamais ar h = 0.15), ka ari saistitajiem RSS un BIC. Tads
informacijas kriterijs tiek biezi izmantots modela izvelei, kas $aja gadijuma nozime mainas
punktu m izveli. Bai un Perron 2003 apgalvo, ka AIC parasti parverté mainas punktu
skaitu, bet BIC ir piemeérota izvéles procediira daudzas situacijas. Nile datiem grafika
parada, ka BIC izvelas modeli ar m = 1 mainas punktu, kas apstiprina ieprieksejo testu
rezultatus. Modelim mainas punkts ir 28. noverojums vai attiecigi 1989. gads, to var

iegtit ar
> bpl <- breakpoints(bp.nile, breaks = 1)

Lai apkopotu rezultatus, tiek piemeroti divi linearie modeli datiem. Pirmais modelis ir
pie nulles hipotézes bez mainas punktiem un otrs ir novertétais 2 segmentu modelis. Re-

zultats tiek attelots grafiski, skatit Taja redzamie piemeérotie modeli ar m = 0, 1 kopa
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BIC un RSS
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21. att. BIC un RSS modelim ar m mainas punktiem

ar vertikali raustitu liiju novertétajam mainas punktam un ta 90% ticamibas intervalu

apaksa.
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22. att. Piemerotie modeli Nile datiem
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SECINAJUMI

Darba tika apskatita mainas punkta noteikSana gan laikrindu, gan regresijas proble-
mam. Tika paskatitas divas R programma iebtivétas paketes changepoint un strucchange.
Pirma pakete vairak domata laikrindam, bet otra regresijai. Laikrindam tiek aplukoti
gadijumi, ka izmaina ir tikai videjai vertibai, un dispersijai. Regresijai tika aplikoti testi
gan no visparigo svarstibu testa ramja, t. i., CUSUM un OLS CUSUM testi, gan no F
testa ramja, balstits uz F statistiku. Metodes tika attelotas grafiski, gan uz simuletiem

datiem, gan uz realiem datu piemeriem.
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PIELIKUMS

R programmas kods, izmantojot changpoint paketi

# dipersijas izmaina viena punkta

# tiek simuleti dati

set.seed(1)

varl=c(rnorm(50,0,1) ,rnorm(150,0,sqrt(3)))
plot(varl,type=’1’, xlab="indekss")

library(changepoint)

# pie normalitates pienemuma tiek noteikts mainas punkts
varl.amoc=cpt.var(varl)
plot(varl.amoc,type=’1’,cpt.width=3,xlab="indekss", ylab="varl")
cpts(varl.amoc)

#dispersijas pie normalitates pienemuma
param.est(varl.amoc)

# ar CSS metode tiek noteikts mainas punkts
varl.css=cpt.var(varl,dist="CSS’)
cpts(varl.css)

#ar CSS metodi dispersijas
param.est(varl.css)

#dispersijas maina vairakos punktos

#datu simulacija

set.seed(10)

var2=c (rnorm(100,0,1) ,rnorm(100,0,2) ,rnorm(100,0,10) ,rnorm(100,0,9))
plot(var2,type=’1’,xlab="indekss", ylab="var2")

#ar noklusejuma sodu

var2.pelt=cpt.var(var2,method=’PELT’)
plot(var2.pelt,type=’1’,cpt.width=3,cpt.col="blue’,xlab="indekss", ylab="var2")
cpts(var2.pelt)

#ar manuali noraditu sodu

var2.manual=cpt.var(var2,method="PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)
plot(var2.manual,type=’1’,cpt.width=3,xlab="indekss", ylab="var2")
cpts(var2.manual)

#dispersija pie manuali noradita soda
param.est (var2.manual)

#ar CSS pie manuali noradita soda
var2.css=cpt.var(var2,method=’BinSeg’ ,penalty=’Manual’,value=’log(2*log(n))’,dist="CSS’)

cpts(var2.css)

#dispersijas ar CSS metodi pie manuali noradita soda
param.est(var2.css)
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# reals datu piemers

#tiek ieguti dati un mekleti mainas punkti ar PELT metodi
dati<-data(ftsel00)

ftse.pelt=cpt.var(ftsel00[,2] ,method="PELT’)
cpts(ftse.pelt)

#tiek mekleti mainas punkti ar manuali ievaditu sodu
ftse.manual=cpt.var(ftsel00[,2] ,method="PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)
plot(ftse.manual,type=’1’,ylab="atmaksijamd summa", xlab="indekss")
ftsel00[cpts(ftse.manual),1]

#tiek aprekinatas dispersija
param.est (ftse.manual)

# dipersijas izmaina viena punkta

# tiek simuleti dati

set.seed(1)

varl=c(rnorm(50,0,1) ,rnorm(150,0,sqrt(3)))
plot(varl,type=’1’, xlab="indekss")

library(changepoint)

# pie normalitates pienemuma tiek noteikts mainas punkts
varl.amoc=cpt.var(varl)
plot(varl.amoc,type=’1’,cpt.width=3,x1lab="indekss", ylab="varl")
cpts(varl.amoc)

#dispersijas pie normalitates pienemuma
param.est(varl.amoc)

# ar CSS metode tiek noteikts mainas punkts
varl.css=cpt.var(varl,dist="CSS’)
cpts(varl.css)

#ar CSS metodi dispersijas
param.est(varl.css)

#dispersijas maina vairakos punktos

#datu simulacija

set.seed(10)

var2=c (rnorm(100,0,1) ,rnorm(100,0,2) ,rnorm(100,0,10) ,rnorm(100,0,9))
plot(var2,type=’1’,xlab="indekss", ylab="var2")

#ar noklusejuma sodu

var2.pelt=cpt.var(var2,method=’PELT’)
plot(var2.pelt,type=’1’,cpt.width=3,cpt.col="blue’,xlab="indekss", ylab="var2")
cpts(var2.pelt)

#ar manuali noraditu sodu

var2.manual=cpt.var(var2,method=’PELT’ ,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)
plot(var2.manual,type=’1’,cpt.width=3,xlab="indekss", ylab="var2")
cpts(var2.manual)
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#dispersija pie manuali noradita soda
param.est(var2.manual)

#ar CSS pie manuali noradita soda
var2.css=cpt.var(var2,method=’BinSeg’ ,penalty=’Manual’,value=’log(2xlog(n))’,dist="CSS’)
cpts(var2.css)

#dispersijas ar CSS metodi pie manuali noradita soda
param.est(var2.css)

# reals datu piemers

#tiek ieguti dati un mekleti mainas punkti ar PELT metodi
dati<-data(ftsel00)

ftse.pelt=cpt.var(ftsel00[,2] ,method="PELT’)
cpts(ftse.pelt)

#tiek mekleti mainas punkti ar manuali ievaditu sodu
ftse.manual=cpt.var(ftsel00[,2] ,method=’PELT’,penalty=’Manual’,value=’2*log(n)’)
plot(ftse.manual,type=’1’,ylab="atmaksidjamd summa", xlab="indekss")
ftse100[cpts(ftse.manual),1]

#tiek aprekinatas dispersija
param.est (ftse.manual)

# Izmainas dispersijai un videjai vertibai

# tiek simuleti dati

set.seed(10)

meanvar=c (rexp(50,rate=1) ,rexp(50,rate=5) ,rexp(50,rate=2) ,rexp(50,rate=7))

#tiek izmantota PELT metode

meanvar .pelt=cpt.meanvar (meanvarl,dist=’Exponential’ ,method=’PELT’)
plot(meanvar.pelt,type=’1’,cpt.width=3, xlab="indekss", ylab="meanvar")
cpts(meanvar.pelt)

# atrod videjas vertibas katra segmenta

param.est (meanvar.pelt)

# reals datu piemers

data(HC1)

hcl.pelt=cpt.meanvar (HC1,method="PELT’ ,,penalty=’Manual’,value=14)
plot(hcl.pelt,type="1’,ylab="G+C sastavs’,xlab=’HCl pozicija’,cpt.width=3)
ncpts(hcl.pelt)

R programmas kods, izmantojot strucchange paketi

setwd(’D:/Vineta/5. kurss/Diplomdarbs’)

require(strucchange)

#dati Nile

#0OLS CUSUM tests

OLS_CUSUM<-efp(Nile~1, type="OLS-CUSUM")
plot (OLS_CUSUM)
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plot (OLS_CUSUM, alt.boundary=TRUE)

#CUSUM tests

CUSUM<-efp(Nile~1, type="Rec-CUSUM")
plot (CUSUM)

# F tests

F_Nile<-Fstats(Nile“1)
plot(F_Nile)

# patraukumpunkti

breakpoints(F_Nile)

bp.nile<-breakpoints(Nile~1)

summary (bp.nile)

plot(bp.nile, xlab="mainas punktu skaits", main="BIC un RSS")
bpl<-breakpoints(bp.nile,breaks=1)

# grafiks piemerotajiem modeliem Nile datiem
fm0.nile<-1m(Nile"~1)

coef (fmO.nile)

nile.fac<-breakfactor(bpl)
fml.nile<-1m(Nile“nile.fac - 1)

g<-coef (fml.nile)

plot(Nile™1,xlab="1laiks")

abline(v=1898,1ty=5)

abline(fm0.nile,1ty=3)
segments(1871,g[1],1898,g[1])
segments(1898,g[2]1,1970,g[2])
lines(confint(bp.nile, breaks = 1, level = 0.9))
legend("topright", c("m=0","m=1"), cex=0.8, lty=c(3,1))

sctest (Nile™~1)
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Diplomdarbs “Mainas punkta noteikSana matematiskas statistikas problemas” izstradats LU

Fizikas un Matematikas fakultate.
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