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AnotâcijaEmpîriskâ ticamîbas metode ir vienîgâ neparametriskâ metode, kas pieïauj Bârtleta ko-rekciju. Vienas izlases gadîjumâ Bârtleta korekcijas iespçjamîba empîriskâs ticamîbasmetodei ir parâdîta gan vidçjai vçrtîbai, gan gludâm funkcijâm no vidçjâs vçrtîbas,gan kvantilçm, gan arî citâm problçmâm. To paðu gan pagaidâm nevar teikt par di-vu izlaðu gadîjumu, jo tikai 2008.gadâ tika parâdîta Bârtleta korekcija divu izlaðu vidçjovçrtîbu starpîbai. Izvirzîtais darba mçríis bija iegût Bârtleta korekciju vispârçjâm divuizlaðu problçmâm, balstoties uz nesen iegûto Bârtleta korekciju divu izlaðu vidçjo vçrtîbustarpîbai.Atslçgas vârdi: Edgeworth izvirzîjumi, empîriskâ ticamîbas metode, Bârtleta korekcija



AbstractThe empirical likelihood method is the only nonparametric method that admits Bartlettadjustment. In one sample case Bartlett correction has been shown for mean, for smoothfunctions of mean, for quantiles and also for some other problems. But we can't say thesame about two sample case, because only in 2008 Bartlett correction was shown for thetwo sample mean difference. The main goal of this thesis was to obtain Bartlett correctionfor empirical likelihood for general two sample problem.Keywords: Edgeworth expansions, empirical likelihood, Bartlett correction
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IevadsEmpîriskâs ticamîbas metode (turpmâk rakstîsim arî EL), kuru ieviesa Owen [1, 2, 3, 4]ir viena no svarîgâkajâm neparametriskajâm metodçm.Konstruçjot ticamîbas intervâlus, galvenâ ðîs metodes priekðrocîba ir, ka EL ticamîbasintervâlu forma nebalstâs uz pieòçmumu par pçtâmâ sadalîjuma simetriju, bet gan tikaiuz pçtâmo datu kopu, t.i., EL ticamîbas intervâli nav simetriski. Vçl viena no ðîs metodespriekðrocîbâm ir tâda, ka, salîdzinot ar citâm neparametriskajâm metodçm, EL metodeir vienîgâ neparametriskâ metode, kas pieïauj Bârtleta korekciju.Bârtleta korekcija bûtîbâ izriet no Edgeworth izvirzîjumiem, ar kuru palîdzîbu variegût statistikas sadalîjuma aproksimâciju, izmantojot tâ kumulantus. Bârtleta korekcijasbûtîba ir, koriìçjot empîriskâs logaritmiskâs ticamîbas attiecîbu ar tâs vidçjo vçrtîbu,kuras izvirzîjums ir formâ 1 − an−1, uzlabot tâs χ2 sadalîjuma aproksimâcijas kïûdu no
O(n−1) uz O(n−2), kur n ir izlases apjoms. Bârtleta korekcijai ir pârsteidzoðs efekts, joar ðo vienkârðo skalâro transformâciju iespçjams uzlabot ticamîbas intervâlu pârklâjumakïûdu pie visiem ticamîbas lîmeòiem.Sâkotnçji Bârtleta korekcija tika parâdîta ticamîbas attiecîbas testiem parametriskajaiticamîbas funkcijai, t.i., maksimâlâs ticamîbas metodei. DiCiccio, Hall un Romano [5]parâdîja, ka gadîjumâ, kad nezinâmo parametru θ var izteikt kâ gludu funkciju no vidçjâsvçrtîbas, pastâv cieða saistîba starp parametrisko un neparametrisko ticamîbas funkciju,kas kalpoja par pamatu tam, ka arî empîriskajai ticamîbas funkcijai var veikt Bârtletakorekciju.Tas, ka empîriskâs ticamîbas metodei ir iespçjama Bârtleta korekcija, ir parâdîtssamçrâ plaðam problçmu lokam. Vienas izlases gadîjumâ Hall un La Scala [6] parâdîjaBârtleta korekciju vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ, DiCiccio, Hall un Romano [7] { gadîjumâ,kad nezinâmo parametru var izteikt kâ gludu funkciju no vidçjâs vçrtîbas. Pâris gadusvçlâk Chen un Hall [8] parâdîja, ka arî gadîjumâ, kad novçrtçjamo parametru nevar izteiktkâ gludu funkciju no vidçjâs vçrtîbas, proti, kvantiïu gadîjumâ, gludinâtajai empîriskâsticamîbas metodei ir iespçjama Bârtleta korekcija. Chen [9, 10] parâdîja Bârtleta ko-rekciju lineârâs regresijas koeficientiem. Lazar un Mykland [11] parâdîja, ka gadîjumâar traucçjoðiem parametriem, EL metodei varçtu arî nebût iespçjama Bârtleta korekcija,taèu vçlâk Chen un Cui [12] pierâdîja, ka arî ðajâ gadîjumâ EL metodei ir iespçjamaBârtleta korekcija. 2



Kopð tika parâdîta Bârtleta korekcijas iespçjamîba EL metodei daþâdâm problçmâmvienas izlases gadîjumâ, ir bijuði vairâki mçìinâjumi to vispârinât divu izlaðu gadîjumâ.Pirmais no mçìinâjumiem bija apskatît divu izlaðu vidçjo vçrtîbu problemâtiku, ko pave-ica Jing [13], kurð apskatîja divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbu un parâdîja, ka ðajâgadîjumâ ir iespçjams pielietot Bârtleta korekciju, tâdçjâdi uzlabojot ticamîbas intervâlupârklâjuma precizitâti no O(n−1) uz O(n−2). 2008.gadâ Liu, Zou un Zhang [14] parâdîja,ka Jing [13] piedâvâtâ Bârtleta korekcija divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai ir kïûdainaun ieguva pareizo variantu, taèu darba izstrâdes gaitâ tika konstatçtas neprecizitâtes arîðajâ publikâcijâ. 2010.gadâ Liu un Yu [15] piedâvâja Bârtleta korekciju koriìçtajai ELdivu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai, ðajâ publikâcijâ galvenokârt tiek izmantota Liu, Zouun Zhang [14] pieeja.Qin un Zhao [16] aprakstîja empîriskâs ticamîbas metodi divu izlaðu vidçjo vçrtîbu unsadalîjuma funkciju starpîbâm un Valeinis [17] parâdîja, ka to var vispârinât un uzrakstîtformâ, kas der ne tikai divu izlaðu vidçjo vçrtîbu un sadalîjuma funkciju starpîbâm, betarî kvantiïu starpîbâm, P-P, Q-Q grafikiem, ROC lîknçm un strukturâlajiem attiecîbumodeïiem. Balstoties uz ðo rezultâtu, radâs jautâjums, vai arî Bârtleta korekciju nevarparâdît ðai vispârinâtajai problçmai divu izlaðu gadîjumâ.Un no tâ arî izriet ðî darba mçríis: iegût Bârtleta korekciju vispârinâtajai divuizlaðu problçmai, balstoties uz nesen iegûto Bârtleta korekciju divu izlaðu vidçjo vçrtîbustarpîbai.Lai sasniegtu izvirzîto mçríi tika uzstâdîti vairâki darba uzdevumi:
• Veikt Bârtleta korekcijas padziïinâtu teorçtisko analîzi gan vienas, gan divu izlaðugadîjumâ. Teorçtiski detalizçti izanalizçt pierâdîjumus vienas izlases gadîjumâ parvidçjo vçrtîbu un kvantilçm.
• Implementçt Bârtleta korekcijas programmâ R, pârbaudot empîrisko pârklâjumaprecizitâti gan vienas, gan divu izlaðu gadîjumâ.
• Pârstrâdât Liu, Zou un Zhang 2008.gada publikâcijâ veikto pierâdîjumu un pâr-baudît, vai pierâdîjuma tehniku var lietot arî citiem divu izlaðu gadîjumiem.
• Pierâdît Bârtleta korekciju P-P, Q-Q grafikiem, ROC lîknçm, kvantiïu un sadalîjumafunkciju starpîbâm. 3



Darbs sastâv no ievada, 4 nodaïâm, secinâjumiem un izmantotâs literatûras un avo-tu saraksta. 1.nodaïâ aprakstîti Edgeworth izvirzîjumi, 2.nodaïâ aprakstîta empîriskâsticamîbas metode vienai izlasei, uzmanîbu pievçrðot vidçjâs vçrtîbas un kvantiïu gadîju-miem, kuriem tiek parâdîta Bârtleta korekcija un arî simulâciju rezultâti ðajos abos gadîju-mos, lai varçtu praktiski novçrtçt Bârtleta korekcijas sniegto uzlabojumu. Nâkamajânodaïâ tiek iepazîstinâts ar empîriskâs ticamîbas metodi divâm izlasçm, tiek apskatîtaBârtleta korekcija divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai, kurâ izlabotas [14] pieïautâs ne-precizitâtes, ko izrâdîjâs ne mazums, kâ arî ðajâ nodaïâ pieejami simulâciju rezultâti,lai praktiski novçrtçtu Bârtleta korekcijas efektivitâti ðajâ gadîjumâ. 4.nodaïâ apskatî-ta gludinâtâ empîriskâ ticamîbas metode divu izlaðu gadîjumâ, kâ arî mçìinâjums iegûtBârtleta korekciju vispârinâtajai divu izlaðu problçmai. Visas darbâ atspoguïotâs simulâ-cijas tika veiktas, izmantojot programmu R.
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1. Edgeworth izvirzîjumiKâ jau ievadâ tika minçts, tad Bârtleta korekcijas iespçjamîba ir cieði saistîta ar Edge-worth izvirzîjumiem. Ar Edgeworth izvirzîjumu palîdzîbu var iegût statistikas sadalîjumaaproksimâciju caur tâ kumulantiem. Bhattacharya un Gosh [18] pie zinâmiem nosacîju-miem pierâdîja, ka parametram, ko var izteikt kâ funkciju no vidçjâs vçrtîbas ir spçkâEdgeworth izvirzîjumi.Edgeworth izvirzîjumu aprakstîðanai, galvenokârt, tiks izmantota Hall grâmata [19],kur papildus iespçjams apskatît Edgeworth izvirzîjumus kontekstâ ar butstrapa metodi.Lai labâk izprastu Edgeworth izvirzîjumu bûtîbu, vispirms tiks apskatîts Edgeworthizvirzîjums statistikai Sn = n1/2(θ̂− θ0)/σ, kur nezinâmais parametrs ir vidçjâ vçrtîba untâ novçrtçjums ir izlases vidçjâ vçrtîba.1.1. Edgeworth izvirzîjums vidçjâs vçrtîbas gadîjumâPieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti (turpmâk to rakstîsim,izmantojot arî anglisko saîsinâjumu i.i.d.) gadîjuma lielumi ar vidçjo vçrtîbu θ0 = µ = EXun galîgu dispersiju σ2 = DX. Par parametra θ0 novçrtçjumu izvçlamies izlases vidçjovçrtîbu, t.i., θ̂ = X̄ = n−1
∑n

i=1Xi, kuras dispersija ir n−1σ2. No Centrâlâs robeþteorçmasseko, ka statistika Sn asimptotiski ir normâli sadalîta ar vidçjo vçrtîbu 0 un dispersiju 1.Ðo aproksimâciju varam izmantot, piemçram, ticamîbas intervâlu konstruçðanai, proti, ja
xα ir vienâdojuma

P(|N(0, 1)| ≤ xα) = αatrisinâjums, tad I = (θ̂ − n−1/2σxα, θ̂ + n−1/2σxα) ir ticamîbas intervâls parametram θ0pie ticamîbas lîmeòa α. Kas savukârt nozîmç, ka
P(θ0 ∈ I) → α,kad n→ ∞, taèu ïoti liela nozîme ir tam, cik precîza ir ðî normâlâ sadalîjuma aproksimâ-cija. To iespçjams noteikt ar ticamîbas intervâlu konverìences precizitâtes palîdzîbu.Vieglâkais veids, kâ aprakstît kïûdas aproksimâcijâ ar normâlo sadalîjumu, ir izmantotraksturîgâs funkcijas.Definîcija 1. [20] Par gadîjuma lieluma X raksturîgo funkciju sauc kompleksu funkciju

ϕX(t) = E(eitX) =

∫

eitXdF (x), (1.1)5



kur eit = cos(t) + i sin(t), t ∈ R. Ja sadalîjuma funkcijai F (x) eksistç blîvuma funkcija
f(x), tad (1.1) var pârrakstît

ϕX(t) =

∫

eitXf(x)dx.Tâlâk apskatîsim daþas no raksturîgo funkciju îpaðîbâm [20], kas bûs nepiecieðamas tâlâka-jos aprçíinos:1. ϕaX+b(t) = eitbϕX(at);2. Ja X1, . . . , Xn ir neatkarîgi gadîjuma lielumi, tad
ϕ∑n

i=1 Xi
(t) = ϕX1(t) · . . . · ϕXn(t);Plaðâka informâcija par raksturîgajâm funkcijâm, to îpaðîbâm, îpaðîbu pierâdîjumiematrodama, piemçram, [20].Definîcija 2. [20] Par gadîjuma lieluma X kumulatîvo ìenerçjoðo funkciju sauc

KX(t) = lnϕX(t) (1.2)un izvirzot (1.2) Teilora rindâ punkta t0 = 0 apkârtnç, var iegût
KX(t) = lnϕX(t) =

n∑

r=1

κr(it)
r/r! + o(tn), (1.3)kur koeficientus κ1, . . . , κn sauc par X kumulantiem.Daþas kumulantu îpaðîbas:1. ja κr ir X r−tais kumulants, tad a+ bX r−tais kumulants ir brκr;2. ja X1, . . . , Xn ir neatkarîgi gadîjuma lielumi, tad

K∑n
i=1 Xi

(t) =

n∑

i=1

KXi
(t) (1.4)un ðîs summas r−tais kumulants ir vienâds ar atbilstoðo kumulantu summu;3. ja X1, . . . , Xn ir vienâdi sadalîti gadîjuma lielumi, tad (1.4) r−tais kumulants ir

nκr;4. ja X1, . . . , Xn ir neatkarîgi un vienâdi sadalîti, tad n−1/2(X1 + . . . + Xn) r−taiskumulants ir n1−r/2κr. 6



Ar ðo definîciju palîdzîbu esam iepazinuðies ar daþiem no turpmâk nepiecieðamajiemapzîmçjumiem un varam atgriezties pie statistikas Sn = n1/2(θ̂ − θ0)/σ.Tâ kâ Sn asimptotiski ir standartnormâli sadalîta, tad pie n → ∞ statistikas Snraksturîgâ funkcija ϕSn konverìç uz standartnormâlâ sadalîjuma raksturîgo funkciju, t.i.,
ϕSn(t) = E{exp(itSn)} → E{exp(itN(0, 1))} = e−t2/2, −∞ < t <∞.Izmantojot raksturîgo funkciju 1. un 2.îpaðîbu, varam iegût, ka

ϕSn(t) = Eeit
√
n

(X̄−µ)
σ = e−it

√
nµ

σEe
it

√

nσ

∑n
i=1 Xi = e−it

√
nµ

σ

[
ϕX

(
t/(

√
nσ)
)]nun ja definçjam Y = (X − µ)/σ, tad gadîjuma lieluma Y raksturîgâ funkcija ir

ϕY (t) = Eeit(X−µ)σ−1

= e−itµσ−1

Eeitσ
−1Xun apskatot tâs vçrtîbu punktâ t/√n,

ϕY (t/
√
n) = e−itn−1/2µσ−1

ϕX

(
t/(

√
nσ)
)
,varam iegût, ka

ϕSn(t) = (ϕY (t/
√
n))n. (1.5)Izsakâm Y raksturîgo funkciju ar kumulatîvâs ìenerçjoðas funkcijas palîdzîbu,

ϕY (t) = exp{κ1it +
1

2
κ2(it)

2 + . . .+
1

j!
κj(it)

j + . . .} (1.6)un, izvirzot Y raksturîgo funkciju ϕY (t) Teilora rindâ, iegûstam
ϕY (t) = 1 + E(Y )it+

1

2
E(Y 2)(it)2 + . . .+

1

j!
E(Y j)(it)j + . . . . (1.7)Apvienojot (1.6) un (1.7), iegûstam

∑

j≥1

1

j!
κj(it)

j = ln

[

1 +
∑

j≥1

1

j!
E(Y j)(it)j

]

=
∑

k≥1



(−1)k+1 1

k

(
∑

j≥1

1

j!
E(Y j)(it)j

)k


 . (1.8)
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Pielîdzinot izteiksmç (1.8) koeficientus pie (it)j , iegûstam
κ1 = E(Y ),

κ2 = E(Y 2)− (EY )2 = D(Y ),

κ3 = E(Y 3)− 3E(Y 2)E(Y ) + 2(EY )3 = E(Y − EY )3,

κ4 = E(Y 4)− 4E(Y 3)E(Y )− 3(EY 2)2 + 12E(Y 2)(EY )2 − 6(EY )4

= E(Y − EY )4 − 3(DY )2,

. . . . (1.9)Izmantojot (1.6), (1.9) un kumulatîvo ìenerçjoðo funkciju îpaðîbas un to, ka κ1 = E(Y ) =

0 un κ2 = D(Y ) = 1, vienâdojumu (1.5) var pârrakstît
ϕSn(t) = exp{−1

2
t2 + n−1/2 1

3!
κ3(it)

3 + . . .+ n−(j−2)/2 1

j!
κj(it)

j + . . .} (1.10)
=exp {−t2/2} exp {n−1/2(3!)−1κ3(it)

3} exp {n−1(4!)−1κ4(it)
4} · . . . ·

· . . . · exp {n−(j−2)/2(j!)−1κj(it)
j} · . . . (1.11)Izmantojot eksponentes izvirzîjumu Teilora rindâ, (1.11) var pârrakstît

ϕSn(t) =e
−t2/2

[
1 + n−1/2(3!)−1κ3(it)

3 + [n−1/2(3!)−1κ3(it)
3]2/2 + . . .

]

· [1 + n−1(4!)−1κ4(it)
4 + [n−1(4!)−1κ4(it)

4]2/2 + . . .]

· [1 + n−3/2(5!)−1κ5(it)
5 + [n−3/2(5!)−1κ5(it)

5]2/2 + . . .]

· . . . · [1 + n−(j−2)/2(j!)−1κj(it)
j + [n−(j−2)/2(j!)−1κj(it)

j ]2/2 + . . .] · . . .Sareizinot un savelkot kopâ visus saskaitâmos pie n−(j−2)/2 pakâpçm, iegûstam
ϕSn(t) =e

−t2/2[1 + {(3!)−1κ3(it)
3}n−1/2 + {(4!)−1κ4(it)

4

+ [(3!)−1κ3(it)
3]2/2}n−1 + {(3!)−1κ3(it)

3(4!)−1κ4(it)
4

+ (5!)−1κ5(it)
5}n−3/2 + . . .]. (1.12)Tâtad (1.12) varam pârrakstît formâ

ϕSn(t) = e−t2/2{1 + n−1/2r1(it) + n−1r2(it) + . . .+ n−j/2rj(it) + . . .}, (1.13)kur
r1(u) =

1

6
κ3u

3, r2(u) = 1

24
κ4u

4 +
1

72
κ23u

6,
r3(u) =

1

1296
κ3u

9 +
1

144
κ3κ4u

7 +
1

120
κ5u

5, utt. (1.14)8



Pârrakstot (1.13) formâ
ϕSn(t) = e−t2/2 + n−1/2r1(it)e

−t2/2 + n−1r2(it)e
−t2/2 + . . .+ n−j/2rj(it)e

−t2/2 + . . . (1.15)un izmantojot, ka
ϕSn(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdP (Sn ≤ x)un

e−t2/2 =

∫ ∞

−∞
eitxdΦ(x), (1.16)kur Φ ir standartnormâlâ sadalîjuma funkcija, apvienojot (1.15) un (1.16), varam iegûtinverso izvirzîjumu

P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2R1(x) + n−1R2(x) + . . .+ n−j/2Rj(x) + . . . , (1.17)kur Rj(x) ir funkcija, kuras Furjç { Stiltjesa transformâcija ir rj(it)e−t2/2, t.i.,
∫ ∞

−∞
eitxdRj(x) = rj(it)e

−t2/2.Lai pilnîbâ noteiktu statistikas Sn sadalîjuma aproksimâciju, vçl jâatrod Rj(x). Atkârtotiparciâli integrçjot (1.16), var iegût
e−t2/2 = (−it)−1

∫ ∞

−∞
eitxdΦ(1)(x)

= (−it)−2

∫ ∞

−∞
eitxdΦ(2)(x)...

= (−it)−j

∫ ∞

−∞
eitxdΦ(j)(x),kur Φ(j) = (d/dx)jΦ(x). Tâdçjâdi

∫ ∞

−∞
eitxd{(−D)jΦ(x)} = (it)je−t2/2, (1.18)kur D ir diferenciâloperators d/dx, rj(−D) tiek interpretçts kâ polinoms, kas atkarîgs no

D tâ, lai arî rj(−D) ir diferenciâloperators un izmantojot (1.18), iegûstam
∫ ∞

−∞
eitxd{rj(−D)Φ(x)} = rj(it)

je−t2/2. (1.19)Tâdçjâdi no (1.19) izriet, ka meklçjamâ funkcija Rj ir formâ
Rj(x) = rj(−D)Φ(x). (1.20)Un j ≥ 1,

(−D)jΦ(x) = −Hej−1
(x)φ(x),kur funkcijas Hej ir Hermîta polinomi. 9



Definîcija 3. [19] Par k−tâs kârtas Hermîta polinomu sauc ortogonâlu polinomu formâ
Hek = (−1)nex

2/2 ∂
k

∂xk
e−x2/2.Piemçram, pirmie 5 Hermîta polinomi ir

He0(x) = 1, He1(x) = x, He2(x) = x2 − 1,

He3(x) = x(x2 − 3), He4(x) = x4 − 6x2 + 3.Jâatzîmç, ka Hej ir j−tâs pakâpes polinoms un tas ir nepâra pakâpes, ja j ir nepâraskaitlis un pâra pakâpes, ja j ir pâra skaitlis. Izmantojot (1.14) un (1.20), varam iegût,ka
R1(x) = −1

6
κ3(x

2 − 1)φ(x),

R2(x) = −x{ 1

24
κ4(x

2 − 3) +
1

72
κ23(x

4 − 10x2 + 15)}φ(x), . . . .Tâtad j ≥ 1,

Rj(x) = pj(x)φ(x),kur pj ir (3j − 1)−âs pakâpes polinomi un polinoma pakâpe ir pâra vai nepâra atkarîbâno tâ, vai j ir pâra vai nepâra skaitlis. Tagad (1.17) var pârrakstît formâ
P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + . . .+ n−j/2pj(x)φ(x) + . . . , (1.21)kas ir Edgeworth izvirzîjums sadalîjumam P(Sn ≤ x). Tâtad esam ieguvuði alternatîvu

P(Sn ≤ x) aproksimâcijai, proti, Edgeworth izvirzîjumu, kas uzlabo normâlâ sadalîjumaaproksimâciju, jo (1.21) koeficients pie n−1/2 uzlabo asimetrijas (skewness) efektu un pie
n−1 { ekscesa (kurtosis) efektu.Parasti izvirzîjums (1.21) ir pieejams tikai kâ asimptotisks izvirzîjums, kas nozîmç, kaizvirzîjumâ tiek iekïauti saskaitâmie lîdz noteiktai kârtai un atlikuðo (neiekïauto) saskaitâ-mo kârta ir mazâka par pçdçjâ iekïautâ saskaitâmâ kârtu,
P(Sn ≤ x) = Φ(x)+n−1/2p1(x)φ(x)+n

−1p2(x)φ(x)+. . .+n
−j/2pj(x)φ(x)+o(n

j−2). (1.22)Izvirzîjums (1.22) ir spçkâ fiksçtam j, kad n→ ∞.

10



1.2. Edgeworth izvirzîjums vispârçjâ gadîjumâTagad apskatîsim Edgeworth izvirzîjumus vispârîgâkâ gadîjumâ. Ar Sn apzîmçsimstatistiku, kas asimptotiski ir standartnormâli sadalîta, un kas ir formâ Sn = n1/2(θ̂−θ0)/σvai Sn = n1/2(θ̂− θ0)/σ̂, kur σ̂2 ir bûtisks dispersijas σ2 novçrtçjums. Ar ϕn(t) apzîmçsim
Sn raksturîgo funkciju un ar κj,n apzîmçsim Sn j−to kumulantu.

ϕn(t) = E{exp(itSn)}

= exp{κ1,nit+
1

2
κ2,n(it)

2 + . . .+
1

j!
κj,n(it)

j + . . .}. (1.23)Vairumâ gadîjumu κj,n ir ar kârtu n−(j−2)/2 un var tikt izvirzîts sekojoðâ veidâ
κj,n = n−(j−2)/2

(
kj,1 + n−1kj,2 + n−1kj,2

)
, j ≥ 1, (1.24)skatît [19], kur k1,1 = 0 un k2,1 = 1, statistika Sn ir centrçta un normçta tâ, lai κ1,n =

E(Sn) → 0 un κ2,n = D(Sn) → 1. Kad Sn ir normalizçta neatkarîgu un vienâdi sadalîtugadîjuma lielumu summa, tad (1.24) netieði ir izteiksmç (1.10) un
κj,n = n−(j−2)/2κj , j ≥ 2,kur κj ir j−tais Y kumulants. Apvienojot (1.23) un (1.24), varam iegût, ka

ϕn(t) = exp{−1

2
t2 + n−1/2

[

k1,2it +
1

3!
k3,1(it)

3

]

+ n−1

[
1

2
k2,2(it)

2 +
1

4!
k4,1(it)

4

]

+ . . .}

=e−t2/2{1 + n−1/2

[

k1,2it +
1

6
k3,1(it)

3

]

+ n−1

[

1

2
k2,2(it)

2 +
1

24
k4,1(it)

4 +
1

2

[

k1,2it+
1

6
k3,1(it)

3

]2
]

+O(n−3/2)} (1.25)Vispârinot (1.25), var iegût, ka
ϕn(t) = e−t2/2 + n−1/2r1(it)e

−t2/2 + n−1r2(it)e
−t2/2 + . . .+ n−j/2rj(it)e

−t2/2 + . . . ,kur rj ir polinomi ar kârtu ne lielâku par 3j. Ðis izvirzîjums formâli sakrît ar (1.15).Darbojoties lîdzîgi kâ vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ, varam iegût (1.21) analogu
P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + . . .+ n−j/2pj(x)φ(x) + . . . , (1.26)kur pj ir polinomi ar kârtu ne lielâku par 3j − 1. No iepriekðçjâs nodaïas atsauksimatmiòâ, ka

∫ ∞

−∞
eitxd{−Hej−1

(x)φ(x)} = (it)je−t2/2, j ≥ 1,11



kur Hej ir j-tais Hermîta polinoms, tâdçjâdi izmantojot (1.25), var iegût, ka
r1(it) = k1,2it+

1

6
k3,1(it)

3un
r2(it) =

1

2
(k2,2 + k21,2)(it)

2 +
1

24
(k4,1 + 4k1,2k3,1)(it)

4 +
1

72
k23,1(it)

6,savukârt
p1(x) = −{k1,2 +

1

6
k3,1He2(x)} = −{k1,2 +

1

6
k3,1(x

2 − 1)}un
p2(x) =− {1

2
(k2,2 + k21,2)He1(x) +

1

24
(k4,1 + 4k1,2k3,1)He3(x) +

1

72
k23,1He5(x)}

=− x{1
2
(k2,2 + k21,2) +

1

24
(k4,1 + 4k1,2k3,1)(x

2 − 3)

+
1

72
k23,1(x

4 − 10x2 + 15).}Tâpat kâ iepriekð varam iegût, ka j ≥ 1,

P(Sn ≤ x) = Φ(x) + n−1/2p1(x)φ(x) + n−1p2(x)φ(x) + . . .+ n−j/2pj(x)φ(x) + o(n−j/2).(1.27)
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2. Empîriskâs ticamîbas metode vienas izlases gadîjumâEmpîriskâs ticamîbas metode ir samçrâ jauna metode, kuras pamatlicçjs ir Owen[1, 2, 3, 4]. EL metodes vispârçjais gadîjums vienas izlases gadîjumâ ïoti labi izklâstîts[21], kur tiek apskatîti i.i.d. d−dimensionâli gadîjuma lielumi X1, . . . , Xn ar nezinâmusadalîjuma funkciju F un p{dimensionâlu parametru θ.Lai vienkârðotu pierakstu un lai metodes bûtîbu padarîtu uzskatâmâku, apskatîsimgadîjumu, kad d = 1 un p = 1. Vçl sîkâku un precîzâku metodes aprakstu skatît diplom-darbâ [22].Pieòemsim, ka informâcija par F un θ ir dota funkcijas g(X, θ) formâ, kur E {g(X, θ)} =

0, piemçram, vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ g(Xi, θ) = Xi − µ.Empîriskâ ticamîbas funkcija ir formâ
L(G) =

n∏

i=1

P(X = Xi) =
n∏

i=1

pi,tas nozîmç, ka vislielâkâs ticamîbas funkcija tiek aprakstîta diskrçtiem sadalîjumiem arpunktveida diskrçtâm varbûtîbâm datu punktos. Funkciju L(G) maksimizç empîriskâsadalîjuma funkcija Fn. Lîdzîgi kâ parametriskajâ gadîjumâ, arî empîriskâs ticamîbas at-tiecîbu var izmantot hipotçþu pârbaudei un ticamîbas intervâlu konstruçðanai. Sadalîjumafunkcijai F definçsim empîriskâs ticamîbas attiecîbu:
R(G) =

L(G)

L(Fn)
=

n∏

i=1

npi.Ðajâ gadîjumâ funkciju L(F ) =∏n
i=1 pi maksimizçsim pie ierobeþojumiem

pi ≥ 0, ∑
i

pi = 1, ∑
i

pig(Xi, θ) = 0. (2.1)Ja 0 pieder izliektajai èaulai, ko veido punkti g(X1, θ), . . . , g(Xn, θ), θ eksistç viens vienîgsmaksimums. Maksimumu var atrast ar Lagranþa reizinâtâju palîdzîbu.
H =

∑

i

ln(pi) + λ0

(

1−
∑

i

pi

)

− nλ
∑

i

pig(Xi, θ), (2.2)kur λ0 un λ ir Lagranþa reizinâtâji. Atvasinot izteiksmi (2.2) pçc pi, iegûstam
∂H

∂pi
=

1

pi
− λ0 − nλg(Xi, θ) = 0,

∑

i

pi
∂H

∂pi
= n− λ0 = 0 ⇒ λ0 = n13



un
pi =

1

n

1

1 + λg(Xi, θ)
. (2.3)Òemot vçrâ treðo (2.1) ierobeþojumu, iegûstam, ka

∑

i

pig(Xi, θ) =
1

n

∑

i

g(Xi, θ)

1 + λg(Xi, θ)
= 0. (2.4)Lagranþa reizinâtâjs λ var tikt noteikts kâ funkcija no θ. Tâ kâ 0 ≤ pi ≤ 1, tad λ un θjâizpildâs 1 + λg(Xi, θ) ≥ 1/n katram i.Fiksçtam θ, Dθ = {λ : 1 + λg(Xi, θ) ≥ 1/n}. Kopa Dθ ir izliekta, slçgta un ierobeþota,ja 0 ir izliektajâ èaulâ, ko veido g(Xi, θ). Kâ arî

∂

∂λ

{

1

n

n∑

i=1

g(Xi, θ)

1 + λg(Xi, θ)

}

= −1

n

n∑

i=1

(g(Xi, θ))
2

(1 + λg(Xi, θ))
2ir negatîvs pçc argumenta λ, nodroðinot to, ka ∑n

i=1(g(Xi, θ))
2 ir pozitîva. λ = λ(θ) irnepârtraukti diferencçjama funkcija pçc θ.Empîrisko ticamîbu parametram θ var pârrakstît

L(θ) =

n∏

i=1

{
1

n

1

1 + λ(θ)g(Xi, θ)

}un empîriskâs ticamîbas attiecîba ir
R(θ) =

L(θ)

L(θ̂)
= nn

n∏

i=1

{
1

n

1

1 + λ(θ)g(Xi, θ)

}

=

n∏

i=1

{1 + λ(θ)g(Xi, θ)}−1,taèu praksç bieþâk empîriskâs ticamîbas vietâ tiek izmantota logaritmiskâ empîriskâ ticamî-ba un logaritmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîba
W (θ) = −2 logR(θ) = 2[l(θ)− l(θ̂)] = 2

n∑

i=1

log [1 + λ(θ)g(Xi, θ)] . (2.5)Minimizçjot l(θ), var iegût parametra θ novçrtçjumu θ̃, t.i., θ̃ = argminθ l(θ), kur θ̃ irempîriskâs ticamîbas novçrtçjums. Turklât ar θ̃ palîdzîbu var noteikt pi novçrtçjumus
p̃i un sadalîjuma funkcijas F novçrtçjumu F̃n. Ðajâ gadîjumâ θ̃ = θ̂ minimizç l(θ), kur
θ̂ ir vienâdojumu ∑n

i=1 g(Xi, θ) = 0 atrisinâjums. Turklât p̃i = n−1 un F̃n ir empîriskâsadalîjuma funkcija. Qin un Lawless [21] pie zinâmiem nosacîjumiem pierâdîja, ka logar-itmiskâ empîriskâs ticamîbas attiecîbas statistika
W (θ0) →d χ

2
1,14



kad n → ∞ un H0 : θ = θ0 ir spçkâ, kur W (θ) ir uzdots ar (2.5). Qin un Lawless [21]iegûtie rezultâti dod iespçju novçrtçt parametrus un konstruçt ticamîbas intervâlus. Tâ-pat kâ parametriskajâ gadîjumâ, arî neparametriskajâ gadîjumâ logaritmiskajai attiecîbastesta statistikai ir χ2 sadalîjums un empîriskâs ticamîbas novçrtçjums θ̃ ir asimptotiskinormâli sadalîts.2.1. EL metode vidçjai vçrtîbaiGadîjumâ, kad aplûkojam vidçjâs vçrtîbas problemâtiku, proti, nezinâmais parametrs,ko vçlamies novçrtçt ir vidçjâ vçrtîba µ, g(Xi, θ) = Xi−µ un tâdçjâdi (2.4) var pârrakstîtformâ
1

n

∑

i

Xi − µ

1 + λ(Xi − µ)
= 0 (2.6)un (2.5) var pârrakstît formâ

W (µ) = 2
n∑

i=1

log{1 + λ(Xi − µ)}. (2.7)2.2. Bârtleta korekcija vidçjai vçrtîbaiViena no galvenajâm EL priekðrocîbâm, salîdzinot ar butstrapu un citâm neparametriska-jâmmetodçm, ir tieði Bârtleta korekcijas iespçjamîba. Lîdzîgi kâ parametriskajâ gadîjumâ,arî empîriskajai logaritmiskajai ticamîbas attiecîbai ir pieejama Bârtleta korekcija, arkuras palîdzîbu var uzlabot χ2 sadalîjuma aproksimâcijas kârtu.Izmantojot [23], apskatîsim Bârtleta korekciju vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ.Ja Y1, Y2, . . . , Yn ir gadîjuma lielumi, kuriem Yi = σ−1(Xi − µ0), tad (2.7) var pârrakstît
W (µ) = 2

n∑

i=1

log{1 + u(Yi − ν)}, (2.8)kur u = σλ, ν = σ−1(µ− µ0) un u ir spçkâ
1

n

∑

i

Yi − ν

1 + u(Yi − ν)
= 0. (2.9)Salîdzinot (2.6) un (2.7) ar (2.8) un (2.9), redzams, ka nezaudçjot problçmas vispârîgumu,varam pieòemt, ka µ0 = 0 un σ2 = 1.1. Lai noteiktu parametru λ, izvirzîsim (2.6) Teilora rindâ gadîjumâ, kad µ = 0 un

σ2 = 1, tâtad ðajâ gadîjumâ (2.6) pârrakstâs formâ
T = n−1

∑

i

Xi{1 + λXi}−1 = 0. (2.10)15



Izvirzot T Teilora rindâ, iegûstam
T = n−1

∑

i

Xi{1 + λXi}−1

= n−1
∑

i

[
1− λXi + (λXi)

2 − (λXi)
3 + . . .

]
Xi. (2.11)Ievedam apzîmçjumus, αk = E(Xk) un Ak = n−1

∑

iX
k
i − αk, tâtad n−1

∑

iX
k
i =

Ak + αk.Piezîmçsim, ka bûtisku lomu spçlç fakts, ka λ = Op(n
−1/2), kas pierâdîts, piemçram,[2].Izmantojot ievestos apzîmçjumus, (2.11) var pârrakstît

T = (A1 + α1)− λ(A2 + α2) + λ2(A3 + α3)− λ3(A4 + α4) +Op(n
−2).Ðajâ gadîjumâ α1 = 0 un α2 = 1, tâpçc T var pârrakstît

T = A1 − λA2 − λ+ λ2A3 + λ2α3 − λ3A4 − λ3α4 +Op(n
−2)un tâ kâ λ = Op(n

−1/2), tad λ3A4 = Op(n
−2) un

T = A1 − λA2 − λ+ λ2A3 + λ2α3 − λ3α4 +Op(n
−2).Pielîdzinot T = 0, jâizsaka λ. Izmantojot [24], λ izvirzîjumu var uzrakstît formâ

λ = λ1 + λ2 + λ3 +Op(n
−2), kur λi ir Op(n

−i/2), i = 1, 3 un
λ1 = A1, λ2 = α3A

2
1 − A1A2,

λ3 = A1A
2
2 + A2

1A3 + 2α2
3A

3
1 − 3α3A

2
1A2 − α4A

3
1,ko var iegût izmantojot izteiksmi T = 0 pârrakstot formâ

λ = A1 − λA2 + λ2A3 + λ2α3 − λ3α4 +Op(n
−2)Apskatîsim, piemçram, kâ var iegût λ1 un λ2.

A1 = Op(n
−1/2) ⇒ λ1 = A1,

λA2 = Op(n
−1), λ2α3 = Op(n

−1) ⇒ λ2 = −λA2 + λ2α3 ⇒ λ2 = −A1A2 + A2
1α3,Tâtad

λ = A1+α3A
2
1−A1A2+A1A

2
2+A

2
1A3+2α2

3A
3
1−3α3A

2
1A2−α4A

3
1+Op(n

−2). (2.12)16



Izvirzot∑i λXi(1+λXi)
−1 = 0 Teilora rindâ, izmantosim izvirzîjumu (2.10), tâdçjâ-di iegûstot, ka

∑

i

λXi =
∑

i

((λXi)
2 − (λXi)

3 + (λXi)
4 − . . .). (2.13)Turpinâm ar empîriskâs logaritmiskâs attiecîbas izvirzîðanu Teilora rindâ

W (0) = W0 = 2
∑

i

log (1 + λXi)

= 2
∑

i

{λXi −
1

2
(λXi)

2 +
1

3
(λXi)

3 − 1

4
(λXi)

4}+Op(n
−3/2). (2.14)Pareizinot W0 ar n−1 un aizstâjot ∑i λXi ar (2.13), kâ arî izmantojot iepriekðieviestos apzîmçjumus αk un Ak, varam iegût

n−1W0 = n−1
∑

i

[

(λXi)
2 − 4

3
(λXi)

3 +
3

2
(λXi)

4

]

+Op(n
−5/2)

= λ2A2 + λ2 − 4

3
λ3A3 −

4

3
λ3α3 +

3

2
λ4α4 +Op(n

−5/2) (2.15)un ievietojot λ izvirzîjumu (2.12) izteiksmç (2.15), iegûstam
n−1W0 =A

2
1 − A2A

2
1 +

2

3
α3A

3
1 + A2

2A
2
1 +

2

3
A3A

3
1 − 2α3A2A

3
1

+ α2
3A

4
1 −

1

2
α4A

4
1 +Op(n

−5/2). (2.16)2. n−1W0 var uzrakstît formâ n−1W0 = R2+Op(n
−5/2), kur R = R1+R2+R3+Op(n

−2)un Ri ir Op(n
−i/2), skatît [23]. Var noteikt, ka
R1 = A1, R2 = −1

2
A2A1 +

1

3
α3A

2
1,

R3 =
3

8
A2

2A1 +
1

3
A3A

2
1 −

5

6
α3A2A

2
1 +

4

9
α2
3A

3
1 −

1

4
α4A

3
1.Kâ rezultâtâ n−1W0 var pârrakstît formâ

n−1W0 = R2
1 + 2R1R2 + 2R1R3 +R2

2 +Op(n
−5/2).Johnson un Kotz [25] pierâdîja, ka s−tais nR2 kumulants ir

κs = 2s−1(s− 1)!{E(nR2)}s +O(n−3/2).Neòemot vçrâ O(n−3/2), varam iegût, ka s−tais (nR2){E(nR2)}−1 kumulants ir
2s−1(s− 1)!, kas savukârt ir arî s−tais χ2

1 kumulants.17



No tâ, ka n1/2R sadalîjumam var uzrakstît Edgeworth izvirzîjumu, kas ir lîdzîgâformâ kâ (1.27) un tâ kâ W0 = nR2 +Op(n
−3/2), tad

P
[
W0{E(nR2)}−1 ≤ z

]
= P

[
(nR2){E(nR2)}−1 ≤ z

]

= P(χ2
1 ≤ z) +O(n−3/2). (2.17)Balstoties pamatâ uz pâra un nepâra pakâpju polinomiem Edgeworth izvirzîjumâ,empîriskajai ticamîbai tâpat kâ parametriskajai ticamîbai var parâdît, ka saskaitâ-mais O(n−3/2) izteiksmç (2.17) patiesîbâ ir O(n−2), skatît [26].Tâtad

P
[
W0{E(nR2)}−1 ≤ z

]
= P(χ2

1 ≤ z) +O(n−2).3. Tagad jâatrod E(nR2). Definçjot, ka t1 = α2
3 un t2 = α4, var pierâdît, ka

E(R2
1) = n−1,

E(R1R2) = n−2

(
1

3
t1 −

1

2
t2

)

+O(n−3),

E(R1R3) = n−2

(

− 5

12
t1 +

5

8
t2

)

+O(n−3),

E(R2
2) = n−2

(

−1

6
t1 +

1

4
t2

)

+O(n−3).Tâdçjâdi
E(nR2) = n{E(R2

1) + 2E(R1R2) + 2E(R1R3) + E(R2
2)}+O(n−2)

= 1 + n−1

(

−1

3
t1 +

1

2
t2

)

+O(n−2)

= 1 + n−1

(

−1

3
α2
3 +

1

2
α4

)

+O(n−2) (2.18)un
{E(nR2)}−1 = 1− n−1

(

−1

3
α2
3 +

1

2
α4

)

+O(n−2). (2.19)Ja nekoriìçto EL ticamîbas intervâlu parametram µ definçjam
Iα = {µ :W (µ) ≤ cα},kur cα ir tâds, ka P(χ2

1 ≤ cα) = 1 − α, tad EL ticamîbas intervâlu ar Bârtletakorekciju varam definçt
I ′α = {µ : W (µ) ≤ cα(1 + n−1a)},18



kur a vidçjâs vçrtîbas gadîjumâ var iegût no (2.18). Praksç îsto a vçrtîbu nevarçsnoteikt, tâpçc tâ vietâ jâizmanto â,
â = −1

3
α̂2
3 +

1

2
α̂4, (2.20)kas novçrtçts no datiem.2.3. Simulâcijas Bârtleta korekcijai vidçjai vçrtîbaiLai noskaidrotu Bârtleta korekcijas ietekmi uz pârklâjuma precizitâti ticamîbas in-tervâliem, kas konstruçti vidçjai vçrtîbai, izmantojot korekcijas parametra îsto vçrtîbu

a un tâ novçrtçjumu â, kas noteikts no datiem, izmantosim diplomdarbâ [22] iegûtâssimulâciju tabulas. Daþâdiem sadalîjumiem, ticamîbas lîmeòiem un izlaðu apjomiem tikauzìenerçtas 10000 izlases, lai konstruçtu divpusçjus ticamîbas intervâlus, izmantojot 3atðíirîgas metodes. Pirmâ metode EL ir nekoriìçta empîriskâs ticamîbas metode, kasizmanto χ2 kritisko vçrtîbu cα. Otrâ metode ELBteo , konstruçjot ticamîbas intervâlus arEL metodes palîdzîbu, χ2 kritiskâs vçrtîbas cα vietâ izmanto cα/(1−an−1). Ðajâ gadîjumâjâbût zinâmâm populâcijas îstajâm momentu vçrtîbâm, kas praksç parasti nav zinâmas.Pçdçjâ metode ELBnov a vietâ izmanto â, kas definçts ar (2.20).1. tabula Bârtleta korekcija N(0, 1) sadalîjuma datiemTicamîbas lîmenis90% 95% 99%
n = 10 EL 0.8429 0.8975 0.9552

ELBteo 0.8674 0.9162 0.9650
ELBnov 0.8616 0.9118 0.9633

n = 20 EL 0.8786 0.9334 0.9787
ELBteo 0.8924 0.9420 0.9830
ELBnov 0.8900 0.9410 0.9825

n = 50 EL 0.8910 0.9456 0.9867
ELBteo 0.8952 0.9486 0.9879
ELBnov 0.8948 0.9482 0.9877
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1.tabulâ redzamie rezultâti ir iegûti, izmantojot standartnormâlâ sadalîjuma N(0, 1)datus, 2.tabulâ redzamie rezultâti ir iegûti, izmantojot χ2
1 sadalîjuma datus un 3.tabulâredzamie rezultâti ir iegûti, izmantojot t5 sadalîjuma datus. Îstâs parametra a vçrtîbasapskatîtajiem sadalîjumiem ir attiecîgi: 3/2, 29/6 un 9/2.2. tabula Bârtleta korekcija χ2

1 sadalîjuma datiemTicamîbas lîmenis90% 95% 99%
n = 10 EL 0.7704 0.8329 0.8975

ELBteo 0.8389 0.8826 0.9297
ELBnov 0.7906 0.8480 0.9074

n = 20 EL 0.8394 0.8925 0.9523
ELBteo 0.8741 0.9198 0.9669
ELBnov 0.8540 0.9042 0.9587

n = 50 EL 0.8710 0.9265 0.9776
ELBteo 0.8876 0.9387 0.9818
ELBnov 0.8797 0.9328 0.9793Aplûkojot iegûtos rezultâtus, jâsecina, ka pie maziem izlaðu apjomiem ar nekoriìçtâsempîriskâs ticamîbas metodes palîdzîbu konstruçto ticamîbas intervâlu pârklâjuma pre-cizitâte diezgan ievçrojami atðíiras no uzdotâ ticamîbas lîmeòa. ELBteo un ELBnov ievçro-jami uzlabo pârklâjuma precizitâti, pie tam palielinoties izlaðu apjomiem, ELBteo rezultâtiir tikai nedaudz labâki par ELBnov . Vissareþìîtâkâ situâcija ir ar χ2 sadalîjumu (2.tabula),ar ELBteo iegûtie rezultâti ir diezgan apmierinoði, taèu ELBnov minimâli uzlabo empîriskoticamîbu, ko var izskaidrot ar χ2 sadalîjuma asimetriskumu.Salîdzinot 1. un 3.tabulu, redzams, ka, ja pie ïoti maziem izlaðu apjomiem (n = 10)

N(0, 1) ir minimâla atðíirîba starp ELBteo un ELBnov , tad to paðu nevar teikt par vçlvienu simetrisku sadalîjumu t5, kuram ðî atðíirîba starp ELBteo un ELBnov ir ievçrojama.
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3. tabula Bârtleta korekcija t5 sadalîjuma datiemTicamîbas lîmenis90% 95% 99%
n = 10 EL 0.8216 0.8862 0.9492

ELBteo 0.8890 0.9334 0.9735
ELBnov 0.8442 0.9025 0.9575

n = 20 EL 0.8611 0.9159 0.9753
ELBteo 0.8957 0.9431 0.9864
ELBnov 0.8741 0.9267 0.9794

n = 50 EL 0.8881 0.9408 0.9834
ELBteo 0.9040 0.9505 0.9885
ELBnov 0.8951 0.9451 0.98602.4. EL metode kvantilçmParastajiem EL ticamîbas intervâliem, kas konstruçti kvantilçm ir relatîvi liela pârk-lâjuma kïûda ar kârtu n−1/2 pat divpusçjo intervâlu gadîjumâ. Savukârt ar kodolu metoþupalîdzîbu nogludinâtâs EL ticamîbas intervâlu pârklâjuma kïûda ir ar kârtu n−1, piesamçrâ plaðas nogludinâðanas parametra izvçles. Pirmie EL gludinâðanas metodi piedâvâ-ja Chen un Hall [8], vçlâk Zhou un Jing [27] piedâvâja vçl vienu metodi. Ðajâ gadîjumâakcentçsimies uz Chen un Hall [8] metodi, kas pieïauj arî Bârtleta korekciju.Chen un Hall [8] izmanto kodolu gludinâðanas metodi, lai panâktu, ka ticamîbas in-tervâlu pârklâjuma kïûda ir ar kârtu n−1 un parâda, ka pie zinâmiem nosacîjumiem,izmantojot Bârtleta korekciju, var panâkt, ka ticamîbas intervâlu pârklâjuma kïûda ir arkârtu n−2.Pieòemsim, ka X1, X2, . . . , Xn ir gadîjuma izlase no sadalîjuma ar sadalîjuma funkciju

F un mçs vçlamies novçrtçt nezinâmo parametru θ = θq, kur θq = F−1(q) ir q−tâ kvantile.Ar Gh apzîmçsim deìenerçtâs sadalîjuma funkcijas G0 gludinâto versiju,
G0(x) =







1, x ≥ 0

0, pretçjâ gadîjumâ . (2.21)Îsi apskatîsim kodolu gludinâðanas metodi.21



Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn ir i.i.d izlase ar blîvuma funkciju f. Kodols tiek definçtskâ gluda funkcija K, kurai ir spçkâ, ka K(x) ≥ 0,
∫
K(x)dx = 1,

∫
xK(x)dx = 0 un

∫
x2K(x)dx > 0.Minçsim daþus no populârâkajiem kodoliem: Epaneènikova kodols

K(x) =







3
4
(1− x2/5)/

√
5, |x| < √

5

0, pretçjâ gadîjumâ ,normâlais jeb Gausa kodols
K(x) =

1√
2π
e−x2/2.Definîcija 4. [20] Ja K ir kodols un joslas platums h ir pozitîvs skaitlis, tad

f̂n(x) =
1

n

n∑

i=1

1

h
K

(
x−Xi

h

)ir kodolu blîvuma funkcijas novçrtçjums. Ar K tiek apzîmçts r−tâs kârtas kodols, kurampie r ≥ 2 un C 6= 0 ir spçkâ
∫

ujK(u)du =







1, j = 0,

0, 1 ≤ j ≤ r,

C, j = r,

, (2.22)un
G(t) =

∫ t

−∞
K(x)dx. (2.23)Gadîjums, kad r = 2, ir visbieþâk sastopamais, tad K ir simetriska blîvuma funkcija un

G(t) ir sadalîjuma funkcija.Izmantojot vispârîgo problçmas nostâdni vienas izlases gadîjumâ, piezîmçsim, ka kvan-tiïu gadîjumâ g(Xi, θ) = Gh(θ −Xi)− q, kur Gh(x) = G(x/h) un h ir joslas platums.Izpildoties zinâmiem nosacîjumiem Chen un Hall [8] pierâdîja, ka W (θ), kas definçtaar (2.5) ir asimptotisks χ2
1 sadalîjums un ka P(θ ∈ Icα) = α +O(n−1), kur

Icα = {θ : W (θ) ≤ c} un c pozitîva konstante. Iepriekð jau tika minçts, ka ðajâ gadîjumâticamîbas intervâlu pârklâjuma precizitâti vçl var uzlabot ar Bârtleta korekcijas palîdzîbu.2.5. Bârtleta korekcija kvantilçmÎsi aprakstîsim Chen un Hall publikâcijâ [8] atrodamo pieeju Bârtleta korekcijai kvan-tiïu gadîjumâ. Ar gi apzîmçsim g(Xi, θ) = Gh(θ − Xi) − q un atcerçsimies (2.4), ko var22



pârrakstît
1

n

∑

i

gi
1 + λgi

= 0. (2.24)1. Var parâdît, ka λ = Op(n
−1/2 + hr), skatît [8].2. Lai no (2.24) noteiktu parametru λ, izvirzîsim (2.24) Teilora rindâ, j ≥ 1,

0 = n−1
n∑

i=1

gi{1− λgi + (λgi)
2 − (λgi)

3 + . . .}

=

j
∑

k=1

(−λ)k−1ḡk +Op{(n−1/2 + hr)j}, (2.25)kur ḡk = n−1
∑

i g
j
i , j ≥ 1. Atrisinot (2.25) priekð λ, var iegût, ka
λ = ḡ−1

2 ḡ1 + ḡ−3
2 ḡ3ḡ

2
1 + {2ḡ−5

2 ḡ23 − ḡ−4
2 ḡ4}ḡ31

+

j
∑

k=4

R1kḡ
k
1 +Op{(n−1/2 + hr)j+1}, (2.26)kur ar R1k apzîmç ḡ−(2k−1)

2 , kas pareizinâts ar polinomu no ḡ2, . . . , ḡk+1 ar kon-stantiem koeficientiem.Izvedumu tam, ka λ ir formâ (2.26) skatît pie Bârtleta korekcijas gludinâtajai ELdivu izlaðu gadîjumâ.Piezîmçsim, ka [8] iespçjams pieïauta neprecizitâte, tâpçc (2.26) atðíiras no [8] atro-damâs λ izteiksmes.3. Izvirzot W (θ) Teilora rindâ un ievietojot (2.26), varam iegût
W (θ) =2

n∑

i=1

log(1 + λgi)

=2n

j+1
∑

k=1

(−1)k+1k−1λkḡk +Op{(n−1/2 + hr)j+2},

=n{ḡ−1
2 ḡ21 +

2

3
ḡ−3
2 ḡ3ḡ

3
1 +

(

ḡ−5
2 ḡ23 −

1

2
ḡ−4
2 ḡ4

)

ḡ41

−
(

2ḡ−6
2 ḡ3ḡ4 − 2ḡ−7

2 ḡ33 −
2

5
ḡ−5
2 ḡ5

)

ḡ51}

+ n

j
∑

k=5

R2k ḡ
k+1
1 +Op{n(n−1/2 + hr)j+2.} (2.27)Tâ kâ jau λ izvirzîjumâ Chen un Hall [8] pieïâva neprecizitâti, tad arî (2.27) atðíirasno [8] atrodamâ W (θ) izvirzîjuma. 23



4. W (θ) no (2.27) var pârrakstît formâ
W (θ) = (n1/2S ′

j)
2,kur

S ′
j =ḡ

−1/2
2 {ḡ1 +

1

3
ḡ−2
2 ḡ3ḡ

2
1 +

(
4

9
ḡ−4
2 ḡ23 −

1

4
ḡ−3
2 ḡ4

)

ḡ31

+

(
23

27
ḡ−6
2 ḡ33 −

11

12
ḡ−5
2 ḡ3ḡ4 +

1

5
ḡ−4
2 ḡ5

)

ḡ41

+

j
∑

k=5

Tkḡ
k
1}+ U1j = Sj + U1j , (2.28)kur ar Tk apzîmç ḡ−2(k−1)

2 , kas pareizinâts ar polinomu no ḡ2, . . . , ḡk ar konstantiemkoeficientiem un U1j = Op{(n−1/2 + hr)j+1}.Dçï jau iepriekð minçtajâm neprecizitâtçm [8], jâpiezîmç, ka (2.28) atðíiras no [8]atrodamâs S ′
j izteiksmes.5. Nâkamais solis ir iegût Edgeworth izvirzîjumu n1/2Sj sadalîjumam.Apzîmçsim µk = E(ḡk) un Vk = ḡk − µk, tad izmantojot [8] var iegût, ka

Sj = p(V ) + U2j ,kur U2j = Op(n
−3).Chen un Hall [8] parâdîja, ka nosakot n1/2p(V ) kumulantus un pieòemot, ka nhr →

0, var iegût formâlu Edgeworth izvirzîjumu p(V ) sadalîjumam
P{n1/2p(V ) ≤ x} =Φ(x)− 1

12n
{6µ−1

2 (nµ1)
2 + 3µ−2

2 µ4 − 2µ−3
2 µ2

3}xφ(x)

+ (pâra pakâpes polinoms no x)φ(x) + o(nh2r)

+O(n−2), (2.29)kur Φ un φ ir N(0, 1) sadalîjuma un blîvuma funkcijas.6. Gala rezultâtâ Chen un Hall [8] parâda, ka ja nhr → 0, tad
E {W (θ)} = 1 + n−1β + o(n−1),kur β = 1

6
(3µ−2

2 µ4 − 2µ−3
2 µ2

3) un µj = E [G {(θ −Xi)/h} − q]j .24



TâtadW (θ) un χ2 sadalîjumu vidçjâs vçrtîbas atðíiras par n−1β unW (θ)/(1+n−1β)sadalîjums no χ2
1 sadalîjuma atðíirsies ar kârtu n−2, t.i.,

P (θ ∈ Id(c,γ)) = α +O(n−2),kur γ = β vai γ = β̂ un d(c, γ) = c(1 + n−1γ).Ja β nav zinâma, tad to novçrtç no datiem,
β̂ =

1

6

(
3µ̂−2

2 µ̂4 − 2µ̂−3
2 µ̂2

3

)
,kur

µ̂j = n−1
∑

i

[

G
{

(θ̂ −Xi)/h
}

− q
]jun θ̂ ir θ novçrtçjums.2.6. Simulâcijas Bârtleta korekcijai kvantilçmNovçrtçsim Bârtleta korekcijas praktisko ietekmi kvantiïu gadîjumâ. Lai salîdzinâ-tu pârklâjuma precizitâti ticamîbas intervâliem, kas konstruçti mediânai, izmantosimsimulâciju tabulas no diplomdarba [22]. Simulâcijâs tika apskatîti 2 sadalîjumi N(0, 1)un χ2

3. Abiem sadalîjumiem 10000 reiþu tika ìenerçti dati pie izlaðu apjomiem n = 20un n = 50, un izmantojot EL (negludinâtâ EL metode), ELCH (Chen un Hall gludinâtâEL metode) un ELCHB
(Chen un Hall gludinâtâ EL metode ar Bârtleta korekciju) tikakonstruçti ticamîbas intervâli pie daþâdiem nozîmîbas lîmeòiem un noteikta ticamîbasintervâlu pârklâjuma precizitâte.Kodolu gludinâðanâs metodçs joslas platuma h izvçlei ir ïoti liela nozîme, tâpçc, ve-icot simulâcijas, tika izvçlçtas vairâkas h vçrtîbas (n−1, n−3/4, n−1/2 un n−1/4). 4.tabulâ irredzami simulâciju rezultâti χ2

3 sadalîjuma mediânai pie nozîmîbas lîmeòiem α = 0.05, 0.1un 0.01. Aplûkojot rezultâtus, jâsecina, ka jau pie tik nelieliem izlaðu apjomiem, apskatîtâsmetodes strâdâ ïoti labi un ka ar gludinâtâs metodes palîdzîbu var iegût labâkus rezultâtuskâ ar negludinâto. Bârtleta korekcijas uzlabojums ir samçrâ minimâls, taèu rezultâti râda,ka, palielinoties n, Bârtleta korekcijas uzlabojums samazinâs un palielinoties h Bârtletakorekcijas uzlabojums palielinâs. Izvçrtçjot kâ mainâs ticamîbas intervâlu pârklâjumaprecizitâte, mainoties h, jâsecina, ka ELCH un ELCHB
minimâli ietekmç izvçlçtâ h am-plitûda. 25



4. tabula Pârklâjuma precizitâte χ2
3 mediânaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%

n = 20 h EL 0.8879 0.9609 0.9888
n−1 ELCH 0.8901 0.9563 0.9887ELCHB

0.8922 0.9574 0.9890
n−3/4 ELCH 0.8945 0.9524 0.9889ELCHB

0.8981 0.9541 0.9897
n−1/2 ELCH 0.8956 0.9490 0.9895ELCHB

0.9000 0.9509 0.9902
n−1/4 ELCH 0.8933 0.9447 0.9887ELCHB

0.8986 0.9476 0.9899
n = 50 h EL 0.8798 0.9347 0.9930

n−1 ELCH 0.8859 0.9425 0.9914ELCHB
0.8866 0.9437 0.9917

n−3/4 ELCH 0.8927 0.9464 0.9906ELCHB
0.8942 0.9482 0.9912

n−1/2 ELCH 0.8953 0.9490 0.9906ELCHB
0.8971 0.9493 0.9908

n−1/4 ELCH 0.8926 0.9463 0.9893ELCHB
0.8943 0.9483 0.9903Diplomdarbâ [22] ir pieejami simulâciju rezultâti arî Zhou un Jing gludinâtajai ELmetodei, kas ir daudz jûtîgâka pret h izmaiòâm.5.tabulâ ir redzami simulâciju rezultâti N(0, 1) sadalîjuma mediânai pie nozîmîbaslîmeòiem α = 0.05, 0.1, un 0.01. Lîdzîgi kâ gadîjumâ ar asimetrisko χ2

3 sadalîjumu, jâseci-na, ka arî standartnormâlâ sadalîjuma gadîjumâ Chen un Hall gludinâtâ metode uzrâdalabus rezultâtus un Bârtleta korekcija tos vçl tikai uzlabo.
26



5. tabula Pârklâjuma precizitâte N(0, 1) mediânaiTicamîbas lîmenis90% 95% 99%
n = 20 h EL 0.8837 0.9589 0.9884

n−1 ELCH 0.8898 0.9498 0.9885ELCHB
0.8942 0.9509 0.9889

n−3/4 ELCH 0.8951 0.9468 0.9883ELCHB
0.8996 0.9507 0.9897

n−1/2 ELCH 0.8977 0.9465 0.9881ELCHB
0.9026 0.9505 0.9895

n−1/4 ELCH 0.8940 0.9474 0.9883ELCHB
0.9007 0.9504 0.9891

n = 50 h EL 0.8848 0.9361 0.9941
n−1 ELCH 0.8959 0.9461 0.9905ELCHB

0.8973 0.9476 0.9910
n−3/4 ELCH 0.8982 0.9492 0.9902ELCHB

0.9002 0.9500 0.9907
n−1/2 ELCH 0.8988 0.9480 0.9903ELCHB

0.9005 0.9496 0.9905
n−1/4 ELCH 0.8958 0.9484 0.9897ELCHB

0.8984 0.9503 0.99013. Empîriskâs ticamîbas metode divu izlaðu gadîjumâDefinçsim empîrisko ticamîbas metodi divu izlaðu gadîjumâ, izmantojot [28, 16] lieto-tos apzîmçjumus.Pieòemsim, ka X1, . . . , Xn1 ir i.i.d. gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjuma funkciju
F1 un Y1, . . . , Yn2 ir i.i.d. gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjuma funkciju F2. In-teresçjoties par funkciju ∆(t) (turpmâk−∆), kas definçta intervâlâ T , pieòemsim, ka θ0 irparametrs, kas saistîts ar vienu no sadalîjuma funkcijâm F1 vai F2. Tâlâk mçs uzskatâm,27



ka visa informâcija par nezinâmajiem îstajiem parametriem θ0 un∆0 ir pieejama ar funkci-jâm w1(Xi, θ0,∆0, t) un w2(Yj, θ0,∆0, t), kurâm ir spçkâ
EF1w1(X, θ0,∆0, t) = 0, (3.1)
EF2w2(Y, θ0,∆0, t) = 0. (3.2)

∆0 = θ1−θ0, kur θ0 un θ1 ir parametri, kas attiecîgi ir saistîti ar F1 un F2. Lai konstruçtuticamîbas intervâlus funkcijai ∆ fiksçtam t ∈ T , definçsim empîriskâs ticamîbas attiecîbu
R(∆, θ) = sup

θ,p,q

n1∏

i=1

(n1pi)

n2∏

j=1

(n2qj), (3.3)kur p = (p1, . . . , pn1) un q = (q1, . . . , qn2) nosaka ierobeþojumi
pi ≥ 0,

n1∑

i=1

pi = 1,

n1∑

i=1

piw1(Xi, θ,∆, t) = 0, (3.4)
qj ≥ 0,

n2∑

j=1

qj = 1,

n2∑

j=1

qjw2(Yj, θ,∆, t) = 0. (3.5)Ja 0 pieder izliektajai èaulai, ko veido w1(Xi, θ,∆, t) un izliektajai èaulai, ko veido
w2(Yj, θ,∆, t), tad eksistç viens vienîgs (3.3) atrisinâjums.Izmantojot Lagranþa reizinâtâju metodi, var iegût, ka

pi =
1

n1(1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t))
, i = 1, . . . , n1. (3.6)un

qj =
1

n2(1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t))
, j = 1, . . . , n2, (3.7)kur Lagranþa reizinâtâjus λ1(θ) un λ2(θ) var noteikt no vienâdojumiem

1

n1

n1∑

i=1

w1(Xi, θ,∆, t)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t)
= 0, (3.8)un

1

n2

n2∑

j=1

w2(Yj, θ,∆, t)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)
= 0. (3.9)Definçjam empîrisko logaritmisko ticamîbas attiecîbu

W (∆, θ) =− 2 logR(∆, θ) = 2

n1∑

i=1

log(1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t))

+ 2

n2∑

j=1

log(1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)). (3.10)28



Parametra θ novçrtçjumu θ̂ = θ̂(∆), kas maksimizç (3.3) fiksçtam parametram ∆, variegût no vienâdojuma
∂W (∆, θ)

∂θ
=

n1∑

i=1

λ1(θ)α1(Xi, θ,∆, t)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t)
+

n2∑

j=1

λ2(θ)α2(Yj, θ,∆, t)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)
= 0, (3.11)kur

α1(Xi, θ,∆, t) =
∂w1(Xi, θ,∆, t)

∂θ
un α2(Yi, θ,∆, t) =

∂w2(Yi, θ,∆, t)

∂θ
.Teorçma 1. [16] Izpildoties standarta gluduma nosacîjumiem funkcijâm w1, w2, α1, α2,vienâdojumam (3.11) eksistç atrisinâjums θ̂ tâds, ka θ̂ ir parametra θ0 bûtisks novçrtçjumsun R(∆, θ) sasniedz lokâlo maksimumu punktâ θ̂ un

√
n(θ̂ − θ0) →d N

(

0,
β1β2

β2β2
10 + kβ1β2

20

)

, (3.12)kur k <∞ ir pozitîva konstante tâda, ka n2/n1 → k, kad n1, n2 → ∞,
− 2 logR(∆0, θ̂) →d χ

2
1, (3.13)kad n1, n2 → ∞, katram fiksçtam t ∈ T,

β1 = EF1w
2
1(X, θ0,∆0, t), β2 = EF2w

2
2(Y, θ0,∆0, t),

β10 = EF1α1(X, θ0,∆0, t), β20 = EF2α2(Y, θ0,∆0, t).Ticamîbas intervâli, kas konstruçti balstoties uz EL metodi, parametram ∆ katram fik-sçtam t ∈ T ir formâ ∆ : {R(∆, θ̂) > c}, kur θ̂ ir vienâdojuma (3.11) atrisinâjums.Konstanti c var noteikt izmantojot Teorçmu 1.
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3.1. Bârtleta korekcija vidçjo vçrtîbu starpîbaiArî divu izlaðu gadîjumâ Bârtleta korekcija empîriskâs ticamîbas metodei vispirmstika parâdîta vidçjâs vçrtîbas problemâtikai, proti, vidçjo vçrtîbu starpîbai. Pirmais toparâdîja Jing [13], taèu vçlâk Liu, Zou un Zhang [14] parâdîja, ka [13] piedâvâtajâ Bârtletakorekcijâ ir pieïautas kïûdas, un piedâvâja savu pierâdîjumu.Vçloties vispârinât Bârtleta korekciju 2 izlaðu problemâtikai, sâkotnçji tika plânotsbalstîties tieði uz nesen parâdîto Liu, Zou un Zhang [14] rezultâtu.Lai sasniegtu vçlamo mçríi, sâkumâ bija rûpîgi jâizpçta Liu, Zou un Zhang [14]rezultâts, taèu, tâ kâ ðajâ publikâcijâ bija izlaists ïoti daudz detaïu, tad, lai labâk sapras-tu pierâdîjuma tehniku, nâcâs rekonstruçt pierâdîjumu, kâ rezultâtâ [14] tika konstatçtasneprecizitâtes, kuras tagad centîsimies novçrst.Uzskatâmîbas dçï, pamatâ izmantosim apzîmçjumus no [14]. Jâpiezîmç arî, ka [14] tikaapskatîti d−dimensionâli gadîjuma lielumi, taèu, lai vienkârðotu pierakstu, apskatîsimgadîjumu, kad d = 1.Pieòemsim, kaX1, X2, . . . , Xn1 ir i.i.d. gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjuma funkci-ju F unXn1+1, Xn1+2, . . . , Xn1+n2 ir i.i.d. gadîjuma lielumi ar nezinâmu sadalîjuma funkci-ju G. Vçlamies pârbaudît hipotçzi
H0 : ∆ =

∫

XdG(x)−
∫

XdF (x) = ∆0 pret alternatîvu H1 : ∆ 6= ∆0. (3.14)Empîriskâ ticamîba parametram ∆ ir formâ
L(∆0) = sup{

∏

i

pi
∏

j

qj |
∑

i

pi(Xi − µ0) =
∑

j

qj(Yj − µ0) = 0},kur Yj = Xj −∆0, ∆0 = µ1 − µ0, µ0 ir pirmâs izlases vidçjâ vçrtîba un µ1 ir otrâs izlasesvidçjâ vçrtîba.Atbilstoðâ empîriskâ logaritmiskâ ticamîbas attiecîba ir l(∆0) = −2 lnL(∆0)/L(∆̂),kur L(∆̂) = n−n1
1 n−n2

2 . Izmantojot Lagranþa metodi, var iegût, ka
pi =

1

n1(1 +
n
n1
λ1(Xi − µ))

, qj = 1

n2(1 +
n
n2
λ2(Yj − µ))

, (3.15)tâdçjâdi empîrisko logaritmisko ticamîbas attiecîbu var pârrakstît
l(λ1, λ2, µ) = 2

[
∑

i

ln{1 + n

n1
λ1(Xi − µ)}+

∑

j

ln{1 + n

n2
λ2(Yj − µ)}

]

. (3.16)30



Atrisinot sistçmu 





1

n1

∑

i

Xi − µ

1 + n
n1
λ1(Xi − µ)

= 0

1

n2

∑

j

Yj − µ

1 + n
n2
λ2(Yj − µ)

= 0

λ1 + λ2 = 0,

(3.17)varam iegût atrisinâjumu (λ∗1, λ
∗
2, µ

∗).Piezîme 2. Lai arî izskatâs, ka Liu, Zou un Zhang [14] aprakstîtâ problçmas nostâdneatðíiras no vispârîgâs, kas tika aprakstîta iepriekðçjâ nodaïâ, taèu îstenîbâ tâs ir ekviva-lentas gadîjumâ, kad w1(Xi, θ,∆, t) = Xi − µ un w2(Yj , θ,∆, t) = Yj − µ.Tâtad, ja w1(Xi, θ,∆, t) = Xi−µ un w2(Yj, θ,∆, t) = Yj−µ, tad tâ kâ α1(Xi, θ,∆, t) =

α2(yj, θ,∆, t) = −1, tad (3.11) var pârrakstît
−

n1∑

i=1

λ1(θ)

1 + λ1w1(Xi, θ,∆, t)
−

n2∑

j=1

λ2(θ)

1 + λ2w2(Yj, θ,∆, t)
= 0.Izmantojot (3.4), (3.5), (3.6) un (3.7), iegûstam

−λ1(θ)n1 − λ2(θ)n2 = 0 ⇒ n1

n
λ1(θ) +

n2

n
λ2(θ) = 0.Apzîmçjot λ̃1(θ) = (n1/n)λ1 un λ̃2(θ) = (n2/n)λ2, iegûstam sistçmas (3.17) 3. vienâ-dojumu. Aizstâjot izteiksmçs (3.4), (3.5), (3.6) un (3.7), λ1(θ) ar nλ̃1(θ)/n1 un λ2(θ)ar nλ̃2(θ)/n2, varam iegût arî sistçmas (3.17) pirmos divus vienâdojumus, tâdçjâdi parâ-dot, ka Liu, Zou un Zhang [14] problçmas nostâdne neatðíiras no vispârîgâs, kas definçta3.nodaïâ.Ievedîsim apzîmçjumus v1 = nD(x)/n1, v2 = nD(y)/n2, v = v1 + v2 un w = v1v

−1v2.Ar µk un ξk apzîmçsim attiecîgi µ∗ un λ∗ aproksimâcijas lîdz kârtai O(n(k+1)/2), k =

1, 3. Piezîmçsim, ka gala rezultâtâ µk, ξk un to izteiksmçm ir bûtiska nozîme, lai iegûtuempîriskâs logaritmiskâs ticamîbas attiecîbas izvirzîjumu ar noteiktu kârtu.Izteiksmes n−1
∑n

i=1wi(1 + λ̄wi)
−1 = 0 Teilora rindas izvirzîjums ir

0 = n−1
n∑

i=1

wi{1− λ̄wi + (λ̄wi)
2 − (λ̄wi)

3 + . . .}.Ðajâ gadîjumâ wi = Xi − µ (wj = Yj − µ) un λ̄ = nλ1/n1 (λ̄ = nλ2/n2)

1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)− n

n2
1

∑

i

λ∗1(Xi − µ∗)2 +
n2

n3
1

∑

i

λ∗21 (Xi − µ∗)3

− n3

n4
1

∑

i

λ∗31 (Xi − µ∗)4 + . . . = 031



1. Apskatâm Teilora rindas izvirzîjuma pirmos divus saskaitâmos
1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)− n

n2
1

∑

i

λ∗1(Xi − µ∗)2 +Op(n
−1) = 0.Ievedam apzîmçjumus

C11 =
1

n1

∑

i

(Xi − µ0), C12 =
1

n2

∑

j

(Yj − µ0),un veicam algebriskus pârveidojumus
1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)−
(

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ∗)2 − v1

)

λ∗1 − v1λ
∗
1 +Op(n

−1) = 0,

1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)− v1λ
∗
1 +Op(n

−1/2) = 0,

1

n1

∑

i

(Xi − µ0 + µ0 − µ∗)− v1λ
∗
1 +Op(n

−1/2) = 0,

1

n1

∑

i

(Xi − µ0) + µ0 − µ∗ − v1λ
∗
1 +Op(n

−1/2) = 0,

C11 + µ0 − µ∗ − v1λ
∗
1 +Op(n

−1/2) = 0 | · v−1
1 ,

λ∗1 = v−1
1 (C11 + µ0 − µ∗) +Op(n

−1/2). (3.18)Lîdzîgi iegûst, ka
λ∗2 = v−1

2 (C12 + µ0 − µ∗) +Op(n
−1/2). (3.19)Iegûtâs izteiksmes (3.18) un (3.19) atðíiras no tâm, kas atrodamas [14]. Liu, Zouun Zhang [14] noteikuði, ka λ∗1 = v−1

1 (C11 − µ∗) + Op(n
−1/2) un λ∗2 = v−1

2 (C12 −
µ∗) + Op(n

−1/2), taèu, òemot vçrâ ievestos apzîmçjumus un parâdîtos algebriskospârveidojumus, jâsecina, ka [14] pieïautas neprecizitâtes.Jâpiezîmç, ka arî tâlâkajos soïos iegûtâs λ∗1, λ∗2 un µ∗ aproksimâcijas atðíiras no [14]atrodamajâm.Ievietojam iegûtâs λ∗1, λ∗2 izteiksmes (3.18) un (3.19) sistçmas (3.17) 3.vienâdojumâ
λ∗1 + λ∗2 = 0,

v−1
1 (C11 + µ0 − µ∗) + v−1

2 (C12 + µ0 − µ∗) +Op(n
−1/2) = 0,

v−1
1 C11 + v−1

1 (µ0 − µ∗) + v−1
2 C12 + v−1

2 (µ0 − µ∗) +Op(n
−1/2) = 0,

v−1
1 C11 + v−1

2 C12 + (µ0 − µ∗) (v−1
1 + v−1

2 )
︸ ︷︷ ︸

w−1

+Op(n
−1/2) = 0,

v−1
1 C11 + v−1

2 C12 + (µ0 − µ∗)w−1 +Op(n
−1/2) = 0 | · w,

µ∗ − µ0 = w(v−1
1 C11 + v−1

2 C12) +Op(n
−1/2). (3.20)32



(3.20) var pârrakstît arî formâ
µ1 − µ0 = w(v−1

1 C11 + v−1
2 C12).Izmantojot to, ka λ∗1 = −λ∗2 no sistçmas (3.17) 3.vienâdojuma, varam iegût

λ∗1 = −v−1
2 (C12 + µ0 − µ∗) +Op(n

−1/2),

λ∗1 = −v−1
2 C12 − v−1

2 (µ0 − µ∗) +Op(n
−1/2).Ievietojam iegûtajâ izteiksmç (3.20)

λ∗1 = −v−1
2 C12 − v−1

2 (−w(v−1
1 C11 + v−1

2 C12) +Op(n
−1/2)) +Op(n

−1/2),

λ∗1 = −v−1
2 C12 + v−1

2 wv−1
1

︸ ︷︷ ︸

v−1

C11 + v−1
2 wv−1

2 C12 +Op(n
−1/2),

λ∗1 = (v−1
2 wv−1

2 − v−1
2 )

︸ ︷︷ ︸

v−1

C12 + v−1C11 +Op(n
−1/2),

λ∗1 = v−1(C11 − C12) +Op(n
−1/2). (3.21)(3.21) var pârrakstît arî formâ

ξ1 = v−1(C11 − C12) +Op(n
−1/2) ≡ v−1D1 +Op(n

−1/2).2. Apskatâm Teilora rindas izvirzîjuma pirmos trîs saskaitâmos
1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)− n

n2
1

∑

i

λ∗1(Xi − µ∗)2 +
n2

n3
1

∑

i

λ∗21 (Xi − µ∗)3 +Op(n
−3/2) = 0,

1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)−
(

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ∗)2 − v1

)

λ∗1 − v1λ
∗
1 +

n2

n3
1

∑

i

λ∗21 (Xi − µ∗)3

+Op(n
−3/2) = 0. (3.22)Ievedot apzîmçjumus
C21 = −

[

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ0)
2 − v1

]

ξ1, C31 =
n2

n3
1

∑

i

ξ21(Xi − µ0)
3un

C22 =

[

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ0)
2 − v2

]

ξ1, C32 =
n2

n3
2

∑

j

ξ21(Yj − µ0)
3,izteiksmi (3.22) var pârrakstît formâ

C11 + µ0 − µ∗ + C21 − v1λ
∗
1 + C31 +Op(n

−3/2) = 0.33



Pareizinot izteiksmi (3.22) ar v−1
1 , var iegût

λ∗1 = v−1
1 (C11 + C21 + C31 + µ0 − µ∗) +Op(n

−3/2)un lîdzîgi var iegût
λ∗2 = v−1

2 (C12 + C22 + C32 + µ0 − µ∗) +Op(n
−3/2).Ievietojot abas ðîs izteiksmes sistçmas (3.17) 3.vienâdojumâ, iegûstam

µ∗ − µ0 = w[v−1
1 (C11 + C21 + C31) + v−1

2 (C12 + C22 + C32)] +Op(n
−3/2),ko var pârrakstît formâ

µ2 − µ0 = w[v−1
1 (C11 + C21 + C31) + v−1

2 (C12 + C22 + C32)],kâ arî
λ∗1 = v−1[(C11 − C12) + (C21 − C22) + (C31 − C32)] +Op(n

−3/2)

≡ v−1(D1 +D2 +D3) +Op(n
−3/2), (3.23)ko var pârrakstît formâ

ξ2 = v−1(D1 +D2 +D3) +Op(n
−3/2).3. Apskatot Teilora rindas izvirzîjuma pirmos èetrus saskaitâmos

1

n1

∑

i

(Xi − µ∗)− n

n2
1

∑

i

λ∗1(Xi − µ∗)2 +
n2

n3
1

∑

i

λ∗21 (Xi − µ∗)3

− n3

n4
1

∑

i

λ∗31 (Xi − µ∗)4 +Op(n
−2) = 0,lîdzîgâ veidâ kâ iepriekðçjâ solî var iegût, ka

λ∗1 = v−1
1 (C11 + C∗

21 + C∗
31 + C41 + µ0 − µ∗) +Op(n

−2)un
λ∗2 = v−1

2 (C12 + C∗
22 + C∗

32 + C42 + µ0 − µ∗) +Op(n
−2),kur

C41 = −n
3

n4
1

∑

i

ξ31(Xi − µ0)
4, C42 =

n3

n4
2

∑

j

ξ31(Yj − µ0)
4,

C∗
21 = −

[

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ1)
2 − v1

]

ξ2, C∗
31 =

n2

n3
1

∑

i

ξ22(Xi − µ1)
3,

C∗
22 =

[

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ1)
2 − v2

]

ξ2 un C∗
32 =

n2

n3
2

∑

j

ξ22(Yj − µ1)
3.34



Darbojoties tâpat kâ iepriekðçjos soïos un izmantojot sistçmas (3.17) 3.vienâdojumu,iegûstam
µ∗ − µ0 = w[v−1

1 (C11 + C∗
21 + C∗

31 + C41) + v−1
2 (C12 + C∗

22 + C∗
32 + C42)] +Op(n

−2),ko var pârrakstît formâ
µ3 − µ0 = w[v−1

1 (C11 + C∗
21 + C∗

31 + C41) + v−1
2 (C12 + C∗

22 + C∗
32 + C42)],un

λ∗1 = v−1[(C11 − C12) + (C∗
21 − C∗

22) + (C∗
31 − C∗

32) + (C41 − C42)] +Op(n
−2)

≡ v−1(D1 +D∗
2 +D∗

3 +D4) +Op(n
−2),ko savukârt var pârrakstît

ξ3 = v−1(D1 +D∗
2 +D∗

3 +D4) +Op(n
−2).4. Izvirzot l(λ∗1, λ∗2, µ∗) Teilora rindâ, iegûstam

l(λ∗1, λ
∗
2, µ

∗) =
2n

n1

∑

i

λ∗1(Xi − µ∗) +
2n

n2

∑

j

λ∗2(Yj − µ∗)

− n2

n2
1

∑

i

λ∗21 (Xi − µ∗)2 − n2

n2
2

∑

j

λ∗22 (Yj − µ∗)2

+
4n3

3n3
1

∑

i

λ∗31 (Xi − µ∗)3 +
4n3

3n3
2

∑

j

λ∗32 (Yj − µ∗)3

− n4

2n4
1

∑

i

λ∗41 (Xi − µ∗)4 − n4

2n4
2

∑

j

λ∗42 (Yj − µ∗)4 +Op(n
−3/2).Un pareizinot l(λ∗1, λ∗2, µ∗) ar n−1 un aizstâjot µ∗ un λ∗1 ar to aproksimâcijâm, iegûs-tam

l(λ∗1, λ
∗
2, µ

∗)n−1 =
2

n1

∑

i

ξ3(Xi − µ3)−
2

n2

∑

j

ξ3(Yj − µ3)

− n

n2
1

∑

i

ξ23(Xi − µ1)
2 − n

n2
2

∑

j

ξ23(Yj − µ1)
2

+
2n2

3n3
1

∑

i

ξ32(Xi − µ1)
3 − 2n2

3n3
2

∑

j

ξ32(Yj − µ1)
3

− n3

2n4
1

∑

i

ξ41(Xi − µ0)
4 − n3

2n4
2

∑

j

ξ41(Yj − µ0)
4

+Op(n
−5/2)

= 2I1 − I2 +
2

3
I3 −

1

2
I4 +Op(n

−5/2).35



No sistçmas (3.17) pirmajiem diviem vienâdojumiem seko, ka
C11 − µ3 + µ0 −

(

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ1)
2 − v1

)

ξ3 − v1ξ3 + C∗
31 + C41

+Op(n
−2) = 0 un

C12 + µ3 + µ0 −
(

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ1)
2 + v2

)

ξ3 − v2ξ3 + C∗
32 + C42

+Op(n
−2) = 0jeb

n

n2
1

∑

i

ξ3(Xi − µ1)
2 = C11 − µ3 + µ0 + C∗

31 + C41 +Op(n
−2), (3.24)

− n

n2
2

∑

j

ξ3(Yj − µ1)
2 = C12 − µ3 + µ0 + C∗

32 + C42 +Op(n
−2). (3.25)Ievietojot (3.24) un (3.25) izteiksmçs I1, I2, I3 un I4, iegûstam

I1 = ξ3(C11 − C12) = v−1(D1 +D∗
2 +D∗

3 +D4)D1,

I2 = ξ3(C11 − C12 + C∗
31 − C∗

32 + C41 − C42)

= (D1 +D∗
3 +D4)v

−1(D1 +D∗
2 +D∗

3 +D4),

I3 = ξ2(C
∗
31 − C∗

32) = v−1(D1 +D2 +D3)D
∗
3,

I4 = −ξ1(C41 − C42) = −v−1D1D4.Ievietojot l(λ∗1, λ∗2, µ∗)n−1 izteiksmes I1, I2, I3 un I4 un izmantojot, ka
D1 = Op(n

−1/2), D2 = Op(n
−1), D∗

2 = Op(n
−1), D∗

2 −D2 = Op(n
−3/2),

D3 = Op(n
−1), D∗

3 = Op(n
−1), D∗

3 −D3 = Op(n
−3/2), D4 = Op(n

−3/2),kâ arî atstâjot tikai locekïus lîdz kârtai n−5/2, iegûstam
l(λ∗1, λ

∗
2, µ

∗)n−1 = v−1D2
1 + v−1D∗

2D1 −
1

3
D3v

−1D2 −
1

3
v−1D2

3

+
2

3
D1v

−1D∗
3 +

1

2
D1v

−1D4 +Op(n
−5/2). (3.26)Tas, ka, piemçram, D1 = Op(n

−1/2), seko no centrâlâs robeþteorçmas, jo
D1 = C11 − C12 =

1

n1

∑

i

(Xi − µ0)−
1

n2

∑

j

(Yj − µ0)

=

(

1

n1

∑

i

Xi − µ0

)

−
(

1

n2

∑

j

Yj − µ0

)

= Op(n
−1/2)−Op(n

−1/2) = Op(n
−1/2).36



Lîdzîgâ veidâ var iegût arî pârçjâs izteiksmes.5. Turpmâkajiem aprçíiniem ieviesîsim sekojoðus apzîmçjumus
zi0 = v−1/2(Xi − µ0), zj0 = v−1/2(Yj − µ0), zi1 = v−1/2(Xi − µ1),

zj1 = v−1/2(Yj − µ1), αl =

(
n

n1

)l−1

Ezli0 + (−1)l
(
n

n2

)l−1

Ezlj0,

A0l =

(
nl−1

nl
1

)
∑

i

zli0 + (−1)l
(
nl−1

nl
2

)
∑

j

zlj0 − αl,

A1l =

(
nl−1

nl
1

)
∑

i

zli1 + (−1)l
(
nl−1

nl
2

)
∑

j

zlj1 − αl. (3.27)Izmantojot tikko ieviestos apzîmçjumus, aprçíinâsim visus (3.26) saskaitâmos unsalîdzinâsim ar rezultâtiem, kas atrodami [14].Sâksim ar v−1D2
1,

v−1D2
1 = v−1(C11 − C12)

2 = v−1

(

1

n1

∑

i

(Xi − µ0)−
1

n2

∑

j

(Yj − µ0)

)2

,ko izmantojot (3.27) var pârrakstît formâ
v−1D2

1 = v(A01 + α1)
2un tâ kâ α1 = 0, jo E(Xi − µ0) = E(Yj − µ0) = 0, tad

v−1D2
1 = v−1vA2

01 = A2
01. (3.28)Tagad apskatîsim v−1D∗

2D1, ko izmantojot iegûto v−1D2
1 izteiksmi, var pârrakstît

v−1D∗
2D1 = v−1/2D1v

−1/2D∗
2 = A01v

−1/2D∗
2, (3.29)tâpçc jâatrod tikai v−1/2D∗

2.
v−1/2D∗

2 =v
−1/2(C∗

21 − C∗
22) = −v−1/2

[

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ1)
2 − v1

]

ξ2

− v−1/2

[

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ1)
2 − v2

]

ξ2

=− v−1/2ξ2

[

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ1)
2 +

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ1)
2 − (v1 + v2)

]

,
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ko izmantojot (3.27) un to, ka ξ2 = v−1(D1 +D2 +D3), var pârrakstît
v−1/2D∗

2 = −v−1/2ξ2vA12 = −v−1/2v−1(D1 +D2 +D3)vA12

= −v−1/2(D1 +D2 +D3)A12. (3.30)Iepriekð jau ieguvâm, ka D1 = v1/2A01, tâpçc jâatrod vçl D2 un D3.
D2 = C21 − C22

= −
[

n

n2
1

∑

i

(Xi − µ0)
2 +

n

n2
2

∑

j

(Yj − µ0)
2 − (v1 + v2)

]

ξ1

= −ξ1vA02,Tâ kâ ξ1 = v−1D1 = v−1/2A01, tad D2 = −v−1/2A01vA02 = −v1/2A01A02.

D3 = C31 − C32 =
n2

n3
1

∑

i

ξ21(Xi − µ0)
3 − n2

n3
2

∑

j

ξ21(Yj − µ0)
3

= ξ21

(

n2

n3
1

∑

i

(Xi − µ0)
3 − n2

n3
2

∑

j

(Yj − µ0)
3

)

= ξ21(A03 + α3)v
3/2 = (v−1/2A01)

2(A03 + α3)v
3/2

= v1/2A2
01(A03 + α3).Tâtad (3.30) var pârrakstît

v−1/2D∗
2 = −v−1/2(v1/2A01 − v1/2A01A02 + v1/2A2

01(A03 + α3))A12

= (−A01 + A01A02 − A2
01(A03 + α3))A12

= −A01A12 + A01A02A12 − A2
01(A03 + α3)A12

= −A01A12 + A01A02A12 − A2
01α3A12 +Op(n

−2). (3.31)Ievietojot (3.31) izteiksmç (3.29), iegûstam
v−1D∗

2D1 = A01v
−1/2D∗

2

= A01(−A01A12 + A01A02A12 − A2
01α3A12 +Op(n

−2))

= −A2
01A12 + A2

01A02A12 −A3
01α3A12 +Op(n

−5/2). (3.32)
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Lai aprçíinâtu D1v
−1D∗

3, jâatrod v−1/2D∗
3.

v−1/2D∗
3 = v−1/2(C∗

31 − C∗
32) =

n2

n3
1

∑

i

ξ22(xi − µ1)
3 − n2

n3
2

∑

j

ξ22(yj − µ1)
3

= v−1/2ξ22

(

n2

n3
1

∑

i

(xi − µ1)
3 − n2

n3
2

∑

j

(yj − µ1)
3

)

= v−1/2ξ22(A13 + α3)v
3/2 = ξ22(A13 + α3)v. (3.33)Pirms (3.33) noteikðanas aprçíinâsim ξ22 .

ξ22 = (v−1(D1 +D2 +D3))
2 = v−2(v1/2A01 − v1/2A01A02 +D3)

2

= v−2(v1/2A01 − v1/2A01A02 + v1/2A2
01(A03 + α3))

2

= v−1(A01 − A01A02 + A2
01(A03 + α3))

2. (3.34)Ievietosim (3.34) izteiksmç v−1/2D∗
3,

v−1/2D∗
3 =ξ

2
2(A13 + α3)v

=v−1(A01 −A01A02 + A2
01(A03 + α3))

2(A13 + α3)v

=(A01 −A01A02 + A2
01(A03 + α3))

2(A13 + α3)

=(A01 −A01A02)
2(A13 + α3) + A4

01(A03 + α3)
2(A13 + α3)

+ 2A2
01(A03 + α3)(A01 − A01A02)(A13 + α3)

=A2
01A13 + A2

01α3 + A2
01A

2
02A13 + A2

01A
2
02α3 − 2A2

01A02A13

− 2A2
01A02α3 + 2A3

01A03A13 + 2A3
01A03α3 − 2A3

01A03A02A13

− 2A3
01A03A02α3 + 2A3

01α3A13 + 2A3
01α

2
3 − 2A3

01α3A02A13

− 2A3
01α

2
3A02 + A4

01A
2
03A13 + A4

01A
2
03α3 + 2A4

01A03α3A13

+ 2A4
01A03α

2
3 + A4

01α
2
3A13 + A4

01α
3
3

=A2
01A13 + A2

01α3 − 2A2
01A02α3 + 2A3

01α
2
3 +Op(n

−2). (3.35)Ievietojot (3.35) izteiksmç D1v
−1D∗

3, iegûsim
D1v

−1D∗
3 = A01v

−1/2D∗
3

= A01(A
2
01A13 + A2

01α3 − 2A2
01A02α3 + 2A3

01α
2
3 +Op(n

−2))

= A3
01A13 + A3

01α3 − 2A3
01A02α3 + 2A4

01α
2
3 +Op(n

−5/2). (3.36)
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Tagad atradîsim D2v
−1D3,

D2v
−1D3 = −v−1v1/2A01A02v

1/2A2
01(A03 + α3)

= −A02A
3
01(A03 + α3) = −A02A

3
01A03 − A02A

3
01α3

= −A02A
3
01α3 +Op(n

5/2). (3.37)Vçl jânosaka D2
3v

−1 un D1v
−1D4.

D2
3v

−1 = v−1(v1/2A2
01(A03 + α3))

2 = A4
01(A03 + α3)

2

= A4
01A

2
03 + A4

01α
2
3 + 2A4

01A03α3 = A4
01α

2
3 +Op(n

−5/2) (3.38)un lai aprçíinâtu D1v
−1D4 = A01v

−1/2D4, jâatrod D4.

D4 = C41 − C42 = −n
3

n4
1

∑

i

ξ31(Xi − µ0)
4 − n3

n4
2

∑

j

ξ31(Yj − µ0)
4

= −ξ31

(

n3

n4
1

∑

i

(Xi − µ0)
4 − n3

n4
2

∑

j

(Yj − µ0)
4

)

= −ξ31(A04 + α4)v
2 = −v1/2A3

01(A04 + α4). (3.39)Ievietojam (3.39) izteiksmç D1v
−1D4,

D1v
−1D4 = A01v

−1/2D4 = −A4
01(A04 + α4)

= −A4
01A04 − A4

01α4 = −A4
01α4 +Op(n

−5/2). (3.40)Salîdzinot visas ðeit iegûtâs (3.26) saskaitâmo izteiksmes, jâsecina, ka ir atrasta vçlviena neprecizitâte [14], jo izteiksmei D1v
−1D∗

2 jâbût savâdâkâ formâ kâ atrodama[14]. Izteiksme v−1D∗
2 iegûta pareizi, neprecizitâte radusies pareizinot v−1D∗

2 ar D1.Tagad varam ievietot (3.28), (3.32), (3.36), (3.37), (3.38) un (3.40) l(λ∗1, λ∗2, µ∗)n−1izvirzîjumâ (3.26).
l(λ∗1, λ

∗
2, µ

∗)n−1 = A2
01 −A2

01A12 + A2
01A02A12 −A3

01α3A12 +
2

3
A3

01A13

+
2

3
A3

01α3 −A3
01A02α3 + A4

01α
2
3 −

1

2
A4

01α4 +Op(n
−5/2). (3.41)Pârrakstîsim (3.41) formâ

l(λ∗1, λ
∗
2, µ

∗)n−1 = ∆1 +∆2 +Op(n
−5/2),40



kur
∆1 = A2

01 +
2

3
A3

01α3 + A4
01α

2
3 −

1

2
A4

01α4 − 2A3
01A02α3 − A02A

2
01

+ A2
02A

2
01 +

2

3
A03A

3
01, (3.42)

∆2 =
2

3
A3

01(A13 − A03) + (A02 −A12)(A
2
01 + α3A

3
01 − A2

01A02). (3.43)Piezîmçsim, ka iegûtais saskaitâmais ∆1 (3.42) sakrît ar logaritmiskâs empîriskâsticamîbas attiecîbas izvirzîjumu vienas izlases gadîjumâ (2.16), tâpçc izmantojotiegûtos rezultâtus vienas izlases gadîjumâ (skatît nodaïu 2.2.), varam rakstît, ka
nE∆1 = 1− n−1

(
1

3
α2
3 −

1

2
α4

)

. (3.44)Gadîjumâ, ja
∆∗

2 =
2

3
A3

01(A13 −A03) + (A02 − A12)A
2
01Liu, Zou un Zhang iegûst, ka

nE∆2 =
n

n1n2

v1v2
v2

. (3.45)Jâpiezîmç, ka ðeit iegûtâ ∆2 atðíiras no ∆∗
2, taèu E∆2 noteikðana ir samçrâ laiki-etilpîgs process, tâpçc pagaidâm vçl nav izdarîts. Taèu tâ kâ ∆2 var izteikt

∆2 = ∆∗
2 + (A02 −A12)(α3A

3
01 − A2

01A02),tad
E∆2 =

n

n1n2

v1v2
v2

+ δ,kas nozîmç, ka atðíirîbai starp ∆2 un ∆∗
2 nevajadzçtu bût pârâk nozîmîgai.Noteiktâs matemâtiskâs cerîbas (3.44) un (3.45) palîdz iegût [14] aprakstîto Bârtletakorekciju

b = n[nE∆1 + nE∆2 − 1] = −1

3
α2
3 +

1

2
α4 +

n2

n1n2

v1v2
v2

. (3.46)Teorçma 3. [14] Ja funkciju F un G ceturtie momenti ir galîgi un ja H0 ir spçkâ,tad
P(l(∆0) < χ2

1(α)(1 + b/n)) = α +O(n−2),kur b definçts ar (3.46). Un ticamîbas intervâlu divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbaiar Bârtleta korekciju var definçt
Iα = {∆ : l(∆) < χ2

1(α)(1 + b/n)}.41



3.2. Simulâcijas Bârtleta korekcijai vidçjo vçrtîbu starpîbaiLai praktiski novçrtçtu Bârtleta korekcijas efektivitâti, konstruçsim ticamîbas inter-vâlus 2 izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai daþâdiem sadalîjumiem un noteiksim ticamîbasintervâlu pârklâjumu precizitâti EL metodei (EL) un EL metodei ar Bârtleta korekciju(ELBteo , ELBnov), izmantojot gan îsto, gan novçrtçto [14] noteikto b vçrtîbu. 20000 reiþusimulçjot katras izlases datus, tika konstruçti ticamîbas intervâli sekojoðu sadalîjumu pâruvidçjo vçrtîbu starpîbai:1. N(0, 1) un N(2, 1),2. exp (1) un exp (2),3. χ2
3 un exp (1),4. N(0, 1) un t5pie ticamîbas lîmeòa α = 0.05.1.attçlâ redzamas visos 4 gadîjumos apskatîto sadalîjumu pâru blîvuma funkcijas.6. tabula Bârtleta korekcija χ2

3 un exp (1) sadalîjumu datiem
n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30

n1 = 10 EL 0.8877 0.9210 0.9284
ELBteo 0.9183 0.9364 0.9412
ELBnov 0.9057 0.9352 0.9374

n1 = 20 EL 0.8915 0.9213 0.9313
ELBteo 0.9162 0.9358 0.9425
ELBnov 0.9056 0.9318 0.9403

n1 = 30 EL 0.8838 0.9251 0.9342
ELBteo 0.9119 0.9355 0.9427
ELBnov 0.9007 0.9286 0.93796., 7., 8., 9.tabulâ redzams, ka nekoriìçtâs EL ticamîbas intervâlu pârklâjuma preciz-itâte ievçrojami atðíiras no ticamîbas lîmeòa α = 0.05 un ar Bârtleta korekcijas palîdzîbuvar panâkt bûtisku uzlabojumu un palielinoties n1 un n2, atðíirîba starp ELBteo un ELBnovsamazinâs. 42
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7. tabula Bârtleta korekcija N(0, 1) un N(2, 1) sadalîjumu datiem
n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30

n1 = 10 EL 0.9204 0.9288 0.9255
ELBteo 0.9376 0.9376 0.9338
ELBnov 0.9354 0.9338 0.9352

n1 = 20 EL 0.9258 0.9390 0.9408
ELBteo 0.9378 0.9490 0.9460
ELBnov 0.9373 0.9458 0.9457

n1 = 30 EL 0.9241 0.9420 0.9429
ELBteo 0.9348 0.9449 0.9498
ELBnov 0.9308 0.9483 0.94668. tabula Bârtleta korekcija exp(1) un exp(2) sadalîjumu datiem

n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30

n1 = 10 EL 0.8862 0.8803 0.8757
ELBteo 0.9186 0.9134 0.9167
ELBnov 0.9015 0.8962 0.8946

n1 = 20 EL 0.9170 0.9163 0.9201
ELBteo 0.9379 0.9378 0.9343
ELBnov 0.9305 0.9257 0.9280

n1 = 30 EL 0.9200 0.9261 0.9289
ELBteo 0.9389 0.9396 0.9430
ELBnov 0.9339 0.9378 0.9374Normâlo sadalîjumu gadîjumâ (7.tabula) pat pie nelieliem izlaðu apjomiem ir nelielaatðíirîba starp ELBteo un ELBnov , ko nevar teikt par gadîjumu ar N(0, 1) un t5 (9.tabula).1.attçlâ redzams, ka blîvuma funkciju atðíirîba starp N(0, 1) un t5 nav liela, stjûdentasadalîjumam ir "smagâkas" astes, taèu tieði ðim sadalîjumu pârim ir vislielâkâ atðíirîbastarp ELBteo un ELBnov pie nelieliem izlaðu apjomiem, kâ arî tieði ðajâ gadîjumâ ar ELBteovar sasniegt labâkâs pârklâjuma precizitâtes.44



9. tabula Bârtleta korekcija N(0, 1) un t5 sadalîjumu datiem
n2 = 10 n2 = 20 n2 = 30

n1 = 10 EL 0.9141 0.9258 0.9255
ELBteo 0.9435 0.9426 0.9366
ELBnov 0.9270 0.9383 0.9368

n1 = 20 EL 0.9161 0.9347 0.9355
ELBteo 0.9468 0.9452 0.9476
ELBnov 0.9294 0.9418 0.9456

n1 = 30 EL 0.9105 0.9323 0.9390
ELBteo 0.9469 0.9505 0.9498
ELBnov 0.9196 0.9429 0.94454. Gludinâtâ empîriskâs ticamîbas metode divu izlaðugadîjumâVienas izlases gadîjumâ Chen un Hall [8] parâdîja, ka kvantilçm ar gludinâto ELticamîbas intervâlu konverìences precizitâti var uzlabot no O(n−1/2) uz O(n−1), kâ arîviòi pierâdîja, ka gludinâtajai EL metodei var veikt Bârtleta korekciju, tâdçjâdi uzlabojotkonverìences precizitâti lîdz O(n−2).Gludinâtâ EL metode ir svarîga ne tikai kvantiïu gadîjumâ, jo gan P-P, gan Q-Qgrafikus, gan ROC lîknes var izteikt kâ kvantiïu funkcijas (skatît Piemçrus 1 − 5), tâpçcarî ðîm problçmâm lietderîgi izmantot gludinâto EL.Tâpat kâ vienas izlases kvantiïu gadîjumâ, arî divâm izlasçm izmantosim kodolu glud-inâðanas metodi. Ar Gj =

∫

u≤t
Kj(u)du, j = 1, 2 apzîmçsim gludinâto deìenerçtosadalîjuma funkciju G0, kas definçta ar (2.21). Atgâdinâsim, ka Kj ir r−tâs kârtas kodols,kas tika definçts vienai izlasei kvantiïu gadîjumâ un kuram jâizpildâs (2.22). Definçsimvçl Gbj (t) = Gj(t/bj), kur b1 = b1(n1) un b2 = b2(n2) ir joslu platumi, kas tiecas uz 0, n1un n2 tiecoties uz bezgalîbu.Pieòemsim, ka p = (p1, . . . , pn1) un q = (q1, . . . , qn2) ir divi varbûtîbu vektori, kas sastâv nonenegatîvâm komponentçm, kas summâ dod 1. Definçsim sekojoðus sadalîjuma funkciju
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novçrtçjumus
F̂b1,p(x) =

n1∑

i=1

piGb1(x−Xi) un F̂b2,q(y) =

n2∑

j=1

qjGb2(y − Yj). (4.1)Parametram ∆ definçsim gludinâto divu izlaðu empîriskâs ticamîbas attiecîbu
R(∆, θ) = sup

p,q

n1∏

i=1

(n1pi)

n2∏

j=1

(n2qj). (4.2)Kâ jau tika minçts gludinâtajai EL metodei ir plaðs pielietojums, jo lielai daïai 2 izlaðuproblçmu funkcijas w1(X, θ,∆, t) un w1(X, θ,∆, t) izsakâs kâ funkcijas no idikatorfunkci-jâm. Apstiprinâsim to ar daþu uzskatâmu piemçru palîdzîbu.Piemçrs 1. Divu sadalîjuma funkciju starpîba. θ0 = F1(t) un ∆0 = F2(t) − F1(t).Ðajâ gadîjumâ (3.1) un (3.2) ir spçkâ, ja
w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤t} − θ0, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤t} − θ0 −∆0.Piemçrs 2. Divu kvantiïu funkciju starpîba. Zhou un Jing [27] nodemonstrçja divukvantiïu starpîbas problçmu vienas izlases gadîjumâ un Valeinis [28] vispârinâja to 2 izlaðugadîjumam. θ0 = F−1

1 (t) and ∆0 = F−1
2 (t) − F−1

1 (t). Ðajâ gadîjumâ, lai izpildîtos (3.1)un (3.2),
w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤θ0} − t, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤θ0+∆0} − t.Piemçrs 3. P-P grafiks. Izmantojot gludinâto EL metodi Claeskens [29] bûtîbâ vçlreizpierâdîja Qin un Zhao [16] rezultâtu P-P grafikiem. θ0 = F−1

2 (t) un ∆0 = F1(F
−1
2 (t)), kasir funkciju F1 un F2 P-P grafiks. Ðajâ gadîjumâ

w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤θ0} −∆0, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤θ0} − t.Piemçrs 4. ROC lîkne. ROC lîkne tiek definçta kâ ∆ = 1−F1(F
−1
2 (1−t)) un tai ir ïotibûtiska nozîme medicîniskajâ statistikâ. ROC lîknes ir cieði saistîtas ar P-P grafikiem,tâdçjâdi P-P grafiku rezultâti var tikt pielietoti ROC lîkòu gadîjumâ. Claeskens [29]pçtîja ROC lîknes saistîbâ ar EL metodi. θ0 = F−1

2 (1 − t) un ∆0 = 1 − F1(F
−1
2 (1 − t)).Ðajâ gadîjumâ

w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤θ0} +∆0 − 1, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤θ0} + t− 1.46



Piemçrs 5. Q-Q grafiks. Einmahl un Mckeague [30], izmantojot EL metodi, analizçjaQ-Q grafikus cenzorçtiem datiem. θ0 = F2(t) un ∆0 = F−1
1 (F2(t)), kas pazîstama kâ Q-Qgrafiks. Ðajâ gadîjumâ

w1(X, θ0,∆0, t) = I{X≤∆0} − θ0, w2(Y, θ0,∆0, t) = I{Y≤t} − θ0.Valeinis [28] parâdîja, ka visas ðis 2 izlaðu problçmas var apvienot.10. tabula Funkcijas w1 un w2 Piemçriem 1{5.Piemçrs w1(Xi, θ,∆, t) w2(Xi, θ,∆, t)1 F̂b1,p(t)− θ0 F̂b2,q(t)− θ0 +∆02 F̂b1,p(θ0)− t F̂b2,q(θ0 +∆0)− t3 F̂b1,p(θ0)−∆0 F̂b2,q(θ0)− t4 F̂b1,p(θ0)− 1 + ∆0 F̂b2,q(θ0)− 1 + t5 F̂b1,p(∆0)− θ0 F̂b2,q(t)− θ010. tabulâ redzamâs funkcijas w1 un w2, kas izteiktas caur F̂b1 un F̂b2 . Izmantojot (4.1)10. tabulâ redzamâs funkcijas w1 un w2 var pârrakstît formâ, kas redzama 11. tabulâ.11. tabula Funkcijas w1 un w2 Piemçriem 1{5.Piemçrs w1(Xi, θ,∆, t) w2(Xi, θ,∆, t)1 Hb1(t−Xi)− θ0 Hb2(t− Yj)− θ0 −∆02 Hb1(θ0 −Xi)− t Hb2(θ0 +∆0 − Yj)− t3 Hb1(θ0 −Xi)−∆0 Hb2(θ0 − Yj)− t4 Hb1(θ0 −Xi)− 1 + ∆0 Hb2(θ0 − Yj)− 1 + t5 Hb1(∆0 −Xi)− θ0 Hb2(t− Yj)− θ0Òemot vçrâ, to ka visiem apskatîtajiem piemçriem funkcijas w1 un w2 izsakâs lîdzîgâveidâ, Valeinis [28] parâdîja, ka novçrtçjoðos vienâdojumus w1 un w2 gludinâtâs ELmetodes gadîjumâ var pârrakstît vispârîgâ formâ
w1(Xi, θ,∆, t) = Gb1(ξ1(θ)−Xi)− ξ2(θ), (4.3)
w2(Yj, θ,∆, t) = Gb2(ψ1(θ)−Xi)− ψ2(θ), (4.4)47



kuriem
EF1(w1(Xi, θ0,∆, t)) = 0, EF2(w2(Yj, θ0,∆, t)) = 0. (4.5)Arî gludinâtâs EL gadîjumâ ir spçkâ Teorçma 1, taèu, lai noteiktu joslas platumu b1un b2 asimptotiskâs kârtas, jâpârskata Teorçmas 1 pierâdîjums ðajâ konkrçtajâ gadîjumâ.Atzîmçsim, ka Claeskens [29] ðo kârtu ir noteikusi ROC lîkòu gadîjumâ un Valeinis [17] {strukturâlo attiecîbu modeïu vispârinâtajam P-P grafikam.4.1. Bârtleta korekcija gludinâtajai EL metodeiMçìinâsim iegût Bârtleta korekciju vispârinâtajai 2 izlaðu problçmai gludinâtajai EL.Izmantojot (3.8), (3.9) un (3.11), varam definçt mûs interesçjoðu sistçmu







1

n1

n1∑

i=1

w1(Xi, θ,∆, t)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t)
= 0,

1

n2

n2∑

j=1

w2(Yj, θ,∆, t)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)
= 0,

n1∑

i=1

λ1(θ)α1(Xi, θ,∆, t)

1 + λ1(θ)w1(Xi, θ,∆, t)
+

n2∑

j=1

λ2(θ)α2(Yj, θ,∆, t)

1 + λ2(θ)w2(Yj, θ,∆, t)
= 0,

(4.6)
kur w1(Xi, θ,∆, t) un w2(Xi, θ,∆, t) definçts ar (4.3) un (4.4). Lai nedaudz vienkârðotupierakstu, apzîmçsim

λ1 = λ1(θ), n = n1 + n2, λ2 = λ2(θ), w1 = w1(Xi, θ,∆, t) un w2 = w2(Yj, θ,∆, t).Sâkotnçji, lai iegûtu Bârtleta korekciju vispârîgai 2 izlaðu problçmai, bija plânots bal-stîties uz Liu, Zou un Zhang [14] izdarîto divu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai, taèu sîkâkiepazîstoties ar pierâdîjuma detaïâm (skatît nodaïu 3.1.), nâcâs secinât, ka ðo pieeju nevarpielietot aprakstîtajai vispârinâtajai divu izlaðu problçmai, jo sistçmas (4.6) 3.vienâdo-jums neizsakâs tik vienkârðâ formâ kâ sistçmas (3.17) 3.vienâdojums.Tâ vietâ izvirzîtâ mçría sasniegðanai nepiecieðams vairâk balstîties uz Chen un Hall[8], kuri parâdîja Bârtleta korekciju gludinâtajai EL kvantilçm vienas izlases gadîjumâ.
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Izvirzîsim sistçmas (4.6) 1. vienâdojumu Teilora rindâ
0 = n−1

1

n1∑

i=1

w1

1 + λ1w1
= n−1

1

n1∑

i=1

w1(1− λ1w1 + (λ1w1)
2 − (λ1w1)

3 + . . .)

= n−1
1

∞∑

k=1

n1∑

i=1

(−λ1)k−1wk
1 =

∞∑

k=1

(−λ1)k−1n−1
1

n1∑

i=1

wk
1

=
∞∑

k=1

(−λ1)k−1w̄1k, (4.7)kur w̄1k = n−1
1

∑n1

i=1w
k
1 .Izmantojot Lemmu 3 no [28] (4.7) var pârrakstît, s ≥ 1,

∞∑

k=1

(−λ1)k−1w̄1k =
s∑

k=1

(−λ1)k−1w̄1k +Op((n
−1/2
1 + br1)

s) = 0,Neòemot vçrâ Op((n
−1/2
1 + br1)

s), iegûstam
s∑

k=1

(−λ1)k−1w̄1k = 0.Tagad iteratîvi risinâsim ðo vienâdojumu, lai atrastu λ1 katram s ≥ 1. Gadîjumâ, kad
s = 1, mçs nevaram iegût vienu unikâlu atrisinâjumu.

s = 2 : w̄11 − λ1w̄12 = 0 ⇒ λ1 = w̄−1
12 w̄11;

s = 3 : w̄11 − λ1w̄12 + λ21w̄13 = 0 un izmantojot λ1 = w̄−1
12 w̄11, iegûstam

w1 − λ1w̄12 + (w̄−1
12 w̄11)

2w̄13 = 0 ⇒ λ1 = w̄−1
12 w̄11 + w̄13w̄

−3
12 w̄

2
11;

s = 4 : w̄11 − λ1w̄12 + λ21w̄13 − λ31w̄14 = 0 un ievietojot λ1 = w̄−1
12 w̄11 + w̄13w̄

−3
12 w̄

2
11,iegûstam

λ1 =w̄
−1
12 w̄11 + w̄13w̄

−3
12 w̄

2
11 + (2w̄−5

12 w̄
2
13 − w̄−4

12 w̄14)w̄
3
11

+ (w̄3
13w̄

−7
12 − 3w̄−6

12 w̄13w̄14)w̄
4
11 − 3w̄2

13w̄
−8
12 w̄14w̄

5
11 − w̄3

13w̄
−10
12 w̄14w̄

6
11,ko var arî pârrakstît formâ

λ1 =w̄
−1
12 w̄11 + w̄13w̄

−3
12 w̄

2
11 + (2w̄−5

12 w̄
2
13 − w̄−4

12 w̄14)w̄
3
11

+

j
∑

k=4

R1kw̄
k
11 +Op((n

−1/2
1 + br1)

j+1). (4.8)No Lemmas 4 [28] seko, ka
λ2 = −1

κ

β10
β20

λ1 + op(n
−1/2), (4.9)49



kur κ→ n2/n1, kad n1, n2 → ∞, un β10 = f1(ξ(θ0))ξ1(θ0)
′,

β20 = f2(φ(θ0))φ1(θ0)
′. Neòemot vçrâ op(n−1/2) (4.9), to var pârrakstît

λ2 = cλ1 (4.10)Tagad apskatîsim empîrisko logaritmisko ticamîbas attiecîbuW no (3.10). Izvirzot Teilorarindâ log(1 + λ1w1) un log(1 + λ2w2) un izmantojot (4.10), iegûstam
W = 2

(
n1∑

i=1

log(1 + λ1w1) +

n2∑

j=1

log(1 + λ2w2)

)

= 2

(
n1∑

i=1

∞∑
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k
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∞∑
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kwk

2
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n1
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∞∑

k=1
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kw̄2k
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= 2
∞∑
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(−1)k+1k−1λk1
(
n1w̄1k + n2c

kw̄2k

)

= 2
∞∑

k=1

(−1)k+1k−1λk1 ṽk (4.11)
= 2n

∞∑

k=1

(−1)k+1k−1λk1 v̄k (4.12)kur ṽk = n1w̄1k + n2c
kw̄2k un v̄k = (n1/n)w̄1k + (n2/n)c

kw̄2k.Iegûtâ izteiksme (4.12) ir lîdzîgâ formâ kâ vienas izlases kvantiïu gadîjumâ (2.27).Atgriezîsimies pie W izvirzîjuma
W = 2

∞∑

k=1

(−1)k+1k−1λk1 ṽk

= 2

(

λ1ṽ1 −
1

2
λ21ṽ2 +

1

3
λ31ṽ3 −

1

4
λ41ṽ4 +

1

5
λ51ṽ5 − . . .

) (4.13)Pieòemot, ka λ1 = w̄−1
12 w̄11 + w̄13w̄

−3
12 w̄

2
11 + (2w̄−5

12 w̄
2
13 − w̄−4

12 w̄14)w̄
3
11, iegûsim λ21, λ31, λ41 un

λ51.

λ21 =w̄
−2
12 w̄

2
11 + 5w̄2

13w̄
−6
12 w̄

4
11 + 2w̄−4

12 w̄
3
11w̄13 + 4w̄−10

12 w̄4
13w̄
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12 w̄
2
14w̄

6
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− 4w̄−9
12 w̄

2
13w̄14w̄
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11 − 2w̄−5
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4
11 + 4w̄−8

12 w̄
3
13w̄

5
11 − 2w̄−7

12 w̄13w̄14w̄
5
11,izteiksmes priekð λ31, λ41 un λ51 jau ir daudz garâkas, tâpçc tâs ðeit neuzrâdîsim.
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Ievietojot iegûtâs λi1, i = 1, 5 (4.13), iegûstam
W = 2ṽ1w̄

−1
12 w̄11 + (2ṽ1w̄13w̄

−3
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12 )w̄
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12 − 2ṽ2w̄13w̄

−4
12 − 2ṽ1w̄14w̄
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11 + (op(b) +Op(δ + l−1/2))j+2, (4.14)kur b = min(b1, b2), l = min(n1, n2) un δ = O(br).

W izvirzîjumâ ievietojam ṽk = n1w̄1k + n2c
kw̄2k iegûstot,
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11}

+ n2

j
∑

k=5

R4kw̄
k+1
11 + (op(b) +Op(δ + l−1/2))j+2. (4.15)Apskatot (4.15), redzams, ka empîriskâs logaritmiskâs ticamîbas attiecîbas izvirzîjumu,esam ieguvuði formâ

W = K1 +K2,kur K1 ir atkarîgs tikai no 1.izlases un sakrît ar W izvirzîjumu vienas izlases kvantiïugadîjumâ (2.27).Tâlâk jâdarbojas lîdzîgi kâ tika aprakstîts vienas izlases kvantiïu gadîjumâ, taèu tâkâ ðajâ { vispârîgâs 2 izlaðu problçmas { gadîjumâ, W izteiksme ir daudz komplicçtâkâformâ, tad ðo soïu izpilde ir daudz sareþìîtâka un laikietilpîgâka.51



SecinâjumiDarbâ tika apskatîta empîriskâs ticamîbas metode { vienîgâ neparametriskâ metode,kurai iespçjama Bârtleta korekcija. Darba izstrâdes laikâ tika veikta padziïinâta teorçtiskaBârtleta korekcijas analîze vienas izlases gadîjumâ { vidçjai vçrtîbai un kvantilçm undivu izlaðu gadîjumâ { vidçjo vçrtîbu starpîbai, kas prasîja arî padziïinâtu iepazîðanos arEdgeworth izvirzîjumiem.Veicot praktisku Bârtleta korekcijas efektivitâtes pârbaudi ar empîrisko pârklâjumaprecizitâti vienas izlases gadîjumâ { vidçjai vçrtîbai un mediânai un divu izlaðu gadîjumâ{ vidçjo vçrtîbu starpîbai, nâcâs secinât, ka, jau pie nelieliem izlaðu apjomiem, ar Bârtletakorekcijas palîdzîbu iespçjams ievçrojami uzlabo pârklâjuma precizitâti un, palielinotiesizlases apjomam, atðíirîba starp uzlabojumu, ko sniedz teorçtiskâ un novçrtçtâ Bârtletakorekcija, samazinâs.Sâkotnçji bija plânots, lai iegûtu Bârtleta korekciju empîriskajai ticamîbas metodei [28]iegûtajai vispârinâtajai 2 izlaðu problçmai, balstîties uz Liu, Zou un Zhang [14] izdarîtodivu izlaðu vidçjo vçrtîbu starpîbai, taèu pârstrâdâjot publikâcijâ atrodamo pierâdîjumuun izlabojot tur konstatçtâs neprecizitâtes, nâcâs secinât, ka ðo pieeju 3.vienâdojumasareþìîtâs formas dçï nevar pielietot aprakstîtajai vispârinâtajai divu izlaðu problçmai.Tâdçï izvirzîtâ mçría sasniegðanai, tika nolemts vairâk balstîties uz Chen un Hall [8]pieeju, kuri parâdîja Bârtleta korekciju gludinâtajai EL kvantilçm vienas izlases gadîjumâ.Izmantojot ðo pieeju tika iegûts, empîriskâs logaritmiskâs ticamîbas attiecîbas izvirzîjumsvispârinâtajai 2 izlaðu problçmai.Jau vienai izlasei Bârtleta korekcijas iegûðana kvantiïu gadîjumâ ir ïoti sareþìîts uzde-vums un divu izlaðu vispârinâtajai problçmai tas kïûst vçl tikai sareþìîtâks. Idejiskinepiecieðamie darba posmi ir skaidri, taèu problçma pagaidâm ir praktiskajâ realizâcijâ,kam nepiecieðama padziïinâta papildus izpçte.
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