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Anotacija

Biezi vien prakse sastopamajam datu kopam ir loti griiti noteikt sadalijuma likumu un tam
var biit visdazadakie iemesli. Viena no iespejam, ka sados gadijumos novertet parametrus,
ir lietot neparametriskas metodes un viena no popularakajam sada veida metodem ir
empiriskas ticamibas metode (EL).

St darba merkis ir noskaidrot, cik labi EL metode strada, vai ta spej konkuret ar citam
metodem. Simulejot dazadu sadalijumu datus, ar dazadam metodem tika konstrueti
ticamibas intervali videjai vertibai un medianai, kas tika salidzinati, izmantojot ticamibas
intervalu parklajuma precizitati.

Galvenie darba iegutie rezultati liecina, ka EL metode strada labi un ka ta ir nopietns

sancensis parametriskajam metodem.



Anotation

Very often in practical data analysis it is very hard to determine the real distribution of
data set and there can be many reasons for that. One of the possibilities in such cases is to
use nonparametric methods to estimate parameters, one of the most popular is empirical
likelihood (EL) method.

The main purpose of this work is to investigate, how good EL method is, comparing with
other methods. For this purpose, there was simulated data from different distributions
and different methods were used to construct confidence intervals for mean and median,
these methods were compared using coverage accuracy.

The main results are that EL method works very well and that it is a serious competitor

to parametric methods.
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A.3 Programma x? kriterija parbaudei



1 Ievads

Vislielakas ticamibas metode ir viena no plasak lietotajam metodem parametru novertesana
parametrisko modelu gadijuma. Tac¢u biezi vien prakse sastopamajam datu kopam ir loti
gruti noteikt sadalijuma likumu un tam par iemeslu var but nepietiekoss izlases apjoms, vai
arl tas, ka teoretiskais sadalijums ir tik sarezgits, ka ta matematisko izteiksmi ir loti gruti
vai pat praktiski neiespejami iegut. Statistika daudzas proceduras (testi, hipotezu parbaudes,
ticamibas intervalu konstruésana) balstas uz parametriskiem pienémumiem par datu sadalijumu.
Nosakot datiem nepareizu sadalijumu un veicot datu analizi, kas balstita uz $o pienémumu,
var iegut pat loti neprecizus rezultatus. Rodas jautajums, ka veikt datu analizi, novertet
parametrus, ja datu sadalijumu nevar noteikt. Viena no iespgjam ir parametru novertesana
lietot neparametriskas metodes un viena no popularakajam Sada veida metodeém ir empiriskas
ticamibas metode (turpmak — EL). Owen ([10], [11], [12]) iepazistinaja ar EL metodi ticamibas
regionu konstruesanai. EL pirmsakumi mekléjami jau Thomas, Grunkemeier [19] darbos saistiba
ar izdzivoSanas varbiitibu novertesanu. Galvena §1s metodes prieksrociba ir tada, ka EL ticamibas
regionu forma nebalstas uz pétama sadalijjuma neesoSu simetriju, bet gan uz pétamo datu
kopu, t.i., EL ticamibas regioni nav simetriski. Uz doto bridi visvairak izpetitais gadijums
ir, kad novertejamais parametrs var tikt izteikts ka gluda funkcija no videjas vertibas. Tiesi
§im gadijjumam ir paradits, ka ar Bartleta korekcijas palidzibu var uzlabot parklajuma kludu
no O(n=!) uz O(n=2). Pat visparastakajam uz normala sadalijuma aproksimaciju balstitajam
metodem, kas konstrue divpusejos ticamibas intervalus videjai vertibai, parklajuma kluda ir ar
kartu n~t.
St darba merkis ir noskaidrot, cik labi EL metode strada, vai ta spej konkuret ar citam metodém.
Lai sasniegtu darba merki tika izvirziti vairaki darba uzdevumi:

1. iepazities ar empiriskas ticamibas attiecibas testu;

2. teoretiski, veicot simulacijas, péetit EL metodes efektivitati;

3. pielietot EL metodi realai datu problemai.
Visas darba atspogulotas simulacijas tika veiktas, izmantojot programma R uzrakstitas dator-
programmas. Darbs sastav no 9 nodalam un 1 pielikuma. 2. nodala defineti dazi pamatjédzieni
un sadalijjumi, kas izmantoti darba, 3. nodala ir aprakstits vislielakas ticamibas attiecibas
tests, kas ir viens no popularakajiem testiem, ko lieto parametru novertéSana un ticamibas
intervalu konstruesana, 4. nodala ir apskatits neparametiskas ticamibas attiecibas tests, EL
metode ticamibas intervalu konstruesanai vidéjai vertibai un EL metode visparigaja gadijuma,

5. nodala, izmantojot veiktas simulacijas, ir salidzinatas dazas parametriskas metodes ar EL



metodi videjas vertibas gadijjuma, 6. nodala ir aprakstita Bartleta korekcija videéjas vertibas
gadijuma un ar simulaciju palidzibu paradits kadu uzlabojumu &1 korekcija dod. Nakamaja
nodala ir aprakstitas 3 EL metodes ticamibas intervalu konstruesanai kvantilem un ar simulaciju
palidzibu §1s metodes ir salidzinatas medianas gadijuma. 8. nodala EL metode ir pielietota realai
datu problemai-Latvijas pensiju videjo vertibu izpetei, 9. nodala ir aprakstiti galvenie darba
iegiitie rezultati un secinajumi. Pedeja nodala ir ievietots izmantotas literatiiras saraksts. Lai
analizetu un petitu EL metodes efektivitati, programma R tika uzrakstitas vairakas datorpro-

grammas, dazas no tam ir ievietotas pielikuma.



2 Pamatjedzieni un definicijas

Saja nodala apskatisim dazus darba izmantotos pamatjédzienus, un ta ka darba (simulacijas un
piemeros) tiek izmantoti dazadi sadalijumi: normalais, dubultais eksponencialais, Stjudenta, x?,
Kost sadalijums, tad apskatisim dazus mazak pazistamos sadalijumus. Jedzienu un sadalijumu

definesana izmantoti ([1], [2]).

Definicija 1. Gadijuma lielums X ir nepartraukts, ja eksiste funkcija f tada, ka f(x) > 0
Vo € R, fjozo f(z)dx =1 un Va < b,

Pla< X <b)= /bf(x)da:,

kur funkciju f sauc par varbutibu blivuma funkciju.

Fla) = / F(t)dt
un f(z) = F’'(x) visos punktos x, kuros F ir diferencejama.

Definicija 2. Ja X ir diskréts gadijuma lielums, kas pienem vertibas {z1,...,z,}, tad var

definet varbutibu funkciju (varbutibu masas funkciju) f(z) = P(X = ).

Definicija 3. Gadijuma lieluma X kumulativa sadalijjuma funkcija (turpmak — sadalijjuma
funkcija) ir F(z) = P(X < z), kur —oo < z < 0.
Ja definesim F'(z—) = P(X < ), tad P(X =z) = F(z) — F(z—).

Dubultais eksponecialais sadalijums.

Dubulta eksponeciala sadalijuma blivuma funkcija ir f(x|u, 8) = (28) texp {—|z — u|/B}, ja
@ =0un § = 1, tad to sauc par standarta dubulto eksponencialo sadalifjumu un f(z|0,1) =
271 exp {—|z|} . Dubultais eksponencialais sadalijums ir simetrisks sadalijums, ta videja vertiba

sakrit ar medianu un modu.

Kos1 sadalijums.

Kost sadalijuma blivuma funkcija ir f(z|p,v) = 771 [v/((x — p)? ++?)] , jap =0 un v = 1,
tad to sauc par standarta Kost sadalijumu un f(z]0,1) = (7(1 + 2?))~!. Kosl sadalijums ir
loti interesants sadalijums, jo tam nav defineta videja vertiba, dispersija un augstakas kartas

momenti, tacu t& moda un mediana sakrit ar u.
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Attels 1: Standartnormala, standarta Kog1 un standarta dubulta eksponenciala sadalijuma

blivuma funkcijas

Attela 1 ir redzamas standartnormala N (0, 1), standarta Kost (0,1) un standarta dubulta
eksponenciala (0, 1) sadalijjuma blivuma funkcijas, lai arT visi tris sadalijumi ir simetriski, tac¢u

tie ir loti dazadi.



3 Vislielakas ticamibas attiecibas tests

1922. gada genetikis un statistikis R. A. FiSers ieviesa vislielakas ticamibas metodi, kas bija
viens no nozimigakajiem notikumiem matematiskaja statistika 20. gadsimta, jo ta ir viena no
visplasak pielietojamajam metodem parametriskajos modelos. To pielieto linearajos modelos,

faktoranalize, ekonometrika, hipotezu parbaudes, ticamibas intervalu konstruesana u.c.

3.1 Vislielakas ticamibas funkcija un metode

Pienemsim, ka X, ..., X,, ir neatkarigi, vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar varbtutibu blivuma
vai varbiitibu masas funkciju f(z]@), kur § € © C R¥. Piemeéram, ja X1,..., X, ir neatkarigi,
normali sadaliti gadijuma lielumi, tad f(z|6) = f(z|n,0?) = (V2r0) Lexp {—(20%) " (z — p)?}.
Vislielakas ticamibas funkcija tiek defineta ka

n

Ln(0) = ] F(xi10).

i=1
Vislielakas ticamibas metode noverté parametru ¢, atrodot tadu é, kas maksimizée L, (6). 6 sauc

par vislielakas ticamibas novertéjumu parametram @, t.i.,
0 = arg max L,(0).

Ja L,(0) ir diferencejama péc 6, tad visbiezak vislielakas ticamibas funkcijas parametra 6

novertejumu var iegiit ar vislielakas ticamibas metodes palidzibu, atrisinot sekojosu vienadojumu:

OLn(0)

=0.
00 |y_p

leguta parametra 0 vertiba g ir vislielakas ticamibas funkcijas parametra novertéjums. Jaatzime,
ka jebkura 6 vertiba, kas maksimizé L,(#), maksimize ar1 In(L,(0)), tadel biezi vislielakas

ticamibas funkcijas vieta izmanto logaritmisko vislielakas ticamibas funkciju In(L,,(6)).

Definicija 4. [1] Ja X,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijjuma lielumi ar f(x|0), tad

I,(9) = nI(0) sauc par Fisera informaciju, kur I(0) = —Fy(9%In f(X|0)/06?).
Regularitates nosacijumi maksimalas ticamibas metodei:
1. Gadijuma lielumi X;, i = 1,2,...,n ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar f(z|@);
2. Parametru telpa © ir kompakta un 1sta parametra 6 vertiba 6 ir §is telpas iekSejs punkts;

3. Eksiste Ep, In f(X;]|6) un ista parametra vertiba 6y ir 6y = arg max Ey, In f(X;]0);
€
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4. Logaritmiska ticamibas funkcija In(Ly,(0)) = >_" | In f(2;]0) ir nepartraukta pec 6;
5. 36 > 0 tads, ka supyeg [n ! In(L,(0)) — Eg, In f(X;|0)| < 6 gandriz drosi;
6. In(Ly,(0)) ir divreiz nepartraukti diferencejama istas parametra vertibas 0y apkartne;
7. Intergrésanas un diferencésanas operatorus var mainit vietam;
8. Eksisté matrica I(fy) un ta nav vienibas matrica. [13]

Izpildoties regularitates nosacijumiem, vislielakas ticamibas metodes novertejumi g ir :

1. butiski, t.i., Ve > 0 lim P(|d — 6] > €) = 0;

n—oo

2. funkcionali invarianti, t.i., ja g ir parametra 0 vislielakas ticamibas metodes novertejums,
tad, ja g ir funkcija, kas atkariga no parametra 6, tad g(f) vislielakas ticamibas metodes

~

novertejums ir g(6);
3. asimptotiski nenovirziti, t.i., to novirze E(é — 0) tiecas uz nulli, ja n — oo;
4. asimptotiski normali, t.i., (0 — 0)/(\/1/1,(0)) — N(0,1), ja n — oc;

5. asimptotiski optimali vai efektivi, tas nozime, ka starp citiem parametra € novertejumiem,

vislielakas ticamibas novertéjumiem ir mazaka dispersija. [1]

Piemers 1. Pienemsim, ka Xi, ..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti un X; ~ N(u,0?). Tad
normala sadalijuma vislielakas ticamibas funkcija ir

n

Ly (6) = Lu(n, 0%) = (2m0”) " exp (—2;2 (Xi — u)2>
i=1

un vislielakas ticamibas metodes parametru novertejumi ir
P o1 )2
fg=Xun o :—Z(Xi—X) .
i=1
fi ir nenovirzits parametra p novertéjums, jo Ef = EX = E(n '>"  X;) = u, bet 62

2 novertéjums, tacu abi Sie novertéjumi asimptotiski ir nenovirziti.

ir novirzits parametra o
Normalais sadalijums ir simetrisks sadalijums, tam videja vertiba sakrit ar medianu.

Mediana m tiek defineta ka P(X < m) > 1/2 A P(X > m) > 1/2 diskretaja gadijuma un
[™_dF(z) > 1/2 A [T dF(z) > 1/2 nepartrauktaja gadijuma.

Salidzinasim divus p novertéjumus: fi un fi, kur i ir izlases videja vertiba (maksimalas ticamibas

metodes novertéjums), bet [ ir izlases mediana. Maksimalas ticamibas metodes novertéjumam

11



ir speka, ka /n(i — p) — N(0,0%). Var pieradit [1], ka v/n(i — ) — N(0,50?), tas nozime,
ka mediana tapat ka videja vertiba tiecas uz isto vertibu, tac¢u medianai ir lielaka dispersija
ka videjai vertibai. Tas arT uzskatami parada maksimalas ticamibas metodes parametru opti-

malitati.

3.2 Vislielakas ticamibas attiecibas tests

Vislielakas ticamibas attiecibas tests ir metode, ka parbaudit nulles hipotezi Hy: 6 € O pret
Hi:0 €0, kar OgUBO; =0 C RF un ©gN O = (. Tests noraida Hy pie mazam vislielakas

ticamibas attiecibas testa statistikas

h
>
=

_ Lu
Ly(
vertibam, kur L, (6y) = Supgee, Ln(f) un Ln(61)

0
01

= SUPgco,uo, Ln(f). Vislielakas ticamibas

An

~—

funkcija L, (0) tiek maksimizeta divreiz: vispirms par Oy un pec tam par ©¢ U ©.

Definicija 5. [1] Testa ar noraidisanas regionu R, R = {z : T(z) > ¢}, jaudas funkcija tiek
defineta ar 3(0) = Pp(X € R), kur T ir testa statistika un c kritiska vertiba. a = supycg, 5(0)
ir testa lielums. Saka, ka testam ir nozimibas Iimenis «, ja ta lielums ir mazaks vai vienads par

[

Lemma 1. (Neimana-Pirsona lemma, [1]) Aplukosim vienkarsu hipotézu parbaudi Hy : 6 = 6

pret Hy : 8 = 61 un definésim

T — Ly (6o) _ H?:1 f(xilbo)
Lo(0h)  ITioy flil6r)

H)j tiek noraidita, ja T' < k un ja k izvelas tadu, ka Py (T < k) = a, tad §is ir jaudigakais tests

ar lielumu a. Tas nozime, ka starp visiem testiem ar lielumu «;, Sis tests maksimize jaudu ((6).

Tatad, parbaudot vienkarsu hipotezi Hg : 0 = 0y pret Hy : 8 = 01, specialgadijuma vislielakas

ticamibas attiecibas tests ir jaudigakais tests.

Teoréma 2. (Vilksa teorema, [14]) Pienemsim, ka X1, ..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti
ar zinamu f(z|f), kur parametrs § C © C R* nav zinams, un pienemsim, ka f(z|f) apmierina

regularitates nosacijumus (sk. 10. Ipp.) Tad, parbaudot Hy: 0 =6y C © C R", kur 0 <r < k,
—2In )\, ~ x2.

Vilksa teorema nosaka, ka —2In ), ~ x2. Izmantojot $o rezultatu var konstruet ticamibas

intervalus parametram 6 sekojosa veida. No kritisko vertibu tabulas var atrast ¢ tadu, ka
POE<c)=1-a, (3.1)

12



kur 1 — « ir regiona
Re = {9 : —210(Ln(0)/Ln(f))) < c} (3.2)
ticamiba. No Vilksa teoremas seko, ka R, konvergence ir vienada ar 1 — a:
P(0y € Re) = P(=2In(Ly,(09)/Ln(01)) < ¢) — 1 —a, (3.3)
kad n — oo.

Piemers 2. Pienemsim, ka X, ..., X,, ir neatkarigi un normali sadaliti (N (u,c?)), un veiksim

sekojosu hipotezu parbaudi: Hgy : u = po pret Hi : u # po. Atradisim vislielakas ticamibas

attiecibas testa statistiku divos gadijumos, kad ¢ ir zinama un kad o2 nav zinama.
1. o2 ir zinama.

[—V2ma] "exp ( 20 - M0)2> exp (—(20'2)1 > (X - M0)2>
i=1 _ i=1
[—V2m0] “exp (—(202)_1 Z(X — X)2>

A= exp (-(202)—1 g(X@- - X)Q)
= exp (-(202)1 g(xi — po)? + (20%) 71 ZZ:(Xi - 502)
— ex ( (202)" 1;”; [(Xi — po)® — (X; —X)2]>
~ oxp (_(202)—1 ; (X, — X + X — po)® — (Xi — X)2]>
— exp <_<202)—1 [223 [(Xi = X)(X = po)] +n(X - Wz])
= exp (—(20%) (X — po)?)
jo
Z (X — X)(X — )] = (% — Mo)g(Xi - X) = (X~ m) (ZX - “X>

= (X — o) <ZX—n71lZX> = 0.



Lidz ar to
n o 2
—2In(\,) = o (X — po)” ~ X3
leverojam, ka —21In(\,) = Z2, kur Z = \/n(X — po)/o ~ N(0,1) ir Z—testa statistika.

2

. 0 nav zinama.

Lemma 3. [15] Ja a ir konstante vai mainigais, kas nav atkarigs no o>

un n ir pozitiva
konstante, tad funkcija h(o?;a) = (02)7(71/ 2 =(a/20%) gavu maksimumu sasniedz pie

62 = a/n un max,2 h (a/n;a) = (a/n)~ (/e (/2),

O Atvasinam In(h) = —a(20?)~! — (nIn(0?))/2 pec o un pielidzinam 0:

i 1 n 0

_ 4 2_ 2
—@a ﬁ,@ln(h)—OﬁUQ n—0:>(7—n

legtitais atrisinajums ir maksimums, jo In(h) otrais atvasinajums punkta o? = a/n ir

negativs, proti,

0?2 92 a n a n
9077 ) = 52 (351~ 302) = o5 + o1
0? a n n3
5 In(h) - ;= 5 <0
(80 ) o2=a/n (a/n) 2 (CL/TZ) a

Lai iegfitu maksimalo izteiksmes h(0?;a) vertibu o2 jaaizvieto ar a/n. B

Ly(p,0?) pie Hy ir vienada ar

1 n
2\ 2\—n/2 2
Lu(p0,0%) = (2m02) ™ 2exp (—202 > (Xi — o) )

Izmantojot Lemmu 3, a vieta gemot a = Y"1 | (X; — po)?, iegtstam, ka
68 =n"" 31 (X — po)® un
n —n/2
max Ly (pig, 0%) = L0, 63) = ¢ /2 (n > - m?) (2m) ™"/,
7 i=1

Pie Hy U H; vislielakas ticamibas funkciju maksimize tas vislielakas ticamibas metodes

parametru novert&jumi £ un 62, tatad

n —n/2
ok L1, %) = Lo(X, %) = 2 ( >0, - x>2> (22
7 i=1

14



Vislielakas ticamibas attiecibas testa statistikas vertiba ir

n

n n/2
A = Lu(ji0,53)/La(%,5%) = (Z(xi ~ X)X - W)
=1

i=1

n n n/2
= ( (Xi—X)Q/Z(Xi—X)2+n(X_MO)2> :

=1

—_

Tatad .
—2In(\,) =nln (1 + (n(X = po)?)/ > (Xi - X)2> ~ X3

i=1
leverosim, ka Saja gadijuma
- "(X - M0)2

kur T ir Stjudenta t-statistika.
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4 Neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibas tests

4.1 Neparametriska vislielakas ticamibas funkcija

Definicija 6. [2] Ja Xi,...,X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti, tad empiriska kumulativa

sadalijuma funkcija (turpmak — empiriska sadalijjuma funkcija) tiek defineta ka

1 n
i=1
kur —oo < z < o0.
Definicija 7. [2] Ja Xi,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti ar kadu sadalijuma funkciju

Fpy, tad funkcijas F' neparametriska ticamibas funkcija ir
L(F) = [[(F(X:) = F(Xi-)). (4.2)

Butiska neparametriskas ticamibas funkcijas ipasiba ir, ka L(F) = 0, ja F ir nepartraukts
sadalijums. Lai neparametriska ticamibas funkcija buitu pozitiva, sadalijuma funkcijai F' jauzliek

pozitiva varbutiba katram no petamas datu kopas punktiem.

Teoréma 4. (Owen, [2]) Piegemsim, ka Xi,..., X, € R ir neatkarigi gadijuma liclumi ar

sadalfjuma funkciju Fy un F, ir to empiriska sadalijuma funkcija. Ja F' # F,, tad L(F') < L(F},).
U Pienemsim, ka 21 < 29 < ... < 2y, ir atskirigas Xy,...,X,, vertibas un n; > 1 ir X; skaits,

kad X; sakrit ar z;, p; = F(z;) — F(2j—) = P(z; = X;) un p; = n;/n.

Jap; =0Vj =1,...,m, tad L(F) = 0 < L(F,). Tapec piepemsim, ka visi p; > 0 un ka

vismaz vienam j: p; # p;. Ta ka log(x) <z — 1 Vz > 0 ar vienadibu tikai, kad z = 1, tad

J=1

Tatad L(F) < L(F,). &
Teorema 4 pierada to, ka neparametrisko ticamibas funkciju maksimize empiriska sadalijuma
funkcija. Tatad empiriska sadalfjuma funkcija F), ir funkcijas F' neparametriskas vislielakas

ticamibas funkcijas novertejums.
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4.2 Neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibas tests

Lidzigi ka parametriskaja gadijuma, arT neparametriskas ticamibas funkcijas attiecibu var izman-
tot hipotezu parbaudei un ticamibas intervalu konstruesanai. Sadalijuma funkcijai F' definesim

neparametriskas ticamibas fukcijas attiecibu:

R = iz =1 (1.3

kur L(F) ir definéts ar (4.2). Lai neparametriskaja gadijuma noverteétu parametrus un veiktu
hipotezu parbaudi, nezinamo parametru 6 izsaka funkcionali no sadalijuma funkcijas F', t.i.,

0 = T(F) un parametra # novertejums ir 6 = T'(F},).
Piemers 3. Ja Xi,..., X, ir neatkarigi un vienadi sadaliti

1. videja vertiba: § = EX = fj;o xdF(z) un 6 iegustam sekojosi § = fj;o xdF,(z) =
n~1 Y X; = X, tas nozime, ka neparametriskais videjas vertibas novertejums vienmer biis

izlases videja vertiba, kas sakrit ar paramerisko gadijumu, kad izlase ir normali sadalita;
2. mediana 0 =m: ["_dF(z) — [ dF(z) =0.

Uzskatisim, ka F' pieder kopai F, F var sakrist ar visu R, ta¢u biezak tiek izmantota R

apakskopa. Definésim ta saukto profila ticamibas attiecibas funkciju:
R(0) =sup{R(F)|T(F)=0,F € F}.

Empiriskas ticamibas (EL) hipotézu parbaude noraida Hy : T'(Fy) = 6y, kad R(6p) < 19, kur 79
ir konstante. EL ticamibas regioni ir sekojosa forma: {0|R(6) > ro}, o var noteikt izmantojot
Vilksa teoremas neparametrisko versiju (sk. Teoremu 8).

Viendimensionala parametra gadijuma zimes-saknes empiriskas logaritmiskas ticamibas attiecibas
statistikai Ry = sign(0 — 00)\/—21n R(fp) ir asimptotisks standartnormalais sadalijums N (0, 1),
bet, ja 6 ir p—dimensionals parametrs, tad RyRy = —2/n1n R(fy) un vektoram n'/2Ry ir N(0, 1)

sadalijums ar kartu O(n~1/2). [2]

4.3 Ticamibas intevalu konstruesana videjai vertibai ar EL

Ka jau ieprieks tika minets par parametru €, mes interesesimies ka par funkcionali no sadalijuma
funkcijas F, t.i., § = T(F'). Vispirms, lai labak izprastu problematiku, apskatisim vienkarsako
gadijumu, kad T'(F) = pu.

Pienemsim, ka mums ir doti neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi Xi,..., X, ar
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nezinamu sadalijjuma funkciju F'. Ja empiriska ticamibas funkcija ir definéta ar (4.2) un empiriskas
ticamibas attieciba ar (4.3), tad, lai konstruetu ticamibas regionus parametram g, izmantosim

ta saukto profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju

n n n
Rp(p) = sup { [Iroilpi =20, pi=1) piXi= M} : (4.4)
=1 =1 =1

Owen ([10],[11]) paradija, ka eksiste viens vienigs izteiksmes (4.4) labas puses atrisinajums, ja

u atrodas izliektaja ¢aula, ko veido Xj, ..., X,,. Maksimizacijas probléemu (4.4) var atrisinat ar

Lagranza reizinataju palidzibu. Izteiksme [, np;, pie ierobezojumiem

n n
pi >0, sz' =1un Zpin' =pu
i—1 i=1

savu maksimumu sasniedz, kad

pi=pi(p) =n"" {1+ XX — p)} ', (4.5)

kur A = A(p) var iegit no izteiksmes

Zn: {1+ AX =)} (X —p) =0 (4.6)
i=1
Tatad .
Rp(p) = [[{1+ X =)} (4.7)
i=1
Logaritmiska empiriskas ticamibas attiecibas statistika ir Wg(pu) = —2In Rg(u), t.4,
We(p) = 22”:1“{14')\(&—/0}- (4.8)
i=1
Teorema 5. (Owen, [2]) Ja X1,...,X,, ir neatkarigi un vienadi sadaliti gadijuma lielumi ar

sadalijuma funkciju Fy un o = E(X;), un 0 < D(X;) < oo, tad —2In(R(uo)) tiecas uz x?, kad

n — oQ.

Teorema 5 parada, ka, ja u = o, tad Wg(u) tiecas uz x?, kad n — oo. Ticamibas intervalus
parametram g pie nozimibas limena « var iegut ka tadu punktu kopu, kam Wg(u) < ¢, kur ¢ ir

noteikts ka P(x? <c¢)=1-a.

4.4 EL vispareja gadijuma
EL visparejais gadijums izklastits [3]. Piepemsim, ka mums ir doti neatkarigi un vienadi sadaliti

d-dimensionali gadijjuma lielumi X7i,..., X, ar nezinamu sadalijuma funkciju F', kurai ir p—

dimensionals parametrs 6. Pienemsim, ka informacija par F un 6 ir dota r > p funkcionali
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neatkarigu nenovirzitu funkciju forma, t.i., ka funkcijas ¢;(X,0), 7 = 1,2,...,r, tadas, ka

Er{g;(X,0)} =0.

Saja gadijuma funkciju L(F) = [, p; maksimizésim pie sekojosiem ierobezojumiem
pi>0, Y pi=1, Y pig(X;,0) = 0. (4.9)
i i

Dotam 6 eksiste viens vienigs maksimums, ja 0 ir izliektaja ¢aula, kura sastav no punktiem

9(X1,0),...,9(X,,0). Tapat ka ieprieks maksimumu var atrast ar Lagranza reizinataju palidzibu.
H=> In(p;)+ X (1 — Zpi> —nXT > pig(Xi,0), (4.10)
kur A\g un A = (Aq,...,\)7 ir Lagranza reizinataji. Atvasinot izteiksmi (4.10) péc p;, iegustam
OH 1
=——X—n\g(X;,0)=0, pi— —n—)\ =0=X=n
O P 0 9(Xi zz: i 8pz 0 0
un
1 1
=l - ) ——. 4.11
bi <n> 1+ A\ g(X;,0) (4.11)

Nemot vera treso ierobezojumu (4.9), iegustam, ka

0= szg X;,0) = = Z H/\Tl(Xie)g(Xi’g)' (4.12)

Lagranza reizinatajs A\ var tikt noteikts ka funkcija no . Ta ka 0 < p; < 1, tad A un 6 jaizpildas
1+ Ng(X;,0) > 1/n katram 4. Fiksetam 6, Dg = {\: 1+ A\"g(X;,0) > 1/n}. Dy ir izliekts,

slegts un ierobezots, ja 0 ir izliektaja caula, ko veido g(X;, ). Bez tam

Ol L xeb=t
12D {n ; 1+ M\g(X;, 0)9( )} n= (14 Ag(Xi, 0))2

ir negativi definita argumentam X, nodrosinot to, ka """ ; g(X;,0)g" (X;,0) ir pozitivi definita.

A = A(0) ir nepartraukti diferencéjama funkcija pec 0. Profila empiriska ticamibas funkcija

parametram 6 tagad tiek definéta ka

n

H{WIJF)\T 1) (Xz'ﬁ)}'

=1

Logaritmiska empiriskas ticamibas funkcijas attieciba tiek defineta sekojosi:
n
= In[1+X(0)g(X;,0)]. (4.13)

Acimredzami, gadijuma, ja 0 = u, tad (4.5) un (4.6) ir (4.11) un (4.12) specialgadijumi, kad
g(Xi, 1) = Xy — pt, un 27 Wg () no (4.8) ir (4.13) specialgadijums.
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Minimizgjot [z(6), var iegiit parametra 6 novertejumu 60, t.i., 6 = argminglg(f), kur 0 ir
empiriskas vislielakas ticamibas novertejums. Turklat ar 6 palidzibu var noteikt p; novertejumus

pi no (4.11) un sadalijuma funkcijas F' novertejumu
5 n
Fu(z) =) pil(X; < ). (4.14)
i=1

Jar = p, tad § = 0 minimize I5(#), kur 0 ir vienadojumu >t 9(X;,0) = 0 atrisinajums.
Turklat p; = n~! un (4.14) ir empiriska sadalijuma funkcija. Gadijums, kad r > p sikak ar

ilustrativu piemeéru palidzibu aprakstits [3].

Lemma 6. (Qin, Lawless, [3]) Piegpemsim, ka E [¢(X,6)g" (X, 6p)] ir pozitiva, atvasinajums
0g(X,0)/06 ir nepartraukts 1stas vertibas 0y apkartne, ||0g(X, 0p)/00|| un ||g(X, 0)|] saja apkar—
tne ierobezo kada integréjama funkcija G(X) un E [0g(X, 6y)/00] rangs ir p. Tad, ja n — oo,
ar varbiittbu 1 Iz (6) sasniedz savu minimalo vértibu punkta 6 lodes || — 6p|| < n~!/3 ieksien,

un f un A = A\(f) apmierina

Qun(0,3) =0, Qn(A,X) =0, (4.15)
kur
1 1
Q1a(0,\) = EZ Wg(Xi’9)7 (4.16)
1 1 09(X;,0)\"
an(e,A)=ﬁzl+Mg(Xi 5 ( g(ae )) A (4.17)

i
Teorema 7. (Qin, Lawless, [3]) Izpildoties Lemmas 6 nosacijumiem un pienemot, ka
0%9(X,0)/00007 ir nepartraukts pec 6 Tstas vertibas 6y apkartne, un ja [|02g(X,0)/00007|| saja

apkartneé var ierobezot ar kadu integrejamu funkciju G(X), tad
V(@ —6) — N(0,V), Vn(A—=0) — N(0,U), Vn(Fu(z) - F(z)) — N(0,W(z)),

kur

5 n ~ 3 1 1 ag T o ag 1
Fn(x) = ;pil(Xi < x)) bi = <n> m, V= |:E (89) (Egg ) g <89):| ,
W(e) = F@)(1 — F(x) —~ B@UB"(x), B(x) = B {g(Xe 60)1(X; < )},

U=[BE(gg")]™" {I —-E (gg) VE (gg)T [E(ggf)]—l}

un f un A ir asimptotiski nekoreleti.
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Teorema 8. (Qin, Lawless, [3]) Empiriskas ticamibas attiecibas statistika hipotézei Hy : 8 = 6y,
ir

Wg(bh) = 2Lg(00) — 2lp(0), (4.18)

kur I (6) ir uzdots ar (4.13). Izpildoties Lemmas 6 un Teoremas 7 nosacijumiem, Wg(6) — X3,

kad n — oo un Hy ir speka.

Lemmas 6, Teoremu 7 un 8 rezultati dod iespéju novertet parametrus un konstruet ticamibas
intervalus. Tapat ka parametriskaja gadijuma, arl neparametriskaja gadijuma logaritmiskajai
attiecibas testa statistikai ir x? sadalijums un empiriskas vislielakas ticamibas novertejums 6 ir

asimptotiski normals.
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5 Vislielakas ticamibas attiecibas testu salidzinajums
videjai vertibai

Lai noskaidrotu, ka darbojas empiriskas ticamibas tests, kas nebalstas uz pienémumiem par
datu sadalijumu, salidzinajuma ar parametriskajiem testiem, konstruesim ticamibas intervalus
videjai vertibai u, izmantojot dazadas metodes, un analizesim iegutos rezultatus.

Lai konstruetu ticamibas intervalu videjai vertibai ar EL palidzibu, ir nepiecieSams noteikt
parametru A no izteiksmes (4.6), ta ka 81 izteiksme ir polinoms un tai var but vairakas saknes,
tad janoskaidro intervals, kura meklét A un, izmantojot zinamos nosacijumus, ka Vi p; > 0 un

pi < 1, kur p; definéts ar (4.5), iegustam, ka

-1

1—nt 1—n
— <A ——, (5.1)
r= X w=Xa)

kur X1y, ..., X(y) ir augosa seciba sakartota sakotneja izlase. Apgabals, kura meklet vienadojuma

sakni A, ir noteikts un talak ar Nutona, Brenta vai kada cita algoritma palidzibu janosaka A

vertiba.

5.1 Niutona algoritms

Ja funkcija f(w) ir diferencejama un w; ir vienadojuma f(w) = 0 saknes wp tuvinata vertiba,

tad par saknes nakoSo tuvinajumu var nemt skaitli

f(wr)

/
= 0.
w2 = w1 — f,(wl) f (wl) #
Visparigaja gadijuma wy,4+1 = wy, — f(wy)/f'(wy,). Metodi var lietot, ja
/
‘f “’)‘ m < 1.20]

)2

5.2 Parametriskas un neparametriskas metodes salidzinajums

Parametriskas vislielakas ticamibas novertejumiem jabtit labakiem, ja Istais sadalijums ir tuvs
parametriskajam sadalijumam, tacu ja petamas datu kopas sadalijums nav tuvs parametriska-
jam sadaljjumam, tad neparametriskas vislielakas ticamibas novertejumiem butu jabut labakiem
vismaz pie pietiekami lieliem n. Lai parbauditu augstak mineto faktu prakse, tika uzgeneréeti
divu dazadu sadalijumu dati un salidzinati sava starpa parametriskas un neparametriskas vis-

lielakas ticamibas novertejumi parametram p. ML1 un ML2 ir maksimalas ticamibas metodes,
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kur pirmaja gadijuma izkliedes raditaja (dispersijas) ista vertiba ir zinama, bet otraja — nav

zinama, EL ir empiriskas ticamibas metode.

n=20 n=50
o _| o _
N N
o _| o
N N
= 1 _ = 1 _
D D
o o
— ~—
Lo Lo
— ML] — WNML1
— ML2 \/ — ML2 \/
o - — EL o 4 — EL
I I I I I I I I I
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
M M

Attels 2: Parametriskas (ML1, ML2) un neparametriska (EL) —2 X In ticamibas liknes

standartnormala sadalijjuma parametram p, o = 0.05.

Ka redzams Attela 2, tad standartnormalajam sadalijumam N (0, 1) gan pie izlases apjoma
n = 20, gan pie n = 50 p novertejumi ir loti tuvi p Istajai vertibai pg = 0. Abos gadijumos
visas tris metodes, pie izveletas precizitates, vienadi noverte parametru u, pirmaja gadijuma
i = —0.1, bet otraja — i = —0.01. Konkréetaja gadijuma neparametriskas ticamibas metodes u
novertejums ir vienads ar parametriskas ticamibas metodes novertejumu.
Normalajam sadalijumam pie nelieliem izlasu apjomiem EL strada labi un, palielinoties izlases
apjomam, ticamibas intervals parametram p tikai sasaurinas. Tacu visos gadijumos parametriska

un empiriska ticamibas metode nedarbosies tik lidzigi.
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n=50 n=100

o _| 0 _

N N

o _| o

N N

— | = 0 _|

o _| o

— —

Lo Lo
— WNML] — L]
=m WU =5
I I I I I I I I I
-2 -1 0] 1 2 -2 -1 0 1

M H

Attels 3: Parametriskas (ML1, ML2) un neparametriska (EL) —2 X In ticamibas liknes

standarta dubulta eksponenciala sadalijuma parametram p, o = 0.05.

Aplukojot Attelu 3, redzams, ka pie n = 50 parametriskas un neparametriskas metodes
parametra p novertejumi diezgan atskiras. Lai arT dubultais eksponencialais, tapat ka normalais,
ir simetrisks sadalijums, tacu g maksimalas ticamibas metodes novertejums dubultajam eks —
ponecialajam sadalijumam ir nevis izlases videja vertiba, ka normalajam sadalijumam, bet
gan izlases mediana un tas arl ir galvenais iemesls, kapec ir diezgan ieverojamas atskiribas
starp empirisko ticamibas metodi, kas balstita uz videjo vertibu, un parametrisko ticamibas
metodi. Pie n = 50 ML1, ML2 un EL parametra g novertejumi ir attiecigi -0.087, -0.089 un
0.324, bet pie n = 100 atskiriba starp parametrisko un neparametrisko gadijumu ir nenozimiga,
un g novertejumi attiecigi ir 0.056, 0.056 un 0.07, tacu empiriskaja gadijuma ticamibas in-
tervala garums parametram p ir daudz lielaks. Plasaks empiriskas un parametriskas ticamibas
salidzinajums ir pieejams [6], kur ir aprakstiti nosactjumi, kuriem jaizpildas parametru saimei,
lai tas empiriska un parametriska ticamiba sakristu zinama Itmenr.

Apskatitie piemeri vel nevar kalpot par pamatu nopietniem secinajumiem par to, cik efektivi
ir neparametrisko metozu novertejumi salidzinajuma ar parametriskajiem. Lai noskaidrotu, cik

labi strada empiriskas ticamibas metode salidzinajuma ar parametriskajam metodem, tiks iz-
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mantota parklajuma precizitate. 10000 reizes tika genereti dazadu sadalijumu dati pie atskirigiem
izlasu apjomiem un ar dazadam metodem tika konstrueti ticamibas intervali parametram p pie
nozimibas Iimena o = 5% un parbaudita to parklajuma precizitate, t.i., cik biezi Ista parame-
tra vertiba iekrit konstruetaja ticamibas intervala. Sava starpa tika salidzinatas 5 metodes:
ML1 (maksimalas ticamibas attiecibas tests ar zinamu izkliedes raditaju), ML2 (maksimalas
ticamibas attiecibas tests ar nezinamu izkliedes raditaju), Z-tests, t-tests un EL (empiriskas

ticamibas attiecibas tests).

Z-tests [15]
Pienemsim, ka X1,..., X, ir gadijuma izlase no N(u,c?), kur ista o? vertiba ir zinama. Tad,
lai parbauditu Hy : p = po pret Hy @ p # po, Hy : 0 > po vai Hy @ p < po un lai konstruetu

ticamibas intervalus, izmanto testa statistiku

Ja Hjy ir speka, tad no centralas robezteoreémas seko, ka testa statistikai Z asimptotiski ir

standartnormalais N (0, 1) sadalijums.

t-tests [15]
Pienemsim, ka X1,..., X, ir gadijuma izlase no N (u,0?), kur ista o2 vertiba nav zinama. Tad,
lai parbauditu Hy : p = po pret Hi : p # po, Hi @ 0 > po vai Hy @ p < po un lai konstruétu

ticamibas intervalus izmanto testa statistiku

T_ V(X — po)
S )
kur izlases dispersija S? = (n — 1)71 3" [ (X; — X)% Ja Hp ir speka, tad testa statistikai 7

asimptotiski ir Stjudenta t-sadalijums ar n — 1 brivibas pakapi.

Tabula 1: Parklajuma precizitate N(0,1) sadalijjumam, o = 0.05

ML1 Z-tests MIL.2 t-tests EL
n = 20 0.9483 0.9493 0.9396 0.9495 0.9319
n =50 0.9524 0.9537 0.9469 0.9514 0.9463
n = 100 0.9483 0.9500 0.9471 0.9510 0.9472
n = 500 0.9457 0.9504 0.9442 0.9495 0.9445
n = 1000 0.9430 0.9490 0.9430 0.9487 0.9430
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Tabula 1 redzams, ka ML1, Z-tests un t-tests strada loti labi pat pie nelieliem izlasu
apjomiem, ML2 un EL ar1 strada samera labi, tacu varetu veleties, lai pie nelieliem izlasu
apjomiem S§ie testi stradatu labak. Pie pietiekami lieliem n empiriskas ticamibas tests ir nopietns
sancensis apskatitajiem parametriskajiem testiem. Tacu, kas notiek, ja ir nepareizi noteikts datu
sadalijuma likums, kura metode, tad stradas labak? Datu kopai, kurai ir standarta dubultais

eksponencialais sadalijums, kludas pec nosaka standartnormalo sadaltjumu.

Tabula 2: Parklajuma precizitate Dubultajam eksponencialajam sadalijumam, kuru

parbauda ka N(0,1), a = 0.05

ML1 Z-tests ML2 t-tests EL
n =20 0.8344 0.8356 0.9390 0.9516 0.9108
n = 50 0.8415 0.8426 0.9515 0.9550 0.9425
n = 100 0.8359 0.8384 0.9470 0.9494 0.9441
n = 500 0.8280 0.8310 0.9505 0.9512 0.9495
n = 1000 0.8341 0.8397 0.9511 0.9527 0.9512

Tabula 2 redzamie rezultati ir samera interesanti, tie parada, ka ML1 un Z-tests Saja
gadijuma strada slikti, kaut gan normalais un dubultais eksponencialais sadalijums sava zina
ir diezgan lidzigi, abi ir simetriski, tikai dubultajam eksponecialajam ir ”smagakas” astes (sk.
Attelu 1). Parejas tris metodes strada labi, tacu nevar teikt, ka EL ir vislabaka, jo pie maziem

n, ta strada sliktak par t-testu.

Tabula 3: Parklajuma precizitate x? sadalijumam, kuru parbauda ka N(0,1), a = 0.05

ML1 Z-tests ML2 t-tests EL
n =20 0.8445 0.8445 0.8839 0.8929 0.8953
n = 50 0.8395 0.8395 0.9197 0.9224 0.9297
n = 100 0.8355 0.8355 0.9339 0.9352 0.9404
n = 500 0.8378 0.8378 0.9508 0.9512 0.9516
n = 1000 0.8360 0.8360 0.9454 0.9456 0.9470

Tabula 3 redzams, ja x? sadalijums tiek sajaukts ar normalo sadalfjumu, tad vislabak no

apskatitajam metodem strada tiesi EL, ta¢u, nemot vera ticamibas limeni, nevar teikt, ka ta

26



labi strada pie nelieliem izlasu apjomiem. Interesanti ir tas, ka arl t-tests Saja gadijuma strada

loti lidzigi EL.
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6 Bartleta korekcija videjai vertibai

Logaritmiskas empiriskas ticamibas funkcijas attiecibas asimptotiska sadalijuma konvergences
atrums videjas vertibas gadijuma ir O(n~!), kur n ir izlases apjoms un, apskatot divpusejos
ticamibas intervalus, ar Bartleta korekcijas palidzibu konvergences atrumu, var uzlabot lidz

O(n=2). [4]

6.1 Parklajuma precizitate

Empiriskas ticamibas konvergences apgabals asimptotiski ir ar uzdoto Iimeni, t.i., ja ¢ ir izvelets
saskana ar (3.1) un R, ir definets ar (3.2), tad P(fy € R.) — 1 — a, n — oo. Ista parklajuma
kluda, P(fy € R.) — (1 — @), ir maza, ar lielumu n~!. To var pamatot ar zimes-saknes logarit—
miskas empiriskas ticamibas funkcijas attiecibas testa statistikas palidzibu. Logaritmiskajai
empiriskas ticamibas attiecibai [(6p) = Wg(0p) saskana ar Teoremu 8 ir asimptotisks 7 sadali-
jums un nemot vera to, ka X;Q; ir p neatkarigu, standartnormali sadalitu (N(0,1)) gadijuma

lielumu kvadratu summa, tad var rakstit, ka
1(6p) = WTW,

kur W ir vektors ar garumu p, kur§ ir asimptotiski normals N (0, I,xp). DiCiccio, Hall un
Romano (sk. [16] un [17]) izstradaja formulas W sadalijjumam. Vigi paradija, ka W atzist
vispargéja tipa Edgeworth izvirzijumus [21] statistiskam funkcijam. Tas ir, W blivuma funkcija

f var tikt izteikta ar formulu:
k .
fw) = ¢(w) + Y 0 Pmj(w)g(w) + O(n~*+1/2), (6.1)
j=1

kur k£ > 1, w ir vektors ar garumu p, ¢ apzimeé N (0, I,xp) blivumu un ; ir 3j. pakapes polinoms,
kurs ir para pakapes polinoms, ja j ir para skaitlis, un nepara pakapes polinoms, ja j ir nepara

1/2

skaitlis. Apzimejot ar J apgabalu p—dimensionalai sferai ar radiusu ¢'/#, mes iegustam, ka

Py € R.) = P(I(6y) <¢c) = PWIW <¢)=P(W e S) = /f(w)dw
J

- / (w)dw +n~ / 1 (w)o(w)dw + O(n~Y). (6.2)
J J

Pedeja vienadiba (6.2) izriet no (6.1). Pirmais integralis vienadibas (6.2) labaja mala ir vienads
ar

P(x
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cizveloties no (3.1). Otrs integralis tiecas uz nulli, jo J ir sféra ar centru koordinatu sakumpunkta

un 71 ir nepara pakapes polinoms. Tadel
P(fp € Re) =1—a+0(n™1),

ka sakuma tika minets.

6.2 Bartleta korekcija

Hall un La Scala [4] aprakstija Bartleta korekciju videjas vertibas gadijuma. Empiriskas ticamibas
funkcijas ticamibas regiona parklajuma neprecizitates iemesls ir x? aproksimacija. Ka jau ie-

prieks tika minets, tad aproksimacijas kluda ir ar kartu n~!, ka rezultata parklajuma klida ir ar

kartu n~!. Bartleta korekcija uzlabo x? aproksimacijas precizitati. Dala no [(fy) sadalijuma x>

aproksimacijas kludas var tikt izskaidrota ar faktu, ka divu sadalijumu videjas vertibas nesakrit,

t.i., F{l(Ao)} # p. STneatbilstiba var tikt noversta, koriggjot I(p), ta lai tam ir vajadziga videja

vertiba. Citiem vardiem sakot, x? aproksimaciju pielietot nevis 1(6p), bet gan pl(6o)/E {I(60)}.

Tad var paradit [4], ka

E{l(00)}=p{l+nla+0n?},

kur a ir konstante. Tatad videjas vertibas korekcija Iidz kludai ar kartu n =2

ir vienada ar 2
aproksimacijas pielietosanu [(fp)/(1 + n~'a). Ja a nav zinama, tad a aizstaj ar a/n butisku
novertejumu @, t.i., v/n(a —a) — N(0,1). Bartleta korekcija ir noteikt ¢ no x? tabulam tadu,
lai

P(XZZ) <¢=1l-a (6.3)

un ticamibas regions butu
R,=1{0:10)/(1+n"ta)<c} ={0:100) <c(l+n"ta)}

vai R, = {6:1(0) <c(1+n'a)}, ja izmanto a novertejumu a. Bartleta korekcija darbojas, jo
para — 6. pakapes polinoms mo Edgeworth izvirzijuma (6.1) isteniba ir ar pakapi 2, visi 4. un
6. pakapes mo locekli tiecas uz nulli. Ta ir butiska empiriskas ticamibas funkcijas 1pasiba, kuru
pieradija DiCiccio, Hall un Romano [16]. Pieradisim, ka, ja g Isteniba ir 2. pakapes polinoms,
tad Bartleta korekcija samazina parklajuma kladu Iidz O(n~2). Visparigak runajot, var paradit,

ka, ja W blivuma funkcijai f ir speka Edgeworth izvirzijums

Flw) = ¢(w) +n~7m (w)(w) + n~ o (w)d(w) + n~2ms(w)d(w) + O(n~2),  (6.4)
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kur 71, 73 ir nepara pakapes polinomi un 7y ir para pakapes (2. pakapes) polinoms un ja ¢ > 0

ir uzdots ar (6.3) un a ir definets ar E(WTW) =p{1+n~ta+O(n?)}, tad
P{WTW <c(l+n'a)}=1-a+0(n?).

Empririskas ticamibas funkcijas gadijuma W var uzskatit par zimes-saknes logaritmiskas ticamibas
funkcijas attiecibu. Nointegrejot (6.4) par sferu {w : [|w||* < ¢(1+n~'a)}, un nemot vera, ka

1 un 7y ir nepara pakapes polinomi, iegiistam

P{WTW <c(l+nta)} =

P {X?) <cl+nta)}+nt / To(w)p(w)dw 4+ O(n2). (6.5)

[wl?<e
Ja ar g apzime X% blivuma funkciju, tad
P {X;% <c(l+nta)} = P(Xf, <¢)+n"tacg(c) + O(n™2). (6.6)

Ta ka 7o ir 2. pakapes polinoms un [m¢ = 0, (jo f ir blivuma funkcija), tad konstantem a;

un ajg,

SPITICEEED B o

J#k

Y0 | [ pa@s = -2 (57> a | egle) (1)

Tapat,
p
o= / ol (w) () = 23 ;. (6.)

Apvienojot (6.5) — (6.8), varam secinat, ka
P{WTW <c(l+nta)} =1—-a+n"tacg(c) —n tacg(c) + O(n™?) =1 —a+0(n"?).

Augstak izdaritajos aprekinos mums bija pienemums, ka Bartleta korekcija tiek realizeta, izman-
tojot 1sto a vertibu, nevis a novertéjumu a. Gadijums ar ¢ ir loti Iidzigs. Taka a = a+ Op(nfé)
[4], tad 1+n"ta =1+n"ta+ Op(n_%) un tas nozime, ka, ja a vieta izmanto a, tad péc Bartleta
korekcijas parklajuma klida bis vizmaz O(n_%). Faktiski ta ir vienada ar O(n~2), ko pieradija

Barndorff-Nielsen un Hall [18]. Tas nozime, ka Bartleta korekcija samazina parklajuma kludu
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no O(n~') uz O(n~?) neatkarigi no ta, vai tiek izmantota a Tsta vertiba, vai tas novertejums a.
Vispareja gadijuma konstantes a noteikSana ir loti sarezgits uzdevums, kura atrisinasanai tiek
izmantotas butstrapa metodes. Ja # = p ir populacijas videja vertiba, tad formulas ieguisana
prieks a ir daudz vienkarsaks uzdevums.

Piegemsim, ka populacijas dispersiju matrica )  nav vienibas matrica. Nemsim

Y =W, . yOH)T =S 3(X — EX),
of = By Dy Ry W)y oikim — gy Gy Ry Oy m)y,

Tad

DI SCLOLEED D) D) DILLEETH D) SELLS
i k1 i ko1 ik

Lai aprekinatu a, ar X un Z apzimesim attiecigi izlases videjo vertibu un dispersiju. Nemsim

—~-1 _
Y; = (Y.(l), . ,Y.(p))T =Y *(X; — X) un definesim

3 (2

Akl — 1 Z Y k)Y Gikim _ -1 Z Y Y(k Y(m)

DD ICEED B H LTI N WL
i k1 i ko1 ik

Piemeérs 4. (Viendimensionala videja vertiba) Pienemsim, ka p = 1 un ka 6y = pgp = EX ir
populacijas videja vertiba. Nemsim o2 = D(X), uz = E(X — EX)3/03, uy = E(X — EX)*/o*,
X=n""Y0, X, 6% =n"" 30 (Xi = X)? fis =07 300 (X = X)? /6%, fur=n' 300 (X —

X)*/64. Bartleta korekcijai nepieciesama konstante a ir

1 1 5
a = — _
2#4 3M3
un a novertejums a = %ﬂ % ﬂ% Barleta korigetais ticamibas regions ir

R,={0:100 <c(1+nta))}.

Lai noskaidrotu ka Bartleta korekcija uzlabo parklajuma precizitati ticamibas intervaliem,
kas konstruéti videjai vertibai, izmantojot isto vertibu e un tas novertéjumu a, tika veiktas
simulacijas. Dazadiem sadalijumiem, ticamibas limeniem un izlasu apjomiem tika uzgeneretas
10000 izlases, lai konstruetu divpuséjus ticamibas intervalus, izmantojot 3 atskirigas metodes.
Pirma metode " Empiriska ticamiba” ir nekorigeta empiriskas ticamibas metode, kas izmanto x?
kritisko vertibu c;_,. Otra metode ” Teoretiskais Bartlets”, konstruejot ticamibas intervalus ar

empiriskas ticamibas metodes palidzibu, x? kritiskas vertibas c¢i_, vieta izmanto
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c1—a/(1 — an_l). ST metode pieprasa zinasanas par populacijas Istajam momentu vertibam.

Pedeja metode ” Novertetais Bartlets” a vieta izmanto a, kas iegtits no datiem.

Tabula 4: Bartleta korekcija N(0,1) sadalijjuma datiem

Ticamibas Iimenis

90% 95% 99%

n =10

Empiriska ticamiba 0.8429 0.8975 0.9552

Teoretiskais Bartlets 0.8674 0.9162 0.9650

Novertetais Bartlets 0.8616 0.9118 0.9633
n =20

Empiriska ticamiba 0.8786 0.9334 0.9787

Teoretiskais Bartlets 0.8924 0.9420 0.9830

Novertetais Bartlets 0.8900 0.9410 0.9825
n =50

Empiriska ticamiba 0.8910 0.9456 0.9867

Teoretiskais Bartlets 0.8952 0.9486 0.9879

Novertetais Bartlets 0.8948 0.9482 0.9877

No ieprieksejas nodalas simulaciju rezultatiem, tika secinats, ka empiriskas ticamibas at-
tiecibas tests nav tik efektivs tieSi pie nelieliem izlagu apjomiem, tapec IpaSa uzmaniba tiks
pieversta tam, kadu uzlabojumu Bartleta korekcija dod neliela apjoma izlasem (n = 10, 20, 50).
Tabula 4 redzamie rezultati ir ieguti, izmantojot standartnormala sadalijjuma N(0,1) datus,
Tabula 5 redzamie rezultati ir iegiiti, izmantojot x3 sadalijuma datus un Tabula 6 redzamie
rezultati ir ieguti, izmantojot t5 sadalfjuma datus. Istas parametra a vertibas apskatitajiem

sadalijumiem ir attiecigi: 3/2, 29/6 un 9/2. [5]
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Tabula 5: Bartleta korekcija x? sadalijuma datiem

Ticamibas Iimenis

90% 95% 99%

n =10

Empiriska ticamiba 0.7704 0.8329 0.8975

Teoretiskais Bartlets 0.8389 0.8826 0.9297

Novertetais Bartlets 0.7906 0.8480 0.9074
n =20

Empiriska ticamiba 0.8394 0.8925 0.9523

Teoretiskais Bartlets 0.8741 0.9198 0.9669

Novertetais Bartlets 0.8540 0.9042 0.9587
n =50

Empiriska ticamiba 0.8710 0.9265 0.9776

Teoretiskais Bartlets 0.8876 0.9387 0.9818

Novertetais Bartlets 0.8797 0.9328 0.9793

Tabula 6: Bartleta korekcija t5 sadalijjuma datiem
Ticamibas lIimenis
90% 95% 99%

n =10

Empiriska ticamiba 0.8216 0.8862 0.9492

Teoretiskais Bartlets 0.8890 0.9334 0.9735

Novertetais Bartlets 0.8442 0.9025 0.9575
n =20

Empiriska ticamiba 0.8611 0.9159 0.9753

Teoretiskais Bartlets 0.8957 0.9431 0.9864

Novertetais Bartlets 0.8741 0.9267 0.9794
n =50

Empiriska ticamiba 0.8881 0.9408 0.9834

Teoretiskais Bartlets 0.9040 0.9505 0.9885

Novertetais Bartlets 0.8951 0.9451 0.9860
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Aplikojot ieglitos rezultatus, jasecina, ka pie maziem izlasu apjomiem ar nekorigetas empiris—
kas ticamibas metodes palidzibu konstrueto ticamibas intervalu parklajuma limenis diezgan
ieverojami atskiras no uzdota ticamibas limena. Teoretiska un noverteta Bartleta korekcija
ieverojami uzlabo parklajuma precizitati, pie tam pie lielakiem izlasu apjomiem ”Teoretiska
Bartleta” rezultati ir tikai nedaudz labaki par ”Noverteto Bartletu”. Vissarezgitaka situacija
ir ar x? sadalijumu, ar ”Teoretisko Bartletu” iegfitie rezultati ir diezgan apmierinosi, tacu
”Novertetais Bartlets” minimali uzlabo ”Empirisko ticamibu”, ko var izskaidrot ar to, ka y?2

sadalijums ir asimetrisks.
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7 Ticamibas intervalu konstruesana kvantilem ar EL

Kvantiles ir svarigs populacijas raksturotajs, dazkart kvantiles ir labakie parametru novertejumi.
Piemeéram, ja meés veélamies novertet Kost sadalijuma, kura blivuma funkcija, ja v =1, ir
flx)=n"1 [1 + (x — u)z] ! , —00 < T < 400 parametru ju, izradas, ka izlases videja vertiba X
nav butisks izvietojuma raditaja u novertejums, bet izlases mediana 6, ir, ta asimptotiski ir
normali sadalita, t. i., 6,/ — N(p, 72 /4n).

Parastajiem EL ticamibas intervaliem kvantilem ir relativi liela parklajuma klida ar kartu
n~Y2 pat divpusejo intervalu gadijuma. Savukart ar kodolu metozu palidzibu nogludinatas
EL ticamibas intervalu parklajuma kluda ir ar kartu n~', pie sameéra plagas nogludinasanas
parametra izveles. Vilksa teorema nosaka, kadiem nosacijumiem jabit speka, lai testa statis-
tikai butu x? sadalijums. Darba tiks apskatitas divas EL gludinasanas metodes, vienu piedavaja

Chen un Hall [7], bet otro Zhou un Jing [8].

7.1 Kodolu blivuma funkcijas novertesana

Biezi vien censSoties noteikt kadas datu kopas sadalijumu, mes ziméjam histogrammas un ar
to palidzibu izvirzam hipotezi par iespejamo datu sadalijumu, tacu pastav arl citas iesp€jas,
var, pieméram, izmantot kodolu gludinasanas metodi. Kodolu gludinasana ir neparametriska
blivuma funkcijas novertesanas metode un ar tas palidzibu ieguitais blivuma funkcijas novertejums
ir daudz gludaks un uz isto sadalijumu konverge daudz atrak ka histogrammas.

Piegpemsim, ka Xi,..., X, (X;mneatkarigi un vienadi sadaliti) ir izlase ar blivuma funkciju
/. Kodols tiek definets ka gluda funkcija K, kurai ir speka, ka K(z) > 0, [ K(z)dz = 1,
[zK(z)dz =0 un [ 22K (z)dz > 0.

Dazi kodolu piemeri: Epaneénikova kodols

(1-22/5)/V5, |a| < /5

3
K(z)={ *
0, preteja gadijuma

normalais jeb Gausa kodols

Definicija 8. [1] Ja K ir kodols un joslas platums h ir pozitivs skaitlis, tad

=3 ()

ir kodolu blivuma funkcijas novertejums.
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Attels 4: N(0,1) sadalijjuma generésana, izmantojot kodolu gludinasanas metodi, n=100

Attela 4 ir redzams kodolu blivuma funkcijas novertéjums standartnormalajam sadalijjumam
N(0,1) pie dazadiem joslas platumiem h, ka var redzet, tad h nosaka gludinasanas pakapi. Ja h
ir tuvs 0, tad fn sastav no pikiem, pikis katra datu punkta. Piku augstums tiecas uz bezgalibu,

kad h — 0. Kad h — o0, tad fn tiecas uz vienmerigo sadalijjumu.

7.2 EL metodes ticamibas intervalu konstruesanai kvantilem

Vispirms apskatisim parasto, negludinato EL metodi ticamibas intervalu konstruesanai. ([9],
[8])

Piegpemsim, ka X1,..., X, (X;neatkarigi un vienadi sadaliti) ir gadijjuma izlase no nezinama
sadalijuma F(x) ar blivuma funkciju f(z) un ka 6, = F~1(q) ir ¢—ta kvantile, 0 < ¢ < 1.

Xy, -+, X(p) ir sakartota izlase un ¢, novertejums ir éq = X( kur [ngq] ir skaitla ng vesela

ngl)»
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dala. 0 var definét ar ta saukto M-vienadojumu ([10], [9]) palidzibu

+oo
/ ¢(x —0)dF (z) =0, (7.1)

kur
—1,ja 2z <0,
q/(1-1q),jaz>0.

Empiriskas ticamibas attieciba parametram 6 ir

—Sup{anz p; > 0, sz—l sz _90 —0} (7'3)

un logaritmiska empiriskas ticamibas attieciba ir

1) = —21n(R(0)). (7.4)

Maksimizacijas problemu (7.3), lidzigi ka videjas vertibas gadijuma, risina ar Lagranza reizinataju

palidzibu. Var pieradit, ka maksimums tiks sasniegts, ja

1 1 ,
pi—EW,Z—17...,n, (75)
kur A(f) var noteikt no
—0)
*ZHA 1_9)_0. (7.6)
Kad 0 € [X(1), X(n], tad (7.3) atrisinajums A(6) ir
AO) = (¢ — Fu(0))/q; (7.7)
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kur F,, ir empiriska sadalijuma funkcijas, kas defineta ar (4.1).

O Dati X, ..., X, ir sakartoti augosa seciba un funkcija ¢(z) definéta ar (7.2).

n

1 P(X;i—0)
Zl+)\¢ )+ni:;+11+WXi_9)0

1 & -1 1 « q(1—¢)7 "
= _ 4+ = =0
n;1+)\(—1)+niz 14+ X(1—¢) !

=m+1

-1 — 1—g)!
m Lnzm_g¢l-q) _0
nl-—2M\ n 14+X(1—¢q)7!

m [ —1 q(1 —q)~1 B q(1—q)7!

n (1—A B 1+>\Q(1—Q)_1> o <1+Aq(1—q)‘1>
—1 q _ q

Fn(9)<1—k_(1—Q)+Aq>_ (1—q)+Aq

Fo(0) <1_a> C g el g

Tadegjadi, ievietojot ieguto A izteiksme (7.4), iegustam, ka logaritmiska empiriskas ticamibas
attieciba ir
F,(0 1—F,(0
[(#) = —2In R(A) = 2n (Fn(Q) In L +(1—-F,(0))In 1”) . (7.8)
q -9
O Dati X, ..., X, ir sakartoti augosa seciba un funkcija ¢(z) definéta ar (7.2) un X ar (7.4).

2 Zn:ln (1 + LF"(H)MX@- - e))
=1

q

:2§:1n(1+q_§"(9)(—1)> +2 En: 1n<1+q_1;n(9)13q>

1=m+1

=2mIn <F"(0)> +2(n—m)In <1 + q_lf”q(e)>




Funkcija In R(f) no izteiksmes (7.8) ir pakapienveida funkcija ar lécieniem datu punktos, ta ka
In R(0) pienem galiga skaita vertibas, tad tas x3 aproksimaciju padara ne ipasi precizu. Talak

tiks apskatitas 2 gludinasanas metodes, kas uzlabo novertejumu precizitati.

Chen un Hall pieeja. [7]
So metodi Chen un Hall [7] prezenteja 1993. gada. Saja metode A(6) netiek izteikta forma (7.7)
un lidz ar to art statistika [(#) nav forma (7.8). Vini izmanto kodolu gludinasanas metodi, lai

1

panaktu, ka ticamibas intervalu parklajuma kluda ir ar kartu n~" un parada, ka pie zinamiem

nosacijumiem, izmantojot Bartleta korekciju, var panakt, ka ticamibas intervalu parklajuma

klida ir ar kartu n~2. Definésim
1(0) =2 zn:ln {14+ XO)w;(0)}
i=1
un A(6) noteiksanai izmanto izteiksmi
iwi(e) {1+ AO)w;i(0)} " =0,
i=1

kur w; = G((0 — X;)/h) — q. Ar K tiek apzimets r—tas kartas kodols, kuram pie r > 2 un C' # 0

ir speka
L,j=0,
/qu(u)du doi<i<r (7.9)
C,j=m,

un G(t) = ffoo K (x)dx. Gadijums, kad r = 2, ir visbiezak sastopamais, tad K ir simetriska
blivuma funkcija un G(¢) ir sadalfjuma funkcija. Ar f(x) = F'(z) tiek apzimeéts funkcijas F

pirmais atvasinajums.

Teoréma 9. (Chen, Hall [7]) Ja K ir speka (7.9), tas ir ierobezots un tam ir kompakts definicijas
apgabals, un ja eksisteé f un f"~1) punkta 0 apkartne, ka arT tie ir nepartraukti punkta @ un
f(0) > 0, un ja daziem t > 0 nh! — 0, kad n — oco. Tad Z(G) ir asimptotisks y? sadalijums, ja
nh’” — 0 un f=1(9) £ 0.

Teoremas 9 nosacijumi nodrosina, ka K ir r—tas kartas kodols, ka sadalijjuma funkcija F
ir pietieckami gluda 6 apkartne. Nosacijums, ka f(f) > 0 nodrosina to, ka asimptotiska izlases
kvantiles dispersija ir ar kartu n~!. Un tas, ka nh! — 0, kad n — oo nodrogina, ka joslas platums
h nekonvergeé uz nulli parak leni. Ja K ir 2. kartas kodols un f’(0) # 0, tad [(6) asimptotiski ir

X3 tad un tikai tad, ja h = o(n"1/4). Ja f=1(9) = 0, ir iespejams, ka [(#) biis asimptotisks x?,
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tacu nh?" netieksies uz 0. Ja izpildas Teorémas 9 nosacijumi un nh?>" — 0, tad seko, ka
P(I(0) < ¢) = P(xi < o),
kur c ir izvelets atbilstosi x? tabulam un P(x? < ¢) = a.

Teorema 10. (Chen, Hall [7]) Pienemsim, ka izpildas Teorémas 9 nosacijumi un joslas platu-
mam h ir speka

nh? — 0 un nh/Inn — oo, (7.10)

un ¢ = ¢(«a). Tad
POcl)=a+0(n" (7.11)
pietickamais nosacijums ir nh” ierobezotiba, kad n — co. Sis nosacfjums ir nepieciesams ari, ja

f'(0) # 0. Neskatoties uz to, ka ¢ > 0, (7.11) laba puse nevar biit vienada ar a+o(n~1), attiecigi

neizveloties h.

Teoremas 9 pieradijuma tiek izmantoti Edgeworth izvirzijumi. Teoremu 9 un 10 pieradijumi

atrodami [7].

Bartleta korekcija kvantilem

Var pieradit, ka, ja nh"™ — 0, tad
E{l(0)} =1+n""B+o(n"),

kur 5 = (3M2 pra—2p5 2 p2) un pj = E[G{(6 — X;)/h} — g’ . Tatad 1(0) matematiska ceriba no
aproksimeta x? sadalijuma atskiras par n~! 3. Tas nozime, ka zinams uzlabojums, y? aproksima—
ciju padaritu daudz efektivaku. Ja n3h?" ir ierobezots, tad 1(0)/(1 + n~!3) sadalijums no x?

2 nevis ar kartu n~!. Prakse 3 nav zinama un ta ir janoverte,

- S fo ) o

npg= %(3,&2_2/14 — 2,&2_3/1%), kur 6 ir 6 novertejums.

sadalijuma atskirsies ar kartu n™

>

Teorema 11. (Chen, Hall [7]) Pienemsim, ka izpildas Teoremas 9 nosactjumi un (7.10), un
¢ = c(a), tad

P(0 € Iycq) =a+0(n?) (7.12)
pietickamais nosactjums ir n3h2" ierobezotiba, kad v = 3 vai v = 3, kur d(c,7) = ¢(1 + n~14).

Ja f0=1(0) # 0, tad n®h?" ierobezotiba ari ir nepieciesama, lai batu speka (7.12).
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Tas nozime, ka, pielietojot Bartleta korekciju, nogludinatas EL ticamibas intervaliem, var

iegtit mazaku parklajuma klidu ar kartu n=2. [7]

Zhou un Jing pieeja [§]

Zhou un Jing savu pieeju EL gludinasanai ar kodolu metodes palidzibu, publicgja 2003. gada. ST
metode no ieprieksejas atskiras ar to, ka Sie autori izmanto logaritmisko empiriskas ticamibas at-
tiecibu (7.8), kas ieguta negludinataja gadijuma. Empiriska sadalijuma funkcija F,, tiek aizstata

ar nogludinato empiriska sadalijuma funkciju

Fo(z) = ;z:;(; (x _th> (7.13)

~

Aizstajot izteiksme (7.8) F,(z) ar F,(z), iegusim korigeto logaritmisko empiriskas ticamibas

attiecibu

i(6) = 2n <Fn<9) w0 L F ey 1_F"(‘9)> . (7.14)

q l—¢q
Nogludinatas empiriskas ticamibas intervals parametram 6 ir I, = {0 o (0) < c} , kur ¢ ir kon-

stante, ko nosaka, izmantojot uzdoto ticamibas limeni o, « = P(0 € I.) = P {Z(H) < c} .

Teorema 12. (Zhou, Jing, [8]) Ja I(6) ir definéts ar (7.14) un izpildas visi Teoremas 9 nosacijumi,
ka ar1 kodolam K ir kompakts definicijas apgabals [a, b] un kadai [a, b] dekompozicijai, a = ug <
up < ... < upy =b, kodols K ir vai nu tikai pozitivs, vai negativs katra no intervaliem (u;_1,u;),

kur j=1,...,m, un [uK(u)G(u)du =0, tad, ja n — oo,

P(I(0) < x) = P(xi <z) = O(n")

katram fiksetam x.

No Teorémas 12 seko, ka lim P(fy € Iy.) = P(x? < ¢), kur I, = {9 1(9) < c} . Ja cir izvelets
n—oo
ta, lai P(x? < ¢) = 1 — a, tad I}, parklajuma varbiitiba aproksimés a ar klidu O(n~!), kad

n — oQ.

7.3 EL metozu salidzinajums

Saja sadala, izmantojot parklajuma precizitati, salidzinasim visas 3 apskatitas metodes. Tiks
apskatiti 2 sadalijumi viens simetrisks (standartnormalais sadalijums) un viens asimetrisks (X%

sadalijums). Abiem sadaljjumiem 10000 reizu tika generéti dati pie izlasu apjomiem n = 20 un
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n = 50, un ar apskatito metozu palidzibu noteikti ticamibas intervali medianai pie dazadiem

nozimibas limeniem.

N(0,1), n=20
[ [ ]
L
o
=
T N
£
N
|
—
— EL
— EL_CH
o -+ — ELZJ
I I I I I
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
v

Attels 5: Negludinata (EL) un gludinatas (ELcg, ELzy) —2 X In ticamibas liknes

standartnormala sadalijuma medianai, o = 0.05.

Attela 5 redzamas logarimiskas empiriskas ticamibas attiecibas liknes standartnormala N(0,1)
sadalijuma medianai. EL ir parasta EL metode, E Loy ir Chen un Hall gludinata EL metode
un FLz; ir Zhou un Jing gludinata EL metode. Konkretaja gadijuma redzams, ka gludinatas
metodes dod labakus rezultatus, jo abos gadijumos neparametriskas vislielakas ticamibas parame-
tra p novertejums ir -0.01, kas, nemot vera izlases apjomu, ir loti tuvu 1stajai medianas vertibai
1 = 0. ArT ticamibas intervali gludinatajam metodem ir Sauraki ka negludinatajai

(EL [-0.48:0.64], ELcy [-0.44;:0.52], ELz; [-0.58;0.65)).
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Tabula 7: Parklajuma precizitate x3 medianai

Ticamibas Iimenis

90% 95% 99%

n=20 h EL 0.8879 0.9609 0.9888
n~!  ELcgy 0.8901 0.9563 0.9887
ELcun 0.8922 0.9574 0.9890
ELy; 0.8952 0.9585 0.9897

n=3/* ELcy 0.8945 0.9524 0.9889
ELcun 0.8981 0.9541 0.9897
ELy, 0.9033 0.9568 0.9915

n~ Y2 ELcy 0.8956 0.9490 0.9895
ELcup 0.9000 0.9509 0.9902
EL,, 0.9135 0.9586 0.9932

n~ V4 ELcgy 0.8933 0.9447 0.9887
ELcyn 0.8986 0.9476 0.9899
ELz, 0.9302 0.9686 0.9952

n=>50 h EL 0.8798 0.9347 0.993
n~!  ELcy 0.8859 0.9425 0.9914
ELcup 0.8866 0.9437 0.9917
EL,, 0.8874 0.9438 0.9914

n=3/4 ELcgy 0.8927 0.9464 0.9906
ELcnn 0.8942 0.9482 0.9912
ELy; 0.8965 0.9495 0.9913

n~ Y2 ELcy 0.8953 0.9490 0.9906
ELcyn 0.8971 0.9493 0.9908
EL,, 0.9058 0.9561 0.9923

n~ Y4 ELcy 0.8926 0.9463 0.9893
ELcwngs 0.8943 0.9483 0.9903
ELy; 0.9223 0.9658 0.9947

Ka jau ieprieks tika uzsverts kodolu gludinasanas metodg, h izvelei ir loti liela nozime, tapeéc,
veicot simulacijas, tika izveletas vairakas h vertibas (n=t, n=3/4 n=Y2 un n_1/4). Tabula 7 ir
redzami simulaciju rezultati x3 sadalijuma medianai pie nozimibas limepiem o = 0.05, 0.1, un
0.01. EL ir parasta EL metode (negludinata), ELcy ir Chen un Hall gludinata EL metode,

ELcgp ir Chen un Hall gludinata EL metode ar Bartleta korekciju un ELz; ir Zhou un Jing
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gludinata EL metode. Aplikojot rezultatus, jasecina, ka jau pie tik nelieliem izlasu apjomiem,
apskatitas metodes strada loti labi un ka gludinatas metodes ir labakas par negludinato. Bartleta
korekcijas uzlabojums ir sameéra minimals, ta¢u rezultati rada, ka, palielinoties n, Bartleta korek-
cijas uzlabojums samazinas un palielinoties i Bartleta korekcijas uzlabojums palielinas. ELy
parklajuma precizitate visos gadijumos ir lielaka ka Chen un Hall metodei. Izvertejot ka mainas
parklajuma precizitate, mainoties h, jasecina, ka ELcy un E Loy p minimali ietekme izveleta h

amplituda, savukart F Ly ir daudz jutigaka pret h izmainam.
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Tabula 8: Parklajuma precizitate N(0,1) medianai

Ticamibas Iimenis

90% 95% 99%

n=20 h EL 0.8837 0.9589 0.9884
n~!  ELcy 0.8898 0.9498 0.9885
ELcyn 0.8942 0.9509 0.9889
ELy, 0.8988 0.9550 0.9907

n=3/4 ELcy 0.8951 0.9468 0.9883
ELcup 0.8996 0.9507 0.9897
EL,, 0.9117 0.9598 0.9930

n~ Y2 ELcgy 0.8977 0.9465 0.9881
ELcyn 0.9026 0.9505 0.9895
ELz, 0.9327 0.9703 0.9959

n~ Y4 ELcy 0.8940 0.9474 0.9883
ELcyp 0.9007 0.9504 0.9891
EL,, 0.9622 0.9864 0.9988

n=>50 h EL 0.8848 0.9361 0.9941
n-1 ELcy 0.8959 0.9461 0.9905
ELcyn 0.8973 0.9476 0.9910
ELy; 0.8987 0.9486 0.9913

n=3/4 ELcy 0.8982 0.9492 0.9902
ELcun 0.9002 0.9500 0.9907
EL,, 0.9067 0.9536 0.9920

n~ Y2 ELcy 0.8988 0.9480 0.9903
ELcwng 0.9005 0.9496 0.9905
ELy; 0.9208 0.9639 0.9939

n~1/4 ELcy 0.8958 0.9484 0.9897
ELcun 0.8984 0.9503 0.9901
ELz, 0.9537 0.9829 0.9982

Tabula 8 ir redzami simulaciju rezultati N (0, 1) sadalijuma medianai pie nozimibas limeniem
a = 0.05, 0.1, un 0.01. Lidzigi kd gadijuma ar asimetrisko x3 sadalijumu, jasecina, ka arl
standartnormala sadalijjuma medianai visstabilakos rezultatus uzrada Chen un Hall metode, jo

tas rezultatus h izmanas ietekme minimali, ko nevar teikt par Zhou un Jing metodi.
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8 Pielietojumi

Saja nodala pielietosim empiriskas ticamibas metodi realai datu problemai-Latvijas pensiju
videjo vertibu izpetei. Tiek apskatits viens no pensiju veidiem, Saja gadijuma vecuma pensija,
kas pieskirta pec visparigiem noteikumiem, t.i., persona ir sasniegusi likuma noteikto vecumu un
vinas apdrosinasanas $tazs ir vismaz 10 gadi un nekadu citu nosacijumu, lai pieskirtu vecuma
pensiju nav bijis. Sobrid, lai pieteiktos uz vecuma pensiju nepieciesamais vecums, viriesiem ir
62 gadi un sievietem lidz 2008. gada 1. jilijam 61.5, bet pec tam 62 gadi. Janoverte videjais
pensijas lielums §im pensiju veidam viriesiem un sievietem. Dati ir aktuali uz 2008. gada februari
un datu kopa sastav no 92201 ierakstiem (52367-sievietes, 39834-viriesi). Lai noskaidrotu, kadu
metodi var pielietot ticamibas intervalu (divpuséjo) konstruésana, vispirms jacensas noskaidrot

datu sadalijjums, japarbauda, vai tie ir normali sadaliti.
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Attels 6: QQ-grafiki

Attela 6 redzamie QQ-grafiki, liecina par to, ka analiz€jamajiem datiem nav normalais
sadaltjums. Ar1, veicot datu normalitates parbaudi ar Kolmogorova-Smirnova testa palidzibu,
jasecina, ka, ta ka p-vertiba abos gadijumos ir mazaka par 2.2e—16, tad, pie nozimibas Iimena

a = 0.05, janoraida hipoteze par analizejamo datu normalitati.
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Attels 7: Neparametriska blivuma funkcijas novertésana

Attela 7 redzamas abu gadijumu histogrammas ar blivuma funkciju novertejumiem, kas
ieguiti, izmantojot kodolu gludinasanas metodi. Aplukojot abu gadijumu blivuma funkciju
novertejumus, jasecina, ka abos gadijumos datiem ir asimetrisks sadalijums un sadalijumi samera
atskiras sava starpa. Izvirzu hipotezi par to, ka datiem varetu bit y? sadalijums. Hipotezu
parbaudé, izmantosim x? kritéeriju, programma, ar kuras palidzibu tas tika realizéts, ir pielikuma.
Ta ka x? videja vertiba sakrtt ar brivibas pakapju skaitu, tad, veicot hipotézu parbaudi, brivibas
pakapju skaits tiks novertets ar neparametrisko videjas vertibas novertejumu. Abos gadijumos
pie nozimibas ITmena o = 0.05, janoraida hipotéze par to, ka analizéjamajiem datiem ir x>
sadalijums. Ta ka teoretisko sadalijumu Saja gadijuma ir gruti noteikt, tad videjas vertibas
novertesana, izmantosim EL metodi.

Konstruesim ticamibas intervalu videjai vertibai pie nozimibas limena o = 0.05.
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Attels 8: —2 x In ticamibas likne videjai vertibai, o = 0.05.

Attela 8 redzama logaritmiskas empiriskas attiecibas statistikas likne un EL metodes noteik-
tais ticamibas intervals videjai vertibai ir [127.33;128.55] un visticamaka p vertiba ir 127.93.
Konstruejot, ticamibas intervalu videjai vertibai ar t-testa palidzibu, jasecina, ka iegtitais ticami—
bas intervals [127.3180; 128.5427] praktiski sakrit ar EL, tacu ir nedaudz plasaks ka EL ticamibas

intervals.
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Attels 9: —2 x In ticamibas likne videjai vertibai, o = 0.05.

Attela 9 redzama logaritmiskas empiriskas attiecibas statistikas likne un EL metodes noteik-
tais ticamibas intervals videjai vertibai ir [114.46;114.92] un visticamaka p vertiba ir 114.68.
ArT saja gadijuma t-testa ticamibas intervals [114.4494;114.9194] ir tikai nedaudz plasaks par

EL ticamibas intervalu.
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9 Secinajumi

Darba tika apskatita empiriskas ticamibas metode, kas tika pielietota parametru novertesana
un ticamibas intervalu konstruesana. Simuléjot dazadu sadalijumu datus, videéjai vertibai un
medianai tika konstrueti ticamibas intervali un, izmantojot parklajumu precizitati, tika analizeta
EL metodes efektivitate. Viena no galvenajam EL ticamibas intervalu prieksrocibam ir tada,
ka tie nav simetriski, tie balstas uz analizéjamo datu kopu. Simulacijas iegtitie rezultati liecina,
ka pie nelieliem izlasu apjomiem ar EL metodi konstruetie ticamibas intervali videjai vertibai
nav tik precizi ka uz parametriskajiem testiem balstitie ticamibas intervali, ja pareizi noteikts
datu sadalijums. Tacu jau pie n > 20 EL tests strada gandriz tikpat labi ka parametriskie testi,
pie tam, izpildoties zinamiem nosacijumiem, var pielietot Bartleta korekciju, kas vel uzlabo EL
ticamibas intervalu parklajuma precizitati. Analizéjot, ka EL metode strada salidzinajuma ar
parametriskajam metodem, ja datu sadalijums ir noteikts nepareizi, jasecina, ka EL metode
strada labi un atseviskos gadijumos pat vislabak, tacu nevar noliegt faktu, ka art t—tests strada
loti labi. Lai arT visplasak EL metodi izmanto tiesi videjai vertibai, to var izmantot arT ticamibas
intervalu konstruesana kvantilem.

Konstrugjot ticamibas intervalus medianai pie nelieliem izlasu apjomiem, tika salidzinatas 3
empririskas ticamibas metodes, no kuram divas izmanto kodolu gludinasanas metodi, kura loti
liela nozime ir joslas platuma h izvelei. Salidzinot parklajuma precizitati pie dazadiem h,
jasecina, ka visstabilakos rezultatus uzrada Chen un Hall [7] metode, jo gan simetriska, gan
asimetriska sadaljjuma gadijuma h izmainas minimali ietekme parklajuma precizitati, pie tam
Sai metodei ir iespejama arl Bartleta korekcija, kas vel uzlabo parklajuma precizitati.

Viens no darba uzdevumiem bija pielietot EL metodi realai problematikai. Saja gadijuma tika
veikta Latvijas pensiju videjo vertibu izpete. Vienam pensiju veidam tika konstrueti ticamibas
intervali videjai vertibai pie nozimibas limena o = 0.05. Ticamibas intervali tika konstrueti
atseviski virieSiem un sievietem, ta ka teoretisko datu sadalijumu nevareja noteikt, tad tika iz-
mantota EL metode. Ta ka petamas datu kopas apjoms ir liels, tad ticamibas intervali ir Sauri
un visticamakie empiriskas ticamibas videjas vertibas novertejumi ir: virieSiem—127.93Ls un
sievietem—114.68Ls. Japiepilst, ka ticamibas intervali, kas Saja gadijuma konstrueti, izmantojot
t-testu, minimali atSkiras no EL ticamibas intrevaliem.

EL metode salidzinosi ir loti jauna metode un nemot vera to, ka neparametriskas metodes klust
arvien popularakas, jo prakse sastopamajam datu kopam loti biezi ir gruti noteikt teoretisko
sadalijuma likumu, tad §is metodes attistiba tikai turpinasies.

EL metode nav vieniga neparametriska metode, ko var lietot ticamibas intervalu konstruesana

20



un parametru novertésana. Loti popularas tagad ir arT butstrapa metodes, tapec So darbu talak

varetu attistit, izpetot butstrapa metodes un salidzinot tas ar EL metodi.
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A Pielikums

A.1 Programma simulaciju veikSanai vide€jai vertibai

#Bartleta korekcija Normalajam sadalijumam N(0,1) ar teoretisko un noverteto a
el_1<-0
el_bt_1<-0

el_be_1<-0

el_2<-0
el_bt_2<-0

el_be_2<-0

el_3<-0
el_bt_3<-0

el_be_3<-0

alfal<-0.1
alfa2<-0.05

alfa3<-0.01

n<-50
m<-10000
ml<-0

a<-3/2

for (i in 1:m)
{
X<-rnorm(n,mean=0,sd=1)

X<-sort (X)
al<-round(X[1],2)

bil<-round(X[n],2)
if (a1<X[1]) {al<-al1+0.01}
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if (b1>X[n]) {bi1<-b1-0.01}

disp_2<-sum((X-mean(X))"2)/n
mi_3<-(1/n)*sum((X-mean(X))"3)/((disp_2)"(3/2))
mi_4<-(1/n)*sum((X-mean (X)) "4)/((disp_2)"2)
a_nov<-(1/2)*mi_4-(1/3)*(mi_3) "2

#EMLR

r<-c(Q)

ri1<-c()

r12<-c()

r13<-c()

r21<-c()

r22<-c()

r23<-c()

r31<-c()

r32<-c()

r33<-c()

Z<-seq(al,bl,by=0.01)

k<-length(Z)
kritiska_vertl<-qchisq(l-alfal, 1)
kritiska_vert2<-qchisq(l-alfa2, 1)

kritiska_vert3<-qchisq(1-alfa3, 1)

for (v in 1:k)

{

der<-0

f<-function (1) sum((X-Z[v])/(1+1x(X-Z[v])))

11<-(1-1/n)/(Z[v]-X[n])

12<-(1-1/n)/(Z[v]-X[1])

intervals<-c(11,12)

lambda<-uniroot(f, intervals, lower = min(intervals), upper = max(intervals),

tol = .Machine$double.eps~0.25, maxiter = 1000)
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for (j in 1:n)

{if ((1+lambda[[1]]*(X[j1-Z[v]))>0) {der<-der+1}}

if
{

(der==n)

r[v]<-2*sum(log(1+lambda[[1]]*(X-Z[v])))

if
if
if
if
if
if
if
if
if
}

+

if
if
if
if
if
if
if
if

if

(r[v]<=kritiska_vertl) {ri11[v]<-Z[v]}

(r[v]<=kritiska_vertix(1+a/n)) {ri2[v]<-Z[v]}

(rlv]<=kritiska_verti*(l+a_nov/n)) {ri13[v]<-Z[v]}

(rlv]l<=kritiska_vert2) {r21([vl<-Z[v]}

(r[v]<=kritiska_vert2*x(1+a/n)) {r22[vl<-Z[v]}

(r[v]l<=kritiska_vert2*x(1+a_nov/n)) {r23[vIl<-Z[v]}

(rlv]l<=kritiska_vert3) {r31[vl<-Z[v]}

(r[v]<=kritiska_vert3*x(1+a/n)) {r32[vl<-Z[v]}

(r[v]l<=kritiska_vert3*x(1l+a_nov/n)) {r33[vI<-Z[v]}

(length(r11)>0)
(length(r12)>0)
(length(r13)>0)
(length(r21)>0)
(length(r22)>0)
(length(r23)>0)
(length(r31)>0)
(length(r32)>0)
(length (r33)>0)

mi<-mi+1

}
n

m

1-alfal

el_1/m

el_bt_1/m

{if
{if
{if
{if
{if
{if
{if
{if
{if

(0>=na.

(0>=na

(0>=na.
(0>=na.
(0>=na.
(0>=na.
(0>=na.
(0>=na.

(0>=na.

exclude(ril) [1]&

.exclude(r12) [1]&

exclude(r13) [1]&
exclude (r21) [1]&
exclude(r22) [1]&
exclude(r23) [1]&
exclude(r31) [1]&
exclude(r32) [1]&
exclude(r33) [1]&
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0<=r11[length(r11)])
0<=r12[length(r12)])
0<=r13[length(r13)])
0<=r21[length(r21)])
0<=r22[length(r22)])
0<=r23[length(r23)])
0<=r31[length(r31)])
0<=r32[length(r32)])
0<=r33[length(r33)])

{el_1<-el_1+1}}
{el_bt_1<-el_bt_1+1}}
{el_be_1<-el_be_1+1}}
{el_2<-el_2+1}}
{el_bt_2<-el_bt_2+1}}
{el_be_2<-el_be_2+1}}
{el_3<-el_3+1}}
{el_bt_3<-el_bt_3+1}}

{el_be_3<-el_be_3+1}}



el_be_1/m

1-alfa2
el_2/m
el_bt_2/m

el_be_2/m

1-alfa3
el_3/m
el_bt_3/m

el_be_3/m
ml

A.2 Programma simulaciju veikSanai medianai

#Ticamibas intervali kvantilem (normalais sadalijums)

m<-10000

met_111<-0; met_112<-0; met_113<-0;

met_121<-0; met_122<-0; met_123<-0;

met_21111<-0; met_21112<-0; met_21121<-0; met_21122<-0; met_21131<-0; met_21132<-0;
met_22211<-0; met_22212<-0; met_22221<-0; met_22222<-0; met_22231<-0; met_22232<-0;
met_23311<-0; met_23312<-0; met_23321<-0; met_23322<-0; met_23331<-0; met_23332<-0;
met_24411<-0; met_24412<-0; met_24421<-0; met_24422<-0; met_24431<-0; met_24432<-0;
met_311<-0; met_312<-0; met_313<-0; met_321<-0; met_322<-0; met_323<-0;

met_331<-0; met_332<-0; met_333<-0; met_341<-0; met_342<-0; met_343<-0;

mi<-0

n<-50
alphal<-0.10
alpha2<-0.05
alpha3<-0.01
med<-0

kritiska_vertl<-qchisq(l-alphal,1)
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kritiska_vert2<-qchisq(1-alpha2,1)
kritiska_vert3<-qchisq(l-alpha3,1)
q<-0.5 #mediana

for (y in 1:m)

{

X<-rnorm(n)

X<-sort(X)

a<-round(X[1],2)

b<-round(X[n],2)

if (a<=X[1]) {a<-a+0.01}

if (b>=X[n]) {b<-b-0.01}
Z<-seq(a,b,by=0.01)

k<-length(Z)

#sign-test
di<-gbinom(alphal,n,q,lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
d2<-gbinom(alpha2,n,q,lower.tail=TRUE,log.p=FALSE)
d3<-gbinom(alpha3,n,q,lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
I1_ap1<-X[d1];I1_augi<-X[n-di+1];
I1_ap2<-X[d2];I1_aug2<-X[n-d2+1];
I1_ap3<-X[d3];I1_aug3<-X[n-d3+1];

if (med>=I1_apl&med<=I1_augl) {met_111<-met_111+1}
if (med>=I1_ap2&med<=I1_aug2) {met_112<-met_112+1}

if (med>=I1_ap3&med<=I1_aug3) {met_113<-met_113+1}

#EL bez gludinasanas

s<-c(); Fn<-c(); kriterija_verti<-c(); gl<-c(); g2<-c(); g3<-c(O

for (j in 1:k)

{

s[jl<-0

for (i in 1:n) {if (X[1l1<=Z[j1) {s[jl<-s[jl+1}}
if(s[j1!=0)
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{

Fn[jl<-s[jl/n
kriterija_vert1[jl<-2*n*(Fn[jl*log(Fnl[jl/q)+(1-Fn[jl1)*log((1-Fn[j1)/(1-q)))

if (kriterija_verti1[jl<=kritiska_vertl) {gi[jl1<-Z[jl1}

if (kriterija_verti[jl<=kritiska_vert2) {g2[jl1<-Z[jl1}

if (kriterija_vert1[jl<=kritiska_vert3) {g3[jl1<-Z[jl1}

}

}

if (length(gl)>0) {if (med>=na.exclude(gl) [1]&med<=gl[length(gl)]) {met_121<-met_121+1}}
if (length(g2)>0) {if (med>=na.exclude(g2) [1]&med<=g2[length(g2)]) {met_122<-met_122+1}}

if (length(g3)>0) {if (med>=na.exclude(g3) [1]&med<=g3[length(g3)]) {met_123<-met_123+1}}

library(sm)

#EL ar gludinasanu (Chen&Hall)

#h<-bw.nrd0 (X) #rule-of-thumb

hi1<-n~(-1); h2<-n~(-3/4); h3<-n"(-1/2); h4<-n"(-1/4);
mi_21<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h1)-q)"2);
mi_22<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h2)-q)~2);
mi_23<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h3)-q)"2);
mi_24<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h4)-q) "2);
mi_31<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h1)-q)"3);
mi_32<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h2)-q)"3);
mi_33<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h3)-q) "3);
mi_34<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h4)-q)"3);
mi_41<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h1)-q)~4);
mi_42<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h2)-q)~4);
mi_43<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h3)-q) "4);
mi_44<-(1/n)*sum((pnorm((median(X)-X)/h4)-q) ~4);
beta_novi<-(1/6)*(3*((mi_21) " (-2))*mi_41-2%((mi_21) "~ (-3))*(mi_31)"2);
beta_nov2<-(1/6)* (3% ((mi_22) " (-2))*mi_42-2%((mi_22) " (-3))*(mi_32)"2);
beta_nov3<-(1/6)* (3% ((mi_23) " (-2))*mi_43-2%((mi_23) " (-3))*(mi_33)"2);
beta_nova4<-(1/6)*(3*((mi_24) " (-2))*mi_44-2%((mi_24) " (-3))*(mi_34)"2);
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r11<-c(); r12<-c); r13<-c(); rbli<-c(); rb12<-c(); rb13<-c();
r21<-c(); r22<-c(); r23<-c(); rb21<-c(); rb22<-c(); rb23<-c();
r31<-c(); r32<-c(); r33<-c(); rb31<-c(); rb32<-c(); rb33<-c();
r41<-c(); r42<-c(); r43<-c(); rbdi<-c(); rbd2<-c(); rba3d<-c();
wi<-c(); w2<-c(); w3<-c(); wi<-cQ);

kriterija_vert21<-c(); kriterija_vert22<-c(); kriterija_vert23<-c();
kriterija_vert24<-c();

for (v in 1:k)

{

der1<-0; der2<-0; der3<-0; der4<-0;

wi<-pnorm((Z[v]-X)/h1)-q; w2<-pnorm((Z[v]-X)/h2)-q;
w3<-pnorm((Z[v]-X)/h3)-q; w4<-pnorm((Z[v]-X)/h4)-q;
fi<-function(l)sum(wl/(1+1*w1l))
f2<-function(l) sum(w2/ (1+1*w2))
f3<-function(l)sum(w3/(1+1*w3))

f4<-function(l)sum(wé/ (1+1*w4))

111<-(1-1/n)/ (g-pnorm((Z[v]-X[n])/h1));
121<-(1-1/n)/(g-pnorm((Z[v]-X[1])/h1));
112<-(1-1/n)/(q-pnorm((Z[v]-X[nl)/h2));

122<-(1-1/n)/ (g-pnorm((Z[v]-X[1])/h2));
113<-(1-1/n)/(g-pnorm((Z[v]-X[n])/h3));
123<-(1-1/n)/(gq-pnorm((Z[v]-X[11)/h3));

114<-(1-1/n)/ (q-pnorm((Z[v]-X[n])/h4));

124<-(1-1/n)/ (q-pnorm((Z[v]-X[1])/h4));
intervalsi<-sort(c(111,121)); intervals2<-sort(c(112,122));

intervals3<-sort(c(113,123)); intervals4<-sort(c(114,124));

lambdal<-uniroot(f1, intervalsl, lower = min(intervalsl), upper = max(intervalsl))

lambda2<-uniroot(f2, intervals2, lower = min(intervals2), upper = max(intervals2))

lambda3<-uniroot(f3, intervals3, lower = min(intervals3), upper = max(intervals3))

lambda4<-uniroot(f4, intervals4, lower = min(intervals4), upper = max(intervals4))
for (t in 1:n)
{if ((1+lambdal[[1]]*w1[t])>0) {deri<-deri+1}}

if (derl==n)
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{

kriterija_vert21[v]<-2*sum(log(1+lambdal [[1]]*w1))

if
if
if
if
if
if
+

(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vertl) {ri11[v]l<-Z[v]}
(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vert2) {ri12[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vert3) {ri13[v]l<-Z[v]}
(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vertlx(1l+beta_novl/n)) {rbii[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vert2*(1l+beta_novl/n)) {rbl2[v]<-Z[v]}

(kriterija_vert21[v]<=kritiska_vert3*(l+beta_novi/n)) {rb13[v]<-Z[v]}

for (t in 1:n)

{if ((1+lambda2[[1]]1*w2[t])>0) {der2<-der2+1}}

if
{

(der2==n)

kriterija_vert22[v]<-2*sum(log(1+lambda2[[1]]*w2))

if
if
if
if
if
if
+

(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vertl) {r21[v]l<-Z[v]}
(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vert2) {r22[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vert3) {r23[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vertlx*(1l+beta_nov2/n)) {rb21[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vert2*(1l+beta_nov2/n)) {rb22[v]<-Z[v]}

(kriterija_vert22[v]<=kritiska_vert3+*(l+beta_nov2/n)) {rb23[vI<-Z[v]}

for (t in 1:n)

{if ((1+lambda3[[1]1]1*w3[t])>0) {der3<-der3+1}}

if
{

(der3==n)

kriterija_vert23[v]<-2*sum(log(1+lambda3[[1]]*w3))

if
if
if
if

if

(kriterija_vert23[v]<=kritiska_vertl) {r31[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert23[v]<=kritiska_vert2) {r32[v]l<-Z[v]}
(kriterija_vert23[v]<=kritiska_vert3) {r33[v]<-Z[v]}
(kriterija_vert23[v]<=kritiska_vertlx*(1l+beta_nov3/n)) {rb31[v]<-Z[v]}

(kriterija_vert23[v]<=kritiska_vert2*(1l+beta_nov3/n)) {rb32[v]<-Z[v]}
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if (kriterija_vert23[v]<=kritiska_vert3*(l+beta_nov3/n)) {rb33[v]<-Z[v]}

}

for (t in 1:n)

{if ((1+lambda4[[1]]*w4[t])>0) {derd4<-derd+1}}

if (deréd==n)

{

kriterija_vert24[v]<-2*sum(log(1l+lambdad [[1]]*w4))

if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vertl) {r41[v]<-Z[v]}

if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vert2) {r42[v]<-Z[v]}

if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vert3) {r43[v]<-Z[v]}

if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vertl*(1+beta_nov4/n)) {rb41l[v]<-Z[v]}
if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vert2+*(1l+beta_nov4/n)) {rb42[v]<-Z[v]}
if (kriterija_vert24[v]<=kritiska_vert3*(l+beta_nov4/n)) {rb43[v]<-Z[v]}

}

}

if (length(r11)>0) {if (med>=na.exclude(r1l) [1]&med<=ri11[length(r11)])
{met_21111<-met_21111+13}}

if (length(rb11)>0) {if (med>=na.exclude(rbill) [1]&med<=rbll[length(rbl1)])
{met_21112<-met_21112+1}}

if (length(r12)>0) {if (med>=na.exclude(r12) [1]&med<=r12[length(r12)])
{met_21121<-met_21121+13}}

if (length(rb12)>0) {if (med>=na.exclude(rb12) [1]&med<=rbi12[length(rb12)])
{met_21122<-met_21122+13}}

if (length(r13)>0) {if (med>=na.exclude(r13) [1]&med<=r13[length(r13)])
{met_21131<-met_21131+1}}

if (length(rb13)>0) {if (med>=na.exclude(rb13) [1]&med<=rbi13[length(rb13)])

{met_21132<-met_21132+1}}
if (length(r21)>0) {if (med>=na.exclude(r21) [1]&med<=r21[length(r21)])

{met_22211<-met_22211+1}}

if (length(rb21)>0) {if (med>=na.exclude(rb21) [1]&med<=rb21[length(rb21)])
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{met_22212<-met_22212+13}}

if (length(r22)>0) {if (med>=na.exclude(r22) [1]&med<=r22[length(r22)])
{met_22221<-met_22221+13}}

if (length(rb22)>0) {if (med>=na.exclude(rb22) [1]&med<=rb22[length(rb22)])
{met_22222<-met_22222+13}}

if (length(r23)>0) {if (med>=na.exclude(r23) [1]&med<=r23[length(r23)])
{met_22231<-met_22231+1}}

if (length(rb23)>0) {if (med>=na.exclude(rb23) [1]&med<=rb23[length(rb23)])
{met_22232<-met_22232+13}}

if (length(r31)>0) {if (med>=na.exclude(r31) [1]&med<=r31[length(r31)])
{met_23311<-met_23311+1}}

if (length(rb31)>0) {if (med>=na.exclude(rb31) [1]&med<=rb31[length(rb31)])
{met_23312<-met_23312+1}}

if (length(r32)>0) {if (med>=na.exclude(r32) [1]&med<=r32[length(r32)])
{met_23321<-met_23321+1}}

if (length(rb32)>0) {if (med>=na.exclude(rb32) [1]&med<=rb32[length(rb32)])
{met_23322<-met_23322+1}}

if (length(r33)>0) {if (med>=na.exclude(r33) [1]&med<=r33[length(r33)])
{met_23331<-met_23331+1}}

if (length(rb33)>0) {if (med>=na.exclude(rb33) [1]&med<=rb33[length(rb33)])
{met_23332<-met_23332+1}}

if (length(r41)>0) {if (med>=na.exclude(r4l) [1]&med<=r41[length(rd1)])
{met_24411<-met_24411+13}}

if (length(rb41)>0) {if (med>=na.exclude(rb41) [1]&med<=rb41l[length(rb41)])
{met_24412<-met_24412+13}}

if (length(r42)>0) {if (med>=na.exclude(r42) [1]&med<=r42[length(r4d2)])
{met_24421<-met_24421+1}}

if (length(rb42)>0) {if (med>=na.exclude(rb42) [1]&med<=rb42[length(rb42)])
{met_24422<-met_24422+1}}

if (length(r43)>0) {if (med>=na.exclude(r43) [1]&med<=r43[length(r43)])
{met_24431<-met_24431+1}}
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if (length(rb43)>0) {if (med>=na.exclude(rb43) [1]&med<=rb43[length(rb43)])
{met_24432<-met_24432+1}}

#EL ar gludinasanu (Zhou&Jing)

kriterija_vert31<-c(); kriterija_vert32<-c(); kriterija_vert33<-c();
kriterija_vert34<-c();

Fn_novi<-c(); Fn_nov2<-c(); Fn_nov3<-c(); Fn_nov4<-c();

u311<-c(); u312<-c(); u313<-c(); u321<-c(); u322<-c(); u323<-c();
u331<-c(); u332<-c(); u333<-c(); u341<-c(); u342<-c(); u343<-c();

for (d in 1:k)

{

Fn_nov1[d]<-(1/n)*sum(pnorm((Z[d]-X)/h1))
Fn_nov2[d]<-(1/n)*sum(pnorm((Z[d]-X)/h2))
Fn_nov3[d]<-(1/n)*sum(pnorm((Z[d]-X)/h3))
Fn_nov4[d]<-(1/n)*sum(pnorm((Z[d]-X)/h4))
kriterija_vert31[d]<-2*n*(Fn_novl[d]*log(Fn_nov1[d]/q)+(1-Fn_nov1[d])x*
log((1-Fn_nov1[d])/(1-q)))
kriterija_vert32[d]<-2*n*(Fn_nov2[d]*log(Fn_nov2[d]/q)+(1-Fn_nov2[d])*
log((1-Fn_nov2[d])/(1-q)))
kriterija_vert33[d]<-2*n*(Fn_nov3[d]*log(Fn_nov3[d]/q)+(1-Fn_nov3[d])x*
log((1-Fn_nov3[d])/(1-q)))
kriterija_vert34[d]<-2*n*(Fn_nov4[d]*log(Fn_nov4[d]/q)+(1-Fn_nov4[d])x*
log((1-Fn_nov4[d])/(1-9)))

if (kriterija_vert31[d]l<=kritiska_vertl) {u311[d]<-Z[d]}

if (kriterija_vert31[d]<=kritiska_vert2) {u312[d]<-Z[d]}

if (kriterija_vert31[d]<=kritiska_vert3) {u313[d]<-Z[d]}
if (kriterija_vert32[d]<=kritiska_vertl) {u321[d]<-Z[d]}
if (kriterija_vert32[d]<=kritiska_vert2) {u322[d]<-Z[d]}

if (kriterija_vert32[d]l<=kritiska_vert3) {u323[d]l<-Z[d]}

if (kriterija_vert33[d]l<=kritiska_vertl) {u331[d]l<-Z[d]}

if (kriterija_vert33[d]l<=kritiska_vert2) {u332[d]l<-Z[d]}
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if

if
if
if
}
if (length(u311)>0) {if
{met_311<-met_311+1}}

if (length(u312)>0) {if
{met_312<-met_312+1}}

if (length(u313)>0) {if
{met_313<-met_313+1}}

if (length(u321)>0) {if
{met_321<-met_321+1}}
if (length(u322)>0) {if
{met_322<-met_322+1}}
if (length(u323)>0) {if
{met_323<-met_323+1}}

if (length(u331)>0) {if
{met_331<-met_331+1}}
if (length(u332)>0) {if
{met_332<-met_332+1}}
if (length(u333)>0) {if
{met_333<-met_333+1}}

if (length(u341)>0) {if
{met_341<-met_341+1}}
if (length(u342)>0) {if
{met_342<-met_342+1}}
if (length(u343)>0) {if

{met_343<-met_343+1}}

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na.

(med>=na

(kriterija_vert33[d]<=kritiska_vert3) {u333[d]l<-z[d]}

(kriterija_vert34[d]<=kritiska_vertl) {u341[d]l<-Z[d]l}
(kriterija_vert34[d]<=kritiska_vert2) {u342[d]l<-z[d]}

(kriterija_vert34[d]<=kritiska_vert3) {u343[d]<-Z[d]}

exclude(u311) [1]&med<=u311[length(u311)])

exclude (u312) [1]&med<=u312[length(u312)])

exclude (u313) [1]&med<=u313[length(u313)])

exclude (u321) [1]&med<=u321[length(u321)])

exclude (u322) [1]&med<=u322[length(u322)]1)

exclude (u323) [1]&med<=u323[length (u323)])

exclude (u331) [1]&med<=u331[length(u331)])

.exclude(u332) [1]&med<=u332[length(u332)])

exclude (u333) [1] &med<=u333[length(u333)1]1)

exclude (u341) [1]&med<=u341[length(u341)])

exclude (u342) [1]&med<=u342[length(u342)])

.exclude(u343) [1]&med<=u343[length(u343)])

65



mi<-mi+1

}

n

m

#sign_test

met_111/m; met_112/m; met_113/m;

#EL_neglud

met_121/m; met_122/m; met_123/m;

#EL_glud_Chen

met_21111/m; met_21112/m; met_21121/m; met_21122/m; met_21131/m; met_21132/m;
met_22211/m; met_22212/m; met_22221/m; met_22222/m; met_22231/m; met_22232/m;
met_23311/m; met_23312/m; met_23321/m; met_23322/m; met_23331/m; met_23332/m;
met_24411/m; met_24412/m; met_24421/m; met_24422/m; met_24431/m; met_24432/m;
#EL_glud_Zhou

met_311/m; met_312/m; met_313/m; met_321/m; met_322/m; met_323/m;

met_331/m; met_332/m; met_333/m; met_341/m; met_342/m; met_343/m;

A.3 Programma \? kritérija parbaudei

#Hi kvadrata kriterijs, kas parbauda, vai datiem nav Hi kvadrata sadalijums
#VSAA dati

X<-read.table(file="viriesi.dat", header = FALSE)
Y<-read.table(file="sievietes.dat", header = FALSE)
X4<-X[[4]]

Y4<-Y[[4]]

ni<-length(X4)

n2<-length(Y4)

X4<-sort (X4)

Y4<-sort (Y4)

df1<-127.93

df2<-114.68

#Viriesi
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r=n1/2000 # r<=n1/2000, tik dalas sadalam teoretisko blivuma funkcijas laukumu
quant<-qchisq((1:(r-1))/r, dfl) # izrekinam attiecigas kvantiles
y<-cO

freql<-c()

for (i in 1:length(quant)){

y[il<-length (X4 [X4<=quant[i]])

if (i==1){

freql[il<-y[il]

}

else{

freql[il<-y[il-y[i-11%}

}

freql[i+1]1<- nl-sum(freql) # pedejais intervals

sum(freql) # jabut vienadai ar nl

expected<-rep(nl/r,r)

observed<-freql

sum( (expected-observed) "2/expected)

qchisq(0.95,r-1)

#Sievietes

r=n2/3000 # r<=n2/3000, tik dalas sadalam teoretisko blivuma funkcijas laukumu
quant<-qchisq((1:(r-1))/r, df2) # izrekinam attiecigas kvantiles
y<—c()

freql<-c()

for (i in 1:length(quant)){

y[il<-length(Y4[Y4<=quant[i]])

if (i==1){

freql[il<-y[il]

}

else{

freql[il<-y[il-y[i-11%}
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}
freql[i+1]<- n2-sum(freql) # pedejais intervals

sum(freql) # jabut vienadai ar n2

expected<-rep(n2/r,r)

observed<-freql

sum( (expected-observed) “2/expected)

qchisq(0.95,r-1)
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